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x und y sind hiebei die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes
X1, X3, Xg. Die « sind die Winkel, welche die Normalen vom
Nullpunkt des rechtwinkligen Koordinatensystems auf die bezw.
Seiten des Grunddreiecks (A BC) mit der positiven Richtung der
x Achse eben dieses Koordinatensystems bilden. Die p sind die
Lingen dieser Normalen. Als Bedingungen fiir den Kreis be-
kommt man daher, indem man die Koeffizienten von x? und y? ein-
ander gleich und denjenigen von xy Null setzt:

a1 - €08 (a2 -} ag) + ag - cos (@3 + ;) + ag - cos (a1 + a2) =0
a; - sin (a2 <+ as) -+ az - sin (a5 + 1) + ag - sin (a1 +~ a2) =0

woraus a; = ag - sin (a3 — a2) : sin (g — 1)

as = ag - sin (o; — ag) : sin (a2 — a1)
oder a;=ag-sin A:sinC
as =—as-sin B:sin C

- Die Gleichung des dem Dreieck ABC umschriebenen
Kreises (Umkreis) lautet deshalb:

Xo-Xg+SINA -} X% -sinB4x;-%X:5inC=20

Hieraus leitet man sofort den Satz ab:

Die Fusspunkte der Senkrechten aus einem Punkte des
Umkreises auf die Seiten des Grunddreiecks liegen auf einer
Geraden (Simson’sche Gerade genannt).

IV. Uber eine dem ebenen Dreieck eingeschriebene Parabel.
(Hiezu Fig. 2)

Die Seiten eines Dreiecks (ABC) umhiillen mit der
Zentralen (A’B'C’) der Apollonischen Kreise eine Para-
bel, der die folgende Eigenschaft zukommt: Bestimmt
man von irgend einer ihrer Tangenten die Schnitt-
punkte (A, B und €) mit den resp. Dreiecksseiten (BC,
CA, AB), so treffen sich die Kreise mit diesen Schnitt-
punkten zu Zentren, durch die resp. Dreiecksecken
(A, B, C) in zwei Punkten O und O’

Beweis: M sei der Mittelpunkt des Umkreises (siehe
Figur), A’, B’ und C’ seien die Zentren der Apollonischen Kreise,
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so stehen bekanntlich AA’, BB’ und CC’ bezw. senkrecht zu
AM, BM und CM. Die Seite A B bestimmt mit A’ B’ auf den
Seiten CA und CB zwei ahnliche Punktreihen (3B... und %...).
Und die Verbindungsgeraden ihrer entsprechenden Punkte (...
und %...) umhiillen unsere Parabel. Zwei Paare entsprechender
Punkte sind A, A’ und B, B’ und sei %, B ein beliebiges drlttes
Paar, so besteht die Relatlon

154 @

Wenn wir in trimetrischen Koordinaten rechnen und das
Dreieck ABC zum Grunddreieck wéahlen (also einen beliebigen
Punkt P durch seine Abstinde x;, x; und x3 von den bezw.
Dreiecksseiten bestimmen), so miissen wir zur Bestimmung von
A und B zunichst die Strecken berechnen: B, C¥, ASB und
CB. Setzt man BB =p, so ist AB=AB' —p, BC=sinB
— AB. (Der Kreis um ABC hat hiebei den Durchmesser 1),

B%[_i—g— A B nach (1) und CA=BY — sin A,

Man findet aber leicht fir A B’ und A’ B:

y__8si*C o, s’C
sin (C—A)’ sin (C —B)

somit wird:

sin? C —p - sin (C— A)

AR —
— sin (C— A)
BC — sin B - sin (C— A) — sin®? C 4 p - sin (C — A)
—_— sin (C — A)
cos2A;cosZC_ sin? C +-p - sin (C — A)
— sin (C — A)
_ sin? C—sin® A —sin? C+-p- sin (C.——' A) oder
sin (C — A)

BC=[p-sin(C— A)—sin® A]: sin (C — A)




__sin(C—A) sin? C—p-sin(C—A)

B - - oder
sin (C — B) sin (C — A)
Bgu:sinzC—p-sin C—4A)
— sin (C — B)
C%:Sinz C—p-sin (C—A)'_SinA
sin (C — B)

_ sin?C—p-sin (C—A) —sin A - sin (C — B)

- sin (C — B)

_ sin? C —p-sin (C — A) +4- 5in? B — sin? C oder

sin (C — B)

C?I:[sinzB—p - sin (C—A)] : sin (C — B).
. Die Strecken BE€ und A§ ergeben sich nach dem Satz des

Menelaus: oS /];?S,\ . _

CB. \A(‘ij T woraus
B6 C®B BA p-sin(C—A)—sin®A
AG A3 CYU sin (C — A)
_ sin (C — A)
sin? C — p sin (C—A)
sin’C—p-sin(C—A4A) sin (C — B)
sin (C — B) sin? B —p - sin (C— A)
=[p-sin(C—A) —sin? A]:[sin? B—p - sin (C — A)]
Also i1st BE=k [p-sin(C—A)— sin® A]

AC=k[sin®* B --p-sin (C — A)]:
da aber BG - A€ =sin C ist, so wird:

k=sin C:[sin® B — sin? A]
= sin C: (sin B - sin A) (sin B — sin A)

=sinC:4sinB+A-cosB #-A-cosB—I_A-sinB—_A
2 2 2
=sinC:sinC-sin(B—A)=1:sin(B— A) also wird:

BE@=|[p-sin (C— A) —sin® A]:sin (B — A)
AC=[sin? B—p-sin(C—A)]:sin(B—A)
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Kommt man iiberein, dass fiir einen Punkt im Innern des.
Dreiecks alle drei Koordinaten positiv seien, so sind nach dem
vorigen die Koordinaten von %, B und G:
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Nunmehr kann man die Gleichungen der Kreise aus U,
B, und € durch A bezw, B bezw. C aufstellen, wenn man beriick--



12 —

sichtigt, dass der Abstand zweier Punkte P’ und P’’ mit den

Koordinaten x;’, x3’, x3' und %"/, x2"’, %3’ gegeben ist durch:
P'P’=(x,"—x1"")’sin 2 A (x2"— 2"’ )*- sin 2 B}~ (x5’ —x3’’)’sin2C
:2smA-sinB-sinC
(siche die Mitteilungen der naturforschenden Gesellschaft in

Bern 1906),
und dass die Koordinaten der Ecken A, B und C sind;
X1 X9 X3
A sin B.sin C 0 0
B 0 sin C-sin A 0
C 0 0 sin A - sin B

Gleichung des Kreises aus U:

AR .
sin B+ {efn B - sin O 4 sin2 B [L2AC —B) —sm B .
| ’ sin (C —B)

s g . 5
—!—sin2C[smC p-sn(C A)-sinBJ

sin (C — B)
:sin2A-x12+sin2B xg_p-sm(C—A) _SmZB.SinC ?
sin (C — B) :
2 (00—
+sin20[x3 sin CsmIzC s1nI(3()3 _ A). - sin B] (2)

Gleichung des Kreises aus 3B:

p - sin (C — A) — sin’A
AW SO _ 2

~+ sin2 C- [sm Csinl()C ini()? 8 i A] (3)

L B
_psnO@—A) —si' 8 o[ +sin2B.xg
sin (C — A) ~

. . n? C—p-sin(C—A) . 3
B0}y —— P . sin A
—+ sin [x3 sin (C— A) sm  ]

- Die. gemeinsame Sehne- dieser beiden Kreise hat deshalb
{2)— (3) MO zur, Gleichung oder: :

2
-sin 2A[ -sinC] +4-sin2B - (sin A - sin C)?

=sm2A [x1




R | Q.

sin2A -sin?B-sin?C —sin2B - sin® A - sin? C
p-sin(C—A)—smn*A

—sin2A.2x; - sin C
sin (C — A)
| SO s
——sin2B-2xz-p sm(.C i) i B-sinC
sin (C — B)

+sin2C- 2 x; [sinzC——p-sin(C-—A)]

| [sinA-sin(C—B)—sinB-sin(C—A)]

sin (C — A) - sin (C — B)

oder da sin A - (C —B) —sin B - sin (C — A)
;_cos2B—- cos2C | cos2C —cos2A

2 T 2

=cos2B—cos2A:2—=sinC-sin(A—B) ist

und: ,
sin2Asin?B.sin? C—sin2 B -sin? A sin? C
—=2sinA-sinB - sinC[cos AsinB - sin C —cos B - sin A - sin C},
S =2sinA:sinB-.sinC-sin Csin (B — A),
S0 erha.lt man daher fir (2) — (3):

+sinA-sinB-sinC-sinC-sin(B— A)
p-sin(C—A)—sin®A

—=sm2A-2x, — sin C
sin (C — A) |
3 ey s
—-sin2B-2xzp sm(.C -A) St B-sinC
sm(C—B)

sin C « sin (A — B)
sin (C—A) - sin (C —B)-

~ Dividiert man noch beiderseits durch 2 - sin C - sm (A — B),
-$0 gewinnt man die Gleichung:

-]— sin 2 C - 2 X3 Iism2 C—p-sin(C— A)]

p - sin (C — A) —sin? A
sin (A —B)-sin(C—A)
p-sin (C— A)—sin? B
sin (B — C) - sin(A — B)

-8in (C— A)— sin? C
sm (C A) - sin (B C)
[Zur Abkurzung kann [ioch p sm (C - A) =P gesetat
werden]. |

—smA-smB-smC=sm2A-x1

+ sin 2 B - Xo (4)

»1—sm2C Xg.
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‘welche Gleichung durch Vorriicken der Buchstaben und Indices
unverindert bleibt, womit der vorangestellte Satz bewiesen ist.
Es eriibrigt noch die Gleichung unserer Parabel aufzu-
stellen. Sie ist die Enveloppe der Geraden AB, deren Gleichung
sein moge:
31X1—|—a,2X2—|—a3X3———0 (5)

Die Koordinaten von % und B missen diese Gleichung
erfilllen und dies gibt uns zur Bestimmung von a;, a; und ag
oder vielmehr ihrer Verhiltnisse die beiden Gleichungen:

a;(P—sin?B).sinC 4 as(sin? C —P)-sinB=0

a; (P —sin? A)sin C + ag (sin? C — P) - sin A =0, so dass
ag=—ag (P —sin?C).sin B: (P — sin? B) - sin C
ag—ag(P—sin?C)-sin A: (P —sin? A)-sinC

Substituiert man diese Werte von a; und as in Gleichung
(5), so bleibt:

(P —sin? C) - (P — sin®> B) - sin A x;y 4 (P — sin? A) (P — sin? C) x,

~+ (P —sin? B) - (P — sin? A) x3 = 0, oder

(sin? B~-s1n?C) sin A x;

| -2

(sin? C + sin®? A) - sinBxe | (sin? A + sin? B) sin C x3 .
5 aa 5 (6°)

+sin?B-sin?C-sinA-x;}sin2C-sin?A-sinB - x»

' +sin? A-sin? B-sinC-x3=0.
Dies ist eine quadratische Gleichung in P, d. h. durch jeden
Punkt (x;, x2, x3) der Ebene gehen 2 Tangenten an die gesuchte

Kurve; fir einen Punkt der Kurve selbst fallen diese zusammen,
and’ die Bedingung hiefiir ist:

I:(sin2 B - sin? C) - sin A X1 —+ (s1n? C 4 sin? A) - sin B xo

P2 [xl -sin A + Xs-sin B 4 x3 - sin C]—2P[

+

2
+ (sin? A 4 sin? B) - sin C - xg ]

—4(x; - sin A 4 xz - sin B + x5 - sin C). (6°)
-(sin? B - sin?2 C - sin A - x; -}- sin? C - sin? A - sin B x3
—+ sin? A - sin? - B - sin C - x3)
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welches die Gleichung unserer Parabel vorstellt. Dieselbe kann
auch in der Form geschrieben werden:

X, . sin? A (sin? B — sin? C)* -+~ x4’ - sin? B (sin? C — sin? A)*
—+ xg° - sin? C (sin? A — sin® B)’ — 2x; - X3 - sin A - sin B (sin? B
’ — sin® C) - (sin? C — sin? A)
— 2 X+ Xg+sin B - sin C (sin? C — sin? A) - (sin? A — sin? B) (6)
— 2xg - x; sin Csin A (sin? A —sin? B) - (sin? B —sin2 C) =0

Um die Koordinaten des Brennpunktes ermitteln zu kénnen,
erinnern wir uns an die folgende Brennpunktseigenschaft eines
Kegelschnitts:

Die Verbindungsgeraden irgend eines Punktes mit den

beiden Brennpunkten bilden mit den Tangenten aus diesem
Punkt bezw. gleiche Winkel. ‘

Hieraus folgt fir einen dem Grunddreieck (ABC) einge-
schriebenen Kegelschnitt, dass die Koordinaten des einen Brenn-
punktes proportional den reziproken Werten desjenigen des
andern sind.

Im Falle der Parabel ist der eine Brennpunkt (F ~) der
Berithrungspunkt mit der unendlich fernen Geraden, der die
Gleichung zukommt: x;-sin A -+ xs-sin B+ x5-smnC=0.
Dessen Koordinaten x,pco, xppeo Und X3pe0 ergeben sich daher
aus (6%), und

X pew  SIDA X, ~u-sinB 4%, :5inC=0

wie folgt:

Xz | sin B - (sin? C +-sin® A) — sin B (sin? B + sin® )

~+ x5 | sin C - (sin® A - sin® B) — sin C (sin? B - sin® C) =)

sin? C—sin® A sin C _ sin(C— A)
rs'i_n‘“’;Al——— sm2 B S“,’,B - sin(A— B)

und ahnlich:
sin*B—sin*C sinC_ sin(B—C)
X =X — . N X3
sin? A —sin? B sinA  sin (A — B)
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Somit besteht fir x ., , X,,  und x,,  die Relation:

b3 X : Xgp =8I0 (B — C) : sin (C — A) : sin (A — B)

1Fe0 * XoF oo

und somit fir den im Endlichen gelegenen Brennpunkt F:

1 ) 1 ) 1
sin (B— C) ~sin (C — A)  sin (A — B)

"Xyip - Xgp - Xgp =

Dieser Brennpunkt F liegt auf dem dem Grunddreieck ABC
umschriebenen Kreise, weil dieser das Winkelgegenpunktsgebilde
der unendlich fernen Geraden in Bezug auf das Dreieck ABC
ist. In der Tat ersetzt man in der Gleichung x; sin A 4} x; - sin B
-}-x3-sin C=0 der unendlich fernen Geraden x;, x2, X3 resp.

durch l, ~1—, l, so resultiert die Gleichung x;x3-sinA 4-

X0 X X
Xg X1 - 8in B4 x; x5 - sin C =0 des dem Dreieck ABC umschrie-
benen Kreises.
Die Direktrix bestimmt sich als die Polare des Brenn-
punktes F. Die Gleichung der Polaren des durch

2y 2 2, .2 22 9a - .8 X .X. — P
an” X T Ay Xyt ag’ X2 —2a, 8, X, - X, — 28,8, X,- X,

—2a,-a, X, X, =0 gegebenen Kegelschnitts bezogen auf den
Punkt F lautet:

8y,% X+ Xyp o 87 Xy Xpp o 857 Xy + Xgp— 8y + 899 (X, - Xpp + X Xy}

— By Bgg (X Xyp X+ Xpp) — By - 8y (Xy Xy + X - Xgp) =0 (7)

Bemerkung: Dass die Polare eines Kegelschnitts diese
Gleichungsform hat, kann man leicht bestéitigen, indem man die
Gleichung der Kurve durch die Gleichungen zweier Tangenten
und der Beriihrungssehne ausdriickt.

Nun ‘ist a;; = sin A - (sin? B — sin? C)
" am=sinB - (sin? C — sin? A)
asgs = sin C - (sin? A — sin? B)
xir proportional sin (C — A) - sin (A — B)
 Xop  » sin (A — B) - sin (B — C)
Xgg  » sin (B — C) - sin (C — A)



Also geht Gleichung (7) iber in:
sin? A (sin? B — sin? C)? - sin (C — A) - sin (A — B) - x4
~+-sin? B (sin? C — sin? A2 -sin(A—B) -sin(B— C) - x»
- sin? C (sin? A — sin? B)2 - sin (B— C) - sin (C — A) - x,
—sin A - sin B (sin? B — sin? C) - (sin? C — sin? A)
[x1 -sin(A— B)-sin(B—C)+4 x5 -sin(C—A) - sin (A — B)]
—sin B - sin C (sin? C — sin? A) (sin? A — sin? B)
[x2 - sin (B — C) - sin (C— A) + x3 sin (A — B) - sin (B --C)]
—sin C - sin A - (sin? A — sin? B) (sin? B — sin? C)
[x3 - sin (C — A) - sin (A — B) + x; - sin (B — C) - sin (C A)]=
oder indem man beide Seiten durch:
sin (A—B)-sin(B—C)-sin (C— A) dividiert:
sint A - sin (B — C) - x;+4-sin'B - sin (C— A)x2+sinC - sin (A — B)xs
—sin? A -sin? B[xy -sin (B — C) + x3 - sin (C — A)]
— sin? B - sin? C [x3 - sin (C— A) 4 x5 - sin (A — B)]
—sin? C - sin? A [x3-sin(A—B)+4x; -sin (B—C)] =0, oder
x; 8in? A sin (B — C) [sin? A — sin? B — sin? (]

—+ x2 - sin? B - sin (C — A) [sin? B — sin? C — sin® A] )
+ x3-sin? C - sin (A — B) [sin®? C — sin®* A —sin? B] =0

Nun 1st aber:
sin? A — sinZB—sinQC_—_%[I—cos2A-— 1

+cos2B — 1+ cos 2 C]

%[—1—;—c052B+cos2C—0052A]
%[ 2cos A - cos(B— C)-—2coszA]
= EcosA sin B-sin C und ahnlich
sin? B—sin? C —sin2? A—=—2.cosB-sinC-sin A
sin? C — sin? A —sinf B=—2.cosC-sin A - sin B
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Fiihrt man diese Werte in (8) ein und dividiert man sodann
beide Seiten der so erhaltenen Gleichung durch — sin A - sin B-sin C,
50 bleibt:

x;-sinA-cosA-sin(B—C)4x2-sinB:cosB-sin(C— A)
~+x3-8inC-cosC.sin (A — B)=0 (8%)

fiir die Gleichung der Direktrix. Dieselbe geht aber durch den
Hohenpunkt des Dreiecks A BC (mit den Koordinaten cos B -
cos C, cos C - cos A, cos A - cos B) hindurch, weil (8¢) durch die-
selben identisch erfilllt wird, wie es auch sein soll, denn die
Leitlinien aller dem Dreieck A BC eingeschriebenen Parabeln
gehen durch dessen Hohenpunkt, siehe Geiser (1867) pag. 122.

V. Folgerungen aus dem vorigen Kapitel.

Die Gleichungen der Kreise aus A, B und € léssen sich
leicht in homogener Form darstellen.
Wegen der Relation:

X;-sinA 4+ x;-sinB-+x3-snC=sinA-sinB-sinC
kann man die Gleichung des Kreises aus % in der Form schreiben:

sin2 A (sin B - sinC)° (xl sin A + %, - sin B+ % smC)

sin A-sinB-sinC

—=sin2A-x?+sm2B.x?|sin2C. x,.2

x;sin A -+ Xs - sin B4 x3 - sin C
sinA -sinB-sinC
sin? C—p-sin (C— A)

sin (C — B)
X1 -sin A 4 X3 -8in B4 x3.8mC

sin A - sin B . sin C oder
2.cos A - sin (C— B)[x;-sin A 4 X3 - sin B 4 x3 - sin CF =
[sin2A.x?+sin2B-x?4sm2C-x”].sinA. (C— B)

.sin C+ X

—2.s8m2C

'SiIlB « X3
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