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dem Dreieck ABC umschriebenen rechtwinklige'n
Hyperbel, die durch den Schwerpunkt von ABC geht,
oder auf der sogenannten Hyperbel von Kiepert.

Nach der bekannten Grundeigenschaft der Hyperbel von Kiepert
folgt dies auch unmittelbar daraus, dass die Dreiecke Bi’ C,
Ck’ A, Al' B gleichschenklig und einander #hnlich sind, und
analog die Dreiecke BI'C, CK’A, AL’ B.

Ferner haben wir:

" Die Dreiecke 1"k’'l’ und I'K'L’ liegen auch zu
einander perspektivisch, und das perspektivische 91.
Zentrum derselben ist der Umkreismittelpunkt des
Stammdreiecks ABC. o

§ 14.

Stellen wir endlich die Gleichungen der Seiten der beiden’
Vierseite auf, deren Diagonalen laut 33 neben BC einmal die
dort mit Ta und ITa bezeichneten sich in i’ scheidenden Geraden,
und das andermal die sich in I’ schneidenden Geraden IIla und
IVa sind. Die Seiten des ersten dieser Vierseite sind Q R/, q’ R,
Q'r’, qr und diejenigen des zweiten Vierseits Q'r, qr’, QR, q' R’.

In 51 haben wir die Koordinaten der Punkte q, q’, Q, Q’,
r, ', R, R/, und wir erhalten hieraus als Gleichung der
Geraden QR": :

'-—(};+a)x, (\}{,-—P’)y, (hc-!—r)z
¥ (li)—"ag)ﬁ, —aa =0,
h
b()’a a (c+7)7

d h.: —-(l;-{—a)Ax—I—(hb—(})B_y—l—(hc—l—y)Cz:Q, 0

) (et ) lor(b+0) (o)} -

:
=2 (b —s) (%) entbi—cn
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‘B——aba B—cy? (hc -+ 7), oder in Folge der Relationen 49

B=~2Ay(hc+y) und analog C——-ZA{f(lL—p’).

Wir erhalten so die erste der folgenden Gleichungen:

(et +id—epe

Gerade QR’ . +yy—p8z=0
( +a)(2A b+

Gerade q' R . —yy+pBz=0
( a)(2A—-bﬁ——cy)x =

Gerade Q' r' .. e dyy+pz=0
(}; a)(2A+bﬂ—|-caf)x

Gerade qr —yy—pz=—0

und
(- a)(2A+bﬁ——cy)x

Gerade Q' r —yy+p8z=0
( a)( —bB+ecyx

Gerade qr’ +yy—pBz=0
(ha+“)(2A—-bﬁ—cr)x %

Gerade QR . —ry—fz=
( -L-a)(2[_\-|—bﬂ-l—cy)x

Geladeq R’. —+7y+82=0.

Hieraus ergibt sich wieder, wie wir in § 6 gesehen, dass
. die Seite BC von den zwei ersten Geraden jeder Gruppe
im Punkte u, und von den zwei letztern Geraden im
Punkte u’ geschnitten wird. ‘
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~

Schreiben wir fiir die Gruppe 92 zur Abkiirzung
(h+e)@ntbs—en=be ,

(% +a)@Aa—bpten—bew,

(h—e)ea—br—cn—bew "
(a—-a)(m+bﬁ+cy)——~bc%
und fiir die Gruppe 93
(l; —a>(2A+bﬁ—C?):bcmp
(lg—a)(m—bﬁ-fcy)zbc%;,
95.

(ha+ a)(zA-—bﬂ“cy):bcﬁll”,

(}; M a)(ZL\ +bB+c7)—bel,”,

wo U, W/ A W', respektive aus A, A, W', A" durch Um-

setzung von ¢ in — « hervorgehen, so sind die Seiten des ersten
dieser Vierseite

QR ... UAx+4yy—pz=0

qR... Wx—yy432z=0

Qr... Wx+yy+pz=0

qr.. . W'x—yy-—pz2=0

92’

und die Seiten des zweiten Vierseits
Qr... x—yx+fz=0
qr’ ... A'xtyx—pz==0 93/
QR... A" x—rx—pz=0 '
qgR .. A" x+4yx-}-3z=0.
Hieraus erhalten wir fir die von u und w verschiedenen
Ecken des Vierseits 92 oder 92’

Punkt JQIR’ oo Xtyiz=28y:— B3 UAF+UA):yA—-A")

Q'
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Punkt K R...x:y:z=2(f;}:-ﬁ(%[’ F+ U —y (A — A

ql'
Punkt le’; cooxiyiz=28y: — B (U —-WA):y A+ A
Punkt {%f{ o Xiyin—28y i W — W) —y (W U

und fiir die von u und u’ verschiedenen Ecken des Vierseits 93
oder 93’

Punkt ..x:y:z:2ﬁy:ﬂ(ﬂlj}-ﬁl”):—-‘;'(3[1—-7@[1”)

]'11", cooxiyz=28y:— B8 (A, 4+ W)y U —U"")
bk Y xiyia=2hr a0 — A —y (O )

ki
Pk {
!

Punkt { QR Xiyrz=2py:—83 U —W"):y U + L")

Far die Gerade Ia — { QR { 4" Q@ erhalten wir nun
Q' r' qr
mittelst der Koordinaten dieser Punkte die Gleichung

X

Py 7Y ,6’z

2
1, —A+A7), A —A
1, QII +%[III, _(2[!_%1!!’)

d. h.: -;—Ax+rBy+p’Cz=O, wo

=0,

A:(QI‘{__QIII) (Q{f _%[/ff)_(%{__g[lf)(%[l _|_%II‘II):2(QII wlf = %IQIIII).
B=%+4%A—A" A" C=A4+A + A’ 4 A", woraus, da
wir, A, B, C mit demselben Faktur b ¢ multiplizieren diirfen,

2 2
A— FLE (1;“ — %) B—8A« C=8Ah.,
Somit

Gerade Ia ... — (hs — «7)fx

. +yey-+h gz=0.

Aber h? — «®=beccos A, y « =b gcos B, h, = bsin C, und
wir erhalten so die erste der Gleichungen:
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Gerade Ia... — xcosA {-ycos B4+ zsinC=0
Gerade IIa . . —xcos A+ ysinB-}-zcosC=0
Gerade ITla .. xcosA—ycosB }-zsinC =0 98.
Gerade IVa .. xcosA-|-ysinB —zcosC=0.

Der Schnittpunkt der Geraden Iaund Ila ist

x~cos (B4 C)= —cos Ay~ —cos A (sin C — cos C),
z~ —cosA(sinB —cosB), d h.x:y:z=
1:sin C — cos C: sin B— cos B.

Und als Schnittpunkt der Geraden IIla und IVa finden wir
x:y:z=—1:sn C -} cosC: sin B4 cos B.

Aus den Gleichungen 98 verifizieren wir also, dass
Ia und IIa sich im Punkte i’ und dass IIla und IVa sich
im Punkte I’ schneiden.

Aus 98 geht ferner unmittelbar hervor:

Die Geraden Ia und IIla schneiden sich und die
Seite AB im Fusspunkte F des Hohenperpendikels
CF, und die Geraden Ila und IVa.schneiden sich und 99.
die Seite CA im Fusspunkte E des Hohenperpen-
dikels BE.

Dieses in Verbindung mit 68 und 36 ergibt die nachstehende
direkte Konstruktion der Geraden Ia, Ila, IIIa, IVa:

Seien 1’ und J’' die Endpunkte des zu BC senk-
rechten Durchmessers im Kreise um BC als Durch-
messer (i’ auf derselben Seite von BC aus wie die
Ecke A), so sind die Strahlen, die man durch den
Fusspunkt E des H6henperpendikels BE nach den 100.
Punkten i’ und J’ zieht, die Geraden IIa und IVa und
die Strahlen, die man durch den Fusspunkt F des
Hoéhenperpendikels CF nach den Punkten i’ und J'
zieht, sind die Geraden Ia und IIla.

" Aus dieser Konstruktion 100 verbunden mit den Gleichungen
98 folgt auch:
Die Punkte auf BC, fiir welche
1 1 1 1
yiz=—— X , oder y:z=— — ;
sin B cos C | sin B cos C




—~ 261 —

sind resp. die Schnittpunkte von BC mit den Geraden

EJ’ und EY'. 101.
Und die Punkte auf BC, fiar welche
1 1 1 1
j Gomees :——, oder y:z= P — —
cos B sinC cos B sin B

sindrespektive dieSchnittpunktevon BCmitdenGeraden
FJ' und Fi'.

Im Vierseit Ia, ITa, ITIa, IVa haben wir also als Paare von
Gegenpunkten einmal i’ und J’ und das andere mal E und F-
Bestimmen wir jetzt das dritte Paar von Gegenpunkten,

niamlich die Schnittpunkte Ia, IVa und Ila, IIla.
Fiir den Punkt Ia, IVa erhalten wir aus den Gleichungen 98

x~cos(B—C), yeo(cos C — sinC)cos A, 102
z cv (cos B 4 sin B) cos A. '

Und fir den Punkt Illa, Ila
xcvcos (B—C), y~(cosC-}-sinC)cos A,
z ~ (cos B—sin B) cos A.
Als Gleichung der dritten Diagonale unseres Vier-
seits ergibt sich hieraus

108.

x cos A
cosB—C) 4 st
1, cos C —sinC, cos B4 sinB
1, cos C +sinC, cos B—sinB
X cos A
oder A B 6=0 wo
cos (B— () LRA ’

A=—2sin(B4 C)= —2sinA,B=2sinB,€=2sin C.
Die Gleichung der dritten Diagonale ist also

—XCOSAsmA—I—ysinB—I—zsinCzO. 104.

cos (B— Q)

Diese Diagonale schneidet somit die Seite BC in demselben
Punkte, wo die Gerade ax+ by | ¢z=0, d.h. die unendlich-
ferne Gerade. Die dritte Diagonale des Vierseits IaIla
IITa IVa ist somit der Seite BC des Stammdreiecks
parallel. ‘
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Berechnen wir die Distanz dieser Diagonalen von  der
Seite BC. Diese Distanz ist gleich dem wahren Werte der
x-Koordinate in den Ausdriicken 102 und 103. In 102 sei x =
—=Acos (B — C), y=2(cosC —sin C)cos A, z=14 (cos B |

4 sinB)cos A. Aber ax-}by+cz=2/\, und somit g%:

==a.¢08 (B — C) +b(cos C—sinC)cos A 4-c(cosB | sin B)cos A=

=—=acos(B—C)+acosA=2asinBsinC. Somiti—— A — =
asin Bsinb
= R, wo R der Umkreisradius des Dreiecks A BC.

Ila
I1a

Fir die Distanz der Diagonalen IIVa } und von der

a
Seite B C erhalten wir somit x = R cos (B — C).

Wenn aber O der Mittelpunkt des Umkreises von A BC
und H der Hohenpunkt, so ist <t OAH=C — B. Zieht man
also durch O eine Parallele zu B C, welche Parallele das Hohen-
perpendikel AD i s trifft, so ist s A=R cos (C — B). Macht
man also auf AD die Strecke Da=sA oder Ae=0%, so ist
a der Schnittpunkt der in Rede stehenden Diagonalen mit A D.
Aber AH=2.0% und wir finden schliesslich:

Die zu BC parallele Gerade Ia} : { ILa schneldet
IVa IIIa

das Hohenperpendikel AD in der Mitte « des Eckab
schnittes A H.

Es ist « der Mittelpunkt des Umkreises von Dreieck AEF,
und wir behaupten nun, dass die Punkte

(Ia, IVa) = Va und (IIa, Illa) = Wa 105.

die Endpunkte des zu BC parallelen Durchmessers dieses Um-
kreises seien. In der Tat, wenn wir wieder den Kreis um BC
als Durchmesser betrachten, so ist

JEVaF = BogenFBIz——BogenEl- _
_(WBI'—VF)— E1IF-1"F) BIC—EYF
2 2
XEVaF=EAF. Der Punkt Va liegt somit auf dem Umkreis
des Dreiecks AE F und analog der Punkt Wa, und da wir ander-

d. h.
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seits wissen, dass die Gerade Va Wa durch den Mittelpunkt «
des letztern Kreises geht, und zu B C parallel ist, so ist unsere
Behauptung erwiesen.

In dem von den Geraden Ia, Ila, ITla, IVa gebil-
deten Vierseit sind also zwei Gegenecken im Kreise
um BC als Durchmesser die Endpunkte i’ und I' des
zu BCsenkrechten Durchmessers, zwei andere Gegen-
ecken sind die Fusspunkte E und F der Hohenper- 106.
pendikel BE und CF des Stammdreiecks ABC, und
das dritte Paar Gegenecken sind im Kreise um AH
als Durchmesser die Endpunkte Va und Wa des zu
AH senkrechten Durchmessers.

Eine Verifikation dieses Satzes erhalten wir wie folgt: Es
ist EF die gemeinsame Sehne der Kreise um BC und um A H
als Durchmesser, daher steht die Gerade A« senkrecht zu
EF und geht durch die Mitte von EF. Die Mitten der drei
Diagonalen I'i’, EF, Va Wa des obigen Vierseits liegen somit
in einer Geraden, w.s. s.

§ 15.

Betrachten wir neben dem obigen Vierseite noch die ana-
logen, die sich respektive auf C A und A B beziehen, so schneiden
sich also drei sich entsprechende Diagonalen der drei Vierseite
im Umkreiszentrum O des Stammdreiecks, drei andere sich ent-
sprechende Diagonalen bilden das Dreieck "der Hohenfusspunkte
des Stammdreiecks, und die drei iibrigen sich entsprechenden
Diagonalen bilden ein zum Stammdreieck paralleles und kon-
gruentes Dreieck, das mit jenem Umkreiszentrum und Hohen-
punkt gegenseitig vertauscht und gemeinsamen Neunpunktkreis
hat; der Mittelpunkt dieses Neunpunktkreises ist das Ahnlichkeits-
zentrum der beiden Dreiecke.

Die Gleichungen fiir die Seiten der zu Ia, Ila, IIIa, IVa zwei
analogen Vierseite erhalten wir aus 98 mittelst des Buchstaben-
rades:

Gerade Ib .. xsin A—ycosB4zcosC=0
Gerade IIb .. xcos A —ycosB+zsinC=20 98’
Gerade IIIb .. xsin A - ycos B—z cos C=0 |
Gerade IVb .. — xcos A|+ycosB-+}zsinC=0, und



	

