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Fir die Rotationsfliche k =0 reduziert sich der Schnittkreis,
also auch die entsprechende Kugelfliche, auf den Punkt F (s, 0, 0).
Wenn k von O bis 1 wiichst, so riicken die beiden Kreisscheitel
ins Unendliche, S, in negativer, S, in positiver Richtung. Alle
Rotationsflichen o <C k <{ 1 werden somit von der entsprechenden
Kugelfliche vollstindig eingeschlossen. Wenn k den Wert 1 iiber-
schreitet, so dndert sich die Bewegungsrichtung der beiden Kreis-
scheitel, sie ricken wieder ins Endliche, und fir k =\/3 fallen

sie im Punkte P ( 3 0, 0) zusammen. Auch fir das Hyper-

boloid k =/3 reduziert sich der Kreis, folglich auch die ent-
sprechende Kugelfliche, auf einen Punkt der (x)-Achse.

§ 12.
Diskussion der Hauptschnittfliche 3. Grades.

Bei der Besprechung der Hauptschmtte des Rotations-
ﬂ:‘ichensystems parallel zur (yz)-Ebene wurde gezeigt, dass sie
in ibrer Aufeinanderfolge eine Fliche 3. Grades erzeugen, deren
Gleichung nach § 6 lautet:

xz—s(x —yz)—l—szx:O (11)
Im Folgenden soll nun diese Hauptschnittfliche diskutiert werden.

Um zunichst ihren Asymptoten- oder Richtungskegel zu
bestimmen, machen wir Glelchung (11) mlt w homogen; sie geht
dann iiber in x 2" — sx’w 4 s v’ w 4+ s w*=0. Da die unendlich
ferne Ebene die Gleichung w = 0 hat, so findet man den Schnitt
der Hauptschnittfliche mit ihr, indem man in der homogenen
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Flachengleichung w =0 setzt ; so erhilt man einen Kegel 3. Grades
von der Gleichung x z* =0, welcher in die (y z)- und die doppelt
gelegte (x y)-Ebene zerfallt, und der die unendlich ferne Ebene
in derselben Kurve schneidet, wie die Hauptschnittfliche, namlich
in der unendlich fernen Geraden der (yz)-Ebene und in der
doppelt gelegten unendlich fernen Geraden der (x y)-Ebene.

Ferner untersuchen wir die Schnittkurven der Hauptschnitt-
fliche mit den Coordinatenebenen (xy) und (xz). Setzen wir in
Gleichung (11) z=0, so geht sie tber in

X2-—y2-——SX=0 (a)
Diese Gleichung (a) stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, als
Schnitt der Fliche 3. Ordnung mit der (x y)-Ebene; zum voll-
stindigen Schnitt gehort noch die unendlich ferne Gerade der
(x y)-Ebene. Die obige Hyperbelgleichung ist identisch mit Gleich-
ung (a) in § 5; die (x)-Achse ist die eine Achse der Hyperbel;

ihr Mittelpunkt hat die Coordinaten x =% und y =o0; die Halb-

achse 1st % (Fig. 8).

Um die Schnittkurve der Hauptschnittfliche mit der (x z)-
Ebene zu finden, setzen wir in Gleichung (11) y=0 und finden
dann:

by | 1) x=0, die (z)-Achse, und
(b) 2
2) z"=s(x—s)

Die letzte Gleichung stellt eine rechts von der (z)-Achse liegende
Parabel dar und ist identisch mit Gleichung (b) in § 4. (Siehe
auch Figur 6). Diese Parabel ist die Kurve, in welcher der den
Rotationsflichen k <1, (also den Ellipsoiden), entsprechende Teil
der Fliche 3. Ordnung die (x z)-Ebene schneidet. Ihre Achse ist
~ die (x)-Achse; der Scheitel liegt im Punkte F und der Halb-
parameter =%. Fir den Teil der Hauptschnittfliche 3. Grades,
welcher den Hauptschnitten der Rotationshyperboloide (k > 1)
entspricht, erhalten wir als Schnittkurve in der (x z)-Ebene die
(z)-Achse, auf welche sich das Rotationshyperboloid fir k = oo
reduziert. Die (z)Achse liegt also ihver ganzen Ausdehnung nach

auf der Flache 3. Grades.
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Da in der Flichengleichung (11) das konstante Glied fehlt,
so geht die Flache durch den Nullpunkt und die Gleichung der
Tangentialebene in 1hm wird gegeben durch die gleich Null
gesetzten Glieder ersten Grades; sie lautet: x =0. Die (yz)-
Ebene ist also Tangentialebene im Nullpunkt O,
sie berihrt die Flache lings der ganzen (z)-Achse.

Auch der Punkt F liegt auf der Hauptschnittfliche, denn
seine Coordinaten x == + s und y ==z ==0 geniigen der Gleichung
(11). Die Tangentialebene im Punkte F' bestimmt man nach der
Gleichung:

x=—x)f+@F—v)hk F(z—2)f=0

wo X, y,# die Coordinaten des Punktes F sind, also x, == -|-s
und y, =z =0, und wo
df 5
£, = Eraan
of
f,=~—=0
2= 5y,
of :
f3 == ‘g"z— =0 1st.

t
Als Gleichung der Tangentialebene der Hauptschnittfliiche

im Punkte F findet man so die Gleichung

—(x—s)s’=0 oder x=s.
Sie stellt eine Ebene parallel zur (y z)-Ebene im Abstand x = -} s
dar. Der Punkt F ist Scheitel des rechts der (y z)-Ebene liegenden
paraboloidischen Teils der Hauptschnittfliche.

Im weitern untersuchen wir die Schnitte der Hauptschnitt-
fliche 3. Ordnung mit Ebenen parallel zu den zwei Koordinaten-
ebenen (xy) und (xz). Setzt man in der Flichengleichung (11)
7= c¢ = konstant, so erhilt man die Schnittkurven parallel zur
(x y)-Ebene, niamlich

(c) sy —sx 4 (4s)x=0
Dicse Gleichung stellt einen Kegelschnitt dar, dessen Asymptoten
y = 1 x sind, also eine gleichseitige Hyperbel Ihre Normal-
formgleichung findet man durch die Substitution y =y’ und
&+ &

x==x" 4 P in Gleichung (c); dann erhalt man nimlich:

/2 2\ 2
2 g2 ¢ s
@ i yi=(TE)
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Die Hyperbelachse liegt in der (x z)-Ebene parallel zur (x)-Achse,
im Abstand ¢ von derselben. Féllt die Schnittebene mit der
(x y)-Ebene zusammen, so ist ¢ ==0 und die Gleichung (¢) wird
identisch mit der Gleichung (a), d. h. sie stellt den Schnitt der
Hauptschnittfliche mit der (x y)-Ebene dar. Fiir bestimmte positive
oder negative Werte von ¢ betriigt der Abstand des Hyperbel-
R: + &2
2s

mittelpunktes von der (z)-Achse x = : er 1st also stets

positiv und kann alle Werte von % bis 4 co annehmen. Da die
¢? 4 ¢ :
Achsen der Hyperbel a=b=— 53 sind, so liegt der eine

Scheitel stets auf der (z)-Achse, der andere im Abstand x' =

2, 2
¢ "S— ® von der (z)-Achse auf der (x')-Achse. Zu jedem Schnitt

parallel zur (x y)-Ebene gehort ferner die unendlich ferne Gerade
der betreffenden Schnittebene.
Setzt man in der Gleichung der Hauptschnittfliche z = 2/,
x =X und y =c = konstant, so bekommt man die Kurven-
gleichung fir die Schmtte parallel zur (x z)-Ebene, nédmlich
(e) X'z —sx?+x +s =0
Diese Gleichung 3. Grades in x’ und z’ stellt eine Kurve dar,
die symmetrisch zur (x')-Achse liegt, weil die Variable z’ nur in
der 2. Potenz darin enthalten ist. Fiir ¢ =0 geht die Gleichung
(¢) in die zwei Gleichungen (b) tiber, welche die Schnittkurve
der Hauptschnittfliche mit der (x z)-Ebene darstellen. Fir jeden
andern beliebigen positiven oder negativen Wert von c¢ stellt
die Gleichung (e) eine Kurve 3. Grades dar, deren Asymptoten-
richtungen man erhédlt, wenn die Glieder héchsten Grades
gleich Null gesetzt werden, also x’ z’> =0 oder
x’=0 und z'=0 doppelt.

Die drei Asymptotenrichtungen sind reell; die eine wird gegeben
durch die Richtung der (z')-Achse, die beiden andern zusammen-
fallenden durch die Richtung der (x')-Achse. Die unendlich ferne
Gerade der (x’ z')-Ebene schneidet also die Kurve in einem ein-
fachen und zwei zusammenfallenden Punkten. Um den letztern
Schnittpunkt der Kurve mit der unendlich fernen Geraden zu

Bern. Mitteil. 1911, Nr. 1790.
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untersuchen, projizieren wir ihn durch die Transformationsformeln
17

X = < und z’ = % i den Nullpunkt. Setzt man diese Werte
in der Kurvengleichung (e) ein, so wird sie:

' # % g gt I | g e
Diese Gleichung stellt eine Kurve 3. Ordnung dar, die durch den
neuen, dem unendlich fernen Punkt der (x’)-Achse entsprechenden,
Nullpunkt geht. Die Tangente in ihm hat die Gleichung x"" =
%:O, also x" = oo. Der unendlich ferne Punkt der (x’)-Achse
1st daher ein einfacher Kurvenpunkt, in welchem die unendlich
ferne Gerade der (x'z')-Ebene die Kurve beriihrt.

Um den unendlich fernen Punkt der (z')-Achse zu unter

suchen, projiziert man 1hn durch die Transformationsformeln
rr .
z’:il,f, und x’:% n den Nullpunkt. Die Kurvengleichung
geht dann tber in
x' SX”z 7! _}_ 82 x'’ ZH2 + S 62 ZII3 -

Die transformierte Gleichung beginnt mit Gliedern 1. Grades,
der unendlich ferne Punkt der (z’)-Achse ist daher ein einfacher
Kurvenpunkt. Die Tangente in ihm hat die Gleichung x"" = 0
oder zuricktransformiert x" = 0. Die (z')-Achse ist also Asymp-
tote der Kurve. Setzt man in der transformierten Gleichung
x"" =0, so findet man die Schnittpunkte der (z')-Achse mit der
Kurve, nimlich z/"* == 0, also 2’/ == 0 dreifach, oder zuriicktrans-
formiert z’ = oo dreifach; d. h. die (z")-Achse schneidet die Kurve
im unendlich fernen Punkt in drei zusammenfallenden Punkten,
sie 1st daher Wendeasymptote der Kurve.

Um die Schnittpunkte der Kurve 3. Grades mit der (x")-Achse
zu beftimmen, schreiben wir ihre Gleichung (e) in der Form

z’:\/x—s, (x? —sx' — &)

Fir die zu bestimmenden Schnittpunkte ist z’ = 0 also

\/i, (x?—sx’' —¢)=0 oder

X

S 9 9 . F . .
)?(x’ —sx' —¢)=0. Diese Gleichung hat die drei Wurzeln



— 168 —

’

xl_—:.oo

» S+\/—S,—2+402
X', = 5

, :s—-\/s2—|—4cT
X', = 5

Dies sind die Abscissen, in welchen die Kurve die (x')-Achse
schneidet; x’, ist immer positiv, x’, dagegen stets negativ. Die
Ordinaten mit den Abscissen x’,, x’, und x’, sind Tangenten an

die Kurve.
Die Kurve 3. Grades besteht aus zwei unendlichen Aesten;

der paare parabolische Zug hat seinen Scheitel in

s+Vs? 14 ¢
2

X’:

und erstreckt sich in der Richtung der positiven (x)-Achse bis
ins Unendliche; die unendlich ferne Gerade der (x’z’)-Ebene
ist Tangente an diesen Zug. Der unpaare Zug schneidet die

(z')-Achse in

X ===

r #—S+\/Sz+4c2
5

Die Gerade

' — 0 + \/Sg _l— 4 02
X = g
ist Tangente 1m Schmttpunkte mit der (x')-Achse, und die (z)-
Achse ist Wendeasymptote der Kurve; diese besitzt ferner zwel
Wendepunkte im Endlichen, die symmetrisch zur (x’)-Achse liegen.

Ihre Abscissen werden gefunden, indem man aus der Kurven-
2 7

d x"?
die Wurzeln dieser Gleichung aufsucht.

Aus Gleichung (e) folgt:

bestimmt, diesen Wert gleich Null setzt und

gleichung (e)
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, 3 e T O 2
—2s¢e" x’ (sx’—sc x’ ——s)——2—<scx’ +s)

d?z 1
29 = y
dx (sx’—sczx' —52)2
2
Dieser Ausdruck fiir PR kann nur gleich Null sein, wenn der
X

Zihler dieses Bruches verschwindet, also wenn
4 % _ 42 2 4 .
xX*+6c x" —4sc’x’ —3¢ =0 ist.

Die Kurve, in der die Hauptschnittfliche durch Ebenen
parallel zur (xz)-Ebene geschnitten wird.

J |
1
1
i)

/; ’
Fo
f’f

Fig. 11.

Wird diese Gleichung aufgelost, z. B. nach der Methode von
Ferrari, so findet man, dass sie zwei konjugiert komplexe und
zwel reelle Wurzeln besitzt. Von den letzteren hat die eine einen
positiven Wert; die andere dagegen, welche den beiden im End-
‘lichen liegenden Wendepunkten der Kurve dritten Grades ent-
spricht, ist negativ, nimlich



3
wo q=2¢ 4 \/64 ¢’ + 16 s c* bedeutet.

Durch diesen Wert von x’ ist die Abscisse der beiden zur
(x')-Achse symmetrisch liegenden Wendepunkte des unpaaren
Zuges der Kurve 3. Grades bestimmt,

Gehen wir nun uber zur Untersuchung der Flichenpunkte
der Hauptschnittfliche 3. Grades! Ihre Gleichung kann, wenn

sie nach z aufgelost wird, auch in folgender Form geschrieben

werden:
2

'
z:F(xy):(sx——s%——sz)2 )
Lasst sich die Gleichung einer Fliche in diese Form bringen,
so gilt als Kritertum der Flachenpunkte allgemein der Ausdruck

F, F,— Fl.f. Setzt man hierin die Koordinaten des zu unter-
suchenden Flachenpunktes ein, so ist er entweder elliptisch,

parabolisch oder hyperbolisch, je nachdem F,, F,, —F} % 0 ist.
Wir berechnen daher zunichst F,, F,, und F,. Nach Gleichung
(f) folgt:

2

s-{-sy—2
1 X
Fl:ﬂé.' 2 S\'/2
(sx—-sz——s‘)
X -
2 g 2 2 2 2 1y
AP T R Y. S A
lz(bx Sx s) sx3+2(1+x.3)(sx S5 s)
F11:_§' - 2
sx—sy——s2
: X
2 2 2\ 2
y s 1 y
Oder Fn—_———s XT; I'P(l +—_2)
Y
X




S szy2
. . s 52 y2 Yy
Aus F, bestimmen wir F, =~ 4+ ~ (1 |- ) —5
x“z 2 X/ xz
9 S‘2 yZ q3 y? y2 S4 yg y?‘ 9 -
F =x4z2 +X3z4 (1+;2> +Z FF (1+;§—2>
2 3 2 3.4 2 o\ 2
2y 48 1 Y sy ;8 ¥ y
B b (1 ) e )

Wir bilden nun die Differenz
0 S3 1 y2 2 - S3 y4 S3 y2 y?
FiyFp—Fp =" (1 +;) 'Ju‘x—ag—ﬂ(l + —z)

s
F11'F22_F122:4 q(x4_2X2y2+y4>

E : ,\2
F11‘F22_F122:4_5—Z4<X '_Y) (8)

Je nachdem die Koordinaten x, y, z irgend eines Flichenpunktes
P, (%, y,2), in diesen Ausdruck-eingesetzt, diesem einen positiven
oder negativen Wert geben, ist er entweder elliptisch oder hyper-
bolisch. Wird der Ausdruck gleich Null, oder, was gleichbedeutend
1st, unendlich gross, so ist der Punkt parabolisch.

Das Vorzeichen des obigen Ausdrucks (g) wird nun einzig be-
stimmt durch das Vorzeichen von x; fiir jedes positive x ist auch
F,-F,— Flgg — positiv. Da nun alle Punkte des rechts von der
(v z)-Ebene liegenden Teils der Hauptschnittfliche eine positive
Koordinate x haben, so sind alle diese Punkte elliptische Flichen-
punkte, und die beiden Inflexionstangenten in jedem derselben
sind imaginir. Wir wollen speziell die Gleichung der Inflexions-
tangenten in dem auf der positiven (x)-Achse liegenden Flichen-
punkte F bestimmen. Zu diesem Zwecke eliminieren wir aus der
Tangentialebenengleichung x = s dieses Punktes und aus der
Flachengleichung (11) die Variable x und finden so die beiden
Gleichungen z = +1y. Dies sind die Strahlen absoluter Richtung
einer Ellipse mit gleichen Halbachsen, also eines Kreises, der
Flichenpunkt I ist daher speziell ein Kreispunkt, Nabelpunkt
oder Umbilikus der Hauptschnittfliche.
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Wir wissen ferner, dass simtliche Punkte der (z)-Achse des
Koordinatensystems zugleich Flichenpunkte sind. Da sie alle die
Koordinate x = 0 haben, so geht fiir sie die Gleichung (g) tiber in
F F, —F,=oc, d h alle Punkte der (z)-Achse sind para-
bolische Punkte der Hauptschnittfliche 3. Grades. Da nun in
Jedem parabolischen Flichenpunkt die beiden Inflexionstangenten
zusammen fallen. und da ferner jeder Punkt der (z)-Achse, als
Punkt der Hauptschnittfliiche betrachtet, dieselbe Tangentialebene
besitzt, nimlich die (y z)-Ebene des Koordinatensystems, so fallen
alle Tangenten in diesen Flichenpunkten in eine einzige zusammen.
Ihre Gleichung ergibt sich aus der Fliachengleichung (11), wenn
man 1in thr x = 0 setzt, nimlich y = 0 doppelt. Alle Inflexions-
tangenten in den auf der (z)-Achse liegenden Flichenpunkten
fallen also zusammen in die (z)-Achse des Koordinatensystems.

Fiir alle Flichenpunkte, die links von der Koordinaten-
chene (yz) liegen, hat die Koordinate x einen negativen Wert,
daher auch der Ausdruck (g). Folglich sind alle Punkte des
links von der (y z)-Ebene liegenden Teils der Hauptschnittfliche
hyperbolische Punkte, und in jedem derselben sind zwei reelle
Inflexionstangenten maglich.

Sowohl fir x = - oo als auch fir x=— o0 wird F | F,,
— Fuj = 0. Im Unendlichen sind daher alle Flichenpunkte para-
bolisch.  Wenn man im Unendlichen von dem rechts von der (y z)-
Ebene liegenden Teil der Fliche auf den hinks von dieser Kbene
liegenden Teil tbergeht, so geht der elliptische Charakter der
Flichenpunkte iiber in den parabolischen und dann in den
hyperbolischen.

Gestiitzt auf die Untersuchungen dieses Paragraphs konnen
wir uns iiber die Gestalt der durch Gleichung (11) dargestellten
Hauptschnittfliche folgendes Bild machen: sie besteht aus zwei
Teilen, einem hyperholoidischen links und einem paraboloidischen
rechts der (v z)-Ebene. Die (z)-Achse liegt ganz auf dem hyper-
boloidischen Teil, und dieser erstreckt sich von ihr aus in der
negativen (x)-Richtung bis ins Unendliche und schneidet die un-
endlich ferne Ebene in der Richtung der (yz)-Ebene in einer
einfachen und in der Richtung der (x y)-Ebene in einer doppelt
gelegten Geraden. Der paraboloidische Teil der Fliche erstreckt
sich vom Scheitel F aus, welcher ein Kreispunkt ist, in positiver
(x)-Richtung bis nach - oo und schneidet die unendlich ferne
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Ebene ebenfalls in jener doppelt gelegten Geraden der (x y)-Ebene. -
Man kann sich vorstellen, dass die beiden Flichenstiicke im
Unendlichen sich in der unendlich fernen Doppelgeraden der
(x y)-Ebene aneinander schliessen und so eine zusammenhingende
Fliche bilden, die drei Gerade enthilt, nimlich die (z)-Achse, die
unendlich ferne Gerade der (y z)-Ebene und die unendlich ferne
Gerade der (x y)-Ebene als Doppelgerade.

§ 13.
Ueber Polarflaichen der Hauptschnittfliche 3. Grades.

Die Hauptschnittfliche 3. Grades hat die Gleichung
X2 —sx’+ sy +8x=0 (11)
oder homogen gemacht:
f(xyzw)=x72 —sxXwsywtsxw=0
Nun hat die erste Polarfliche in Bezug auf einen festen Pol
P’ (x’,y’,z") die Gleichung:
' 0 of , of

of of
ot Bl ' p 5L or
Af*xax_l—yﬁy_}-z 6z+w GW_O

Nach der homogenen Flichengleichung ergeben sich fir die
partiellen Differentialquotienten folgende Werte:
of

o 2_ 2
—a——};-—z 2SX+S

%=—sx2—|—sy2~|—252x

Daher wird die Gleichung der quadratischen Polarfliche der
Hauptschnittfliche 3. Grades, bezogen auf einen festen Pol
P (x,¥,7):

s(xX’—y)—x'-2"—27 -xz2—2s(s—x')x—2sy . y—s'x'=0 (19)
Wir nehmen nun an, der Pol P’ (x/, y/, z’) sei nicht fest, sondern
er nehme successive andere Lagen an; er durchlaufe z. B. die
ganze (x)-Achse des Koordinatensystems. In diesem Falle haben
wir in der Gleichung der quadratischen Polarfliche (19) fiir
y' =2’ =0 zu setzen, und fir x’ substituieren wir einen ver-
anderlichen Parameter n, der alle Werte von — oo bis 4 oo an-

nehmen soll. Dann geht die Gleichung (19) iiber in
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