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Da a =D ist, so werden die Koordinaten der Kreispunkte:
k
X' =+0 und z' =+ > =
V1—k

Je zwel der Krelspunkte der durch Gleichung (2) dargestellten
Rotationsellipsoide und -Hyperboloide fallen demnach in einen
einzigen zusammen, so dass im ganzen nur zwel iibrig bleiben;
sie liegen symmetrisch zur (x y)-Ebene und haben im alten System

die Koordinaten:
S S k

X=30=1—__—k2 und Z:iv—~~-—-—--—1-__k2
Fir jedes Rotationsellipsoid fallen die Kreispunkte zusammen
mit den Endpunkten der Rotationsachse 2¢ und bei variablem
Parameter k bewegen sie sich nach der in § 4 aufgestellten
Parabelgleichung (b.). Fur die Rotationshyperboloide wird die
Ordinate der Kreispunkte
+ sk n sk . sk
“VI—K iy -1 T
d. h. es gibt auf den Rotationshyperboloiden keine Kreispunkte.
Das System paralleler Schnittebenen, welches in der Fliache
Kreise ausschneidet, 1st parallel der (x y)-Ebene und setzt sich
nach beiden Richtungen bis ins Unendliche fort.

z= == Imaginar,

§ 10,
Polarebenen in Bezug auf das Rotationsflichensystem (1).

Soll die Polarebene eines beliebigen festen Punktes P (x, y,z))
in Bezug auf eine Fliche 2. Grades bestimmt werden, so wird deren
Gleichung zunichst mit w homogen gemacht Glelchung (1) geht
alsoiber in (1 —K) x4+ (1 —K)y 47 —2sxw4s"w' =0,
wo w die Bedeutung 1 hat. Die Gleichung der Polarebene wird
dann nach der Formel bestimmt:
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Es ist nun % =2(1—K) X, = & 8%,
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Also wird die Gleichung der Polarebene des Punktes P, (x, y, %),
wenn w,==w = 1 gesetzt wird:
(A —K)x, —s] x+ A —K)y,y+zz—s (x,—85)=0 oder
(I-kz)[x0x+y0y]—sx+z0z——s(xo—s)z() (15)
Als Pol wihler wir vorerst einen beliebigen Punkt P, (x,, 0,0)
der (x)-Achse. Wir haben also in der Gleichung (15) fiir y,=12z,=0
zu setzen, und sie geht dann tber in

(X —9)

il —E)x,—s

Wir sehen hieraus, dass allgemein die Polarebene eines Punktes
der (x)-Achse in Bezug auf jede beliebige Fliche des Systems zu
der (y z)-Ebene des Koordinatensystems parallel 1st. Wahlt man
speziell den festen Punkt F (s,0,0) als Pol und erinnert sich
daran, dass nach § 4 die (z)-Achse die Leitlinie, d. h. die Polare
i Bezug auf den einen Brennpunkt F aller Schnittkegelschnitte
in der (x z)-Ebene darstellt, so folgt, dass alle Polarebenen des
Punktes F mit der (y z)-Ebene zusammenfallen; denn sie miissen
die (z)-Achse enthalten und zugleich zur (x)-Achse senkrecht
stehen. Setzt man in der Polarebenengleichung (15) fir x;=s,
y,=12,=0, so geht sie wirklich fir jedes beliebige k iiber in
x =0, die Gleichung der (y z)-Ebene.

Fir den Pol P (0,0, 0), also den Ursprung des Koordinaten-
systems, wird die Polarebenengleichung x =s. Auch die Polar-
ebene des Nullpunktes ist also fir alle Flachen der Schar dieselbe;
sie ist parallel zu der (y z)-Ebene und geht durch den Punkt F.

Wir wihlen nun einen beliebigen aber festen Punkt
P (x,¥,%,) und betrachten seine Polarebenen in Bezug auf alle
Rotationsflichen des ganzen Systems. Dann spielt in der Polar-
ebenengleichung (15) die Grosse (1 —k’) die Rolle eines ver-
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dnderlichen Parameters, der alle Werte von 1 bis — oo annehmen
kann, und die Gleichung (15) stellt daher bei verinderlichem k ein
Ebenenbiischel dar. Die Gleichungen seiner Grundebenen sind:
E=x-x1+Yy,-y=0 und
E,=s-x—z,-2+5s(x,—s)=0
Die Grundebene K, steht senkrecht auf der (x y)-Ebene

und geht durch die (z)-Achse. Ihre Spurgerade in der (xy)-

x
Ebene hat die Gleichung y = — TO x; sie ist die Polarebene des
L .

Punktes P in Bezug auf die Fliche k = oo des Systems, welche
die (z)-Achse ist. Die Grundebene E, des Biischels steht senk-
recht auf der (x z)-Ebene; 1hre Spurgerade hat die Gleichung

= — x+ (x —s); sie ist die Polarebene des Punktes P in
Z

Bezug auf d1e Fliche k =1 des Systems, welches ein paraboli-
scher Cylinder ist.
Die Achsenabschnitte der Grundebene E, sind x =s —x,

und z = ZS- (x, — s). Die Scheitelkante des Biischels, durch welche
0

alle Polarebenen des Punktes P (x,y,z) in Bezug auf alle
Rotationsflichen des Systems hindurch gehen, hat die Doppel-
gleichung:
z,
x=—&)y——z——x + s

Diese Gerade geht durch d1e (z)-Achse und zwar im Abstand
= zi (%X, —s). Ihr Durchstosspunkt mit der (x y)-Ebene hat die
0

X,
Koordinaten x=s—x, und y = §9 (X —8)
0

Haben wir zwei verschiedene Pole P, (x,y, z) und P, (x,y,2,),
so werden die Polarebenengleichungen des Rotationsflichen-
systems in Bezug auf P, und P, nach Gleichung (15):

1—%)[x,x +y,y] —sx+tzz—s(x,—s)=0 und (a)
(1-%)[x,x+y,y] —sx+zz—s(x,—s)=0 (b)
Betrachtet man wieder die Grosse (1 — k°) als variablen Para-

meter, so lassen sich die beiden letzten Gleichungen abgekiirzt
in der Form schreiben
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(1—k)E, | E,=0 und (c)
(1—X%X)E,+ E,=0 (d)

Dabei stellen E, und E, die Grundebenengleichungen des Ebenen-
biischels fiir den Pol P,, E; und E, diejenigen fiir den Pol I,
dar, welche die oben angegebene Bedeutung als Polarebenen
der Grenzflichen k = oo und k =1 haben. Weil der Parameter
(1—k* in den Gleichungen (¢) und (d) der beiden Ebenen-
biischel dieselben Werte durchliuft, so stellen diese Gleichungen
zwel projektivische Ebenenbiischel dar. Jedem Parameter-
wert entspricht in jedem Biischel eine bestimmte Ebene; zwei
solche Ebenen heissen entsprechende Ebenen. Je zwei ent-
sprechende Ebenen schneiden sich in einer Geraden, und die
Gesamtheit aller dieser Schnittgeraden bildet in ihrer Aufein-
anderfolge eine Limienfliiche oder windschiefe Regelfliche. Man er-
hiit thre Gleichung, wenn man aus den beiden Bischelgleichungen
den veriinderlichen Parameter (1 — k°) eliminiert. Es folgt dann
als Eliminationsgleichung:

E,E,—E E,=0 oder
S(XI—X:,) x? _’”S(yl *Y‘g) X y—|~(X2Z1—Xl ZL’)XZ + (YQ =Y Zz)yz
+ (X, —x)xX+s[s(Yo—¥) + (XY, —X¥)] y=0 (16)
Da diese Linienfliche vom zweiten Grade ist, so stellt die
Gleichung (16) entweder ein einschaliges Hyperboloid oder ein
hyperbolisches Paraboloid dar. Um dies zu entscheiden, muss

die Determinante 6 der allgememen Flichengleichung 2. Grades
berechnet werden. Fiir die Gleichung (16) wird sie:

S 1
8 (R, x2) '3 ¥, — yz) ‘g (X2 z, — X, 22)

S 1
d= Q(Y1_"Y2)' 0 'Q(Y2Z1_Y1zz)

1 1
E(ngl‘_xlzz)'g()’-zzt_ Yi%) -0

oder ausgerechnet :

S
0= (Y2 Z—Yy, Z2) [_é (Y1_Y2) (Xz 2, — Xlz‘z) _

S
1 (X1 — X)) (¥ %, — Y, Zz)]
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Wenn der Determinantenwert & von Null verschieden ist, so
stellt die Gleichung (16) eine centrische Flache 2. Grades dar,
also ein emschaliges Hyperboloid. Verschwindet dagegen der
Wert von 4§, so riickt der Mittelpunkt der Fliche ins Unendliche;
sie stellt dann im allgemeinen ein Paraboloid dar, kann aber in
speziellen Fillen auch in zwei Ebenen zerfallen. Fir das Ver-
schwinden der Determinante § gibt es folgende mogliche Fille:

z
a) y,%, —Y,%,=0 oder i - Dies ist der Fall, wenn

Yo %

die Verbindungsgerade der beiden Pole P, und P, die (x)-Achse
schneidet. Die Flichengleichung (13) geht dann iber 1in:

§(X — X)X +s(y, —y,)xy+ (%2 —x,2)x2+
s> (xz—xl)x -+ s [s (yz—yl)-]—(x2y1 — X, yz)]y-:O
Dies ist die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloides.
b) y,=1y, und x,=x,. Wenn diese Bedingungen gleichzeitig
erfiillt sind, so liegen die beiden Pole P, und P, auf einer Parallelen

zur (z)-Achse. Setzt man in der Gleichung (16) y, =y, und
X, =X,, so zerfillt sie in die beiden Ebenengleichungen:

z=0 und x -x+4y,-y=0
Die eine Ebene wird gebildet von der (x y)-Ebene des Koordinaten-
systems und die andere steht auf ihr senkrecht; sie geht durch

die (z)-Achse und erzeugt eine Spurgerade von der Gleichung

X1
S e X
¥ v,

c) x L= X, und z ==z, Die Pole P, und P, missen in dem
Fall auf einer Palallelen zar (y)- Achse hegen Die Fliachen-
gleichung (16) zerfillt dann in:

y:O und SX—}-ZL.Z‘{_S?_%SXl:O
Dies sind die Gleichungen zweier Ebenen; die erste fallt zu-

sammen mit der (xz)-Ebene des Koordinatensystems, die zweite
steht dazu senkrecht und erzeugt die Achsenabschnitte:

s(s—l—ﬁ)

Z

X==—(s+x) und z=-—

Die beiden projektivischen Polarebenenbiischel zweier Pole
P, und P, in Bezug auf das Rotationsflichensystem erzeugen
Bern. Mitteil. 1911. Nr. 1789.
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also ein hyperbolisches Paraboloid, wenn die Verbindungsgerade
P, P, die (x)-Achse schneidet, zwei Ebenen, wenn sie entweder
zur (z)- oder zur (y)-Achse parallel ist, in allen andern Fillen
dagegen ein einschaliges Hyperboloid.

§ 11.

Ort der Schnittpunkte von drei sich rechtwinklig
schneidenden Tangentialebenen fiir die verschiedenen Fldchen
des Rotationsflichensystems.

Die Achsengleichung einer beliebigen centrischen Fliche
5 .3 &
2. Grades hat allgemein die Form };—24—%—'{—5—2:: 1. Nun ist der

Ort aller Punkte 1im Raum, von denen aus drei zueinander senk-
recht stehende Tangentialebenen an eine solche Fliche gelegt
werden konnen, eine mit der Fliche concentrische Kugel vom

Radius R = \/a® + b® -+ ¢* Da die Halbachsen unserer Rotations-

fliche a=b = _8% 5 und c—u—wﬂ_, sind, so ist der Radius

1—k \V1—

der Kugel von obiger Beschaffenheit
2 ¢ k? sk’ sk 3
\/1--k2 T roeViE @

Wir kénnen aus diesem Wert fiir R bereits schliessen, dass nur
fur diejenigen Flichen des Rotationsflachensystems eine Kugel von
der oben erwithnten Eigenschaft besteht, fiir welche k <C\/8 ist,
also tiir alle Rotationsellipsoide und fir die Rotationshyperboloide
k <<V/3. Fiir jede dieser Flichen lisst sich die Gleichung einer
Kugel bestimmen, deren sdmtliche Flachenpunkte Schnittpunkte
von je drei senkrecht aufeinander stehenden Tangentialebenen
an die betreffende Fliache sind; diese Kugelgleichung lautet

Nyt SE (g g2 17

Hyi =y (8 —%7) (17)
Um diese Gleichung auf das alte Coordinatensystem zu beziehen,
haben wir in ihr x' =x — 1—i = y' =y und z’ = z zu setzen;

die Gleichung (17) geht dann iber in
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