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§ 8.

Die Rotationshyperboloide, erzeugt durch projektivische
Ebenenbiischel.

Die Gleichung der einschaligen Hyperboloide des Rotations-
flichensystems kann nach Gleichung (1) auch in folgender Form
geschrieben werden:

K—1)x"4+ K —1)y —2"2sx —§°==0 (a)
In dieser Gleichung kann der Parameter k alle Werte von k =1
bis k = oo annehmen. Nun kann man sich jedes einschalige
Hyperboloid entstanden denken aus zwei projektivischen Ebenen-
biischeln von den Gleichungen
E+21E,=0 und E,+21E =0

Wenn in diesen zwei Gleichungen der Parameter 1 alle Werte von
— oo bis -} oo durchlauft, so erzeugen die aufeinander folgenden
Schnittlinien je zweler entsprechender Ebenen der beiden Biischel
ein Hyperboloid, dessen Gleichung lautet: E, E, — E, E, = 0.
Wir suchen daher die Gleichung (a.) auf diese Form zu bringen.
Ersetzt man in 1hr

K —1)x*4+2sx—s’durch [(k + 1) x—s]- [(k — 1) x s] und
— [z — (K — 1) y°] durch — [z + \/F—_l y]-[z— \/l{T_——l . v]
so geht sie dber in
[(k+1)x—s] - [(k—1)x+s] -
—[atVE —1oy] 2V —1.y[=0 (13,
und dies ist der Form nach die Gleichung des Hyperboloides als
Erzeugnis je zweler projektivischer Ebenenbiischel.

Die Gleichung des einen Ebenenbiischels lautet
E+AE,=(k+Dx—s+Ailz4+VE—1.-y]=0
und diejenige des zu ihm projektivischen Ebenenbiischels:
E,4+AE =z2—VE—1.y+2[k—1x+s]=0

Das erste Ebenenbiuischel hat die beiden Grundebenen:

und E2:z=—\/k—2;_1-y

s
Btx=g17
Die Grundebene E, liegt parallel zur Koordinatenebene (y z) im

S
Abstand X:k—l- i

Fiir alle k zwischen k=1 bis k = oo vari-
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iert dieser Abstand von x=-——% bis x = 0. Die Grundebene E,

steht senkrecht auf der (y z)-Ebene des Koordinatensystems und
geht durch die (x)-Achse desselben, sie geht durch den II., III,
V. und VIIL Oktanten. Die Scheitelkante S, des ersten Ebenen-
biischels, also die Schnittgerade der beiden Grundebenen E und
E,, geht folglich durch den II. und V. Oktanten, liegt parallel
zur (y z)-Ebene und schneidet die (x)-Achse des Koordinaten-
systems im Abstand X=E—-j_-1~ zwischen x =0 und x:-%. Fir
das Hyperboloid k = 1 liegt die Scheitelkante S, in der (x y)-

Ebene und hat die Gleichung Xm%. Bei wachsendem k nihert

sich der Schnittpunkt auf der (x-)Achse dem Nullpunkt, und der
mit der (xy)-Ebene gebildete Winkel wird immer grosser, fiir
k = oo fillt die Scheitelkante S, mit der (z)-Achse zusammen.
Das zweite Ebenenbiischel hat die beiden Grundebenen:
E, tz=\k*—1.y und E :x:—E-i—l
Die Grundebene E, steht senkrecht auf der (y z)-Ebene des
Koordmatensystems und enthilt die (x)-Achse desselben; sie
geht durch die Oktanten I, TV, VI, VII. Die Grundebene E 1st
parallel der (y z)-Ebene des Koordinatensystems und hat vom
Nullpunkt den Abstand x = — E:Sﬁfi;
Flichen der Schar kann derselbe also varilieren zwischen x = — oo
und x =0. Die Scheitelkante S, des zweiten Ebenenbiischels ist
also parallel zur (y z)-Ebene, Schneidet den negativen Teil der
(x)-Achse im Abstand x = — E—_—_—l und geht durch den IV. und
VII. Oktanten. Fiir das Hyperboloid k = oo fillt die Scheitel-
kante S, des zweiten Biischels mit der (z)-Achse, also auch mit
der Scheitelkante S, des ersten Biischels, zusammen. Lassen wir
den Parameter k successive kleinere Werte annehmen, so wird
der Winkel, den die Scheitelkante S, mit der (x y)-Ebene bildet,
immmer kleiner, und ihr Schnittpunkt mit der negativen (x)-Achse
entfernt sich immer weiter vom Nullpunkt. Fir das Rotations-
hyperboloid k=1 liegt die Scheitelkante S, des zweiten pro-
jektivischen Ebenenbiischels in der (x y)-Ebene im Unendlichen.
Bern. Mitteil. 1911, Nr. 1788.

fir die verschiedenen
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Diese zwei projektivischen Ebenenbiischel E, 4 2 E, = 0 und
E, - 1E, =0 erzeugen auf jedem Hyperboloid vom Parameter k
eine Schar von Geraden oder Erzeugenden. Nach der Gleichung
(13) kann man sich aber das Rotationshyperboloid noch aus
zwel andern projektivischen Ebenenbiischeln entstanden denken,
nimlich aus folgenden:

E/ +AE =k+1)x—s+i[z—Vk¥—1-y]=0 und

E, +1B =z4+\VE®—1-y4+A[(k—1)x +s]=0
Das Ebenenbiischel E' 4 4 E,” =0 hat die beiden Grundebenen
r e S . 1.2 4
E, .x—-m_—I und E, cz=\Vk—1.y

Die Grundebene E ' ist identisch mit der Grundebene E, der
ersten zwei projektivischen Ebenenbiischel, E,” dagegen liegt in
Bezug auf die (x z)-Ebene des Koordinatensystems symmetrisch zur
Ebene E,. Die Scheitelkante S’ dieses Ebenenbiischels, also die
Schnittgerade der Grundebenen E' und E,’, liegt daher parallel
zur (y z)-Ebene, schneidet die (x)-Achse im Abstand X=E—j_—1
also zwischen x =0 und x=%, und geht durch den I. und
VI. Oktanten. Fiir das Hyperboloid k =1 liegt die Scheitelkante
S,’ in der (x y)-Ebene und hat die Gleichung x—:%, sie 1st also
identisch mit der Scheitelkante S, des ersten Bischels. Bei
wachsendem k nidhert sich der Schnittpunkt auf der (x)-Achse
dem Nullpunkt, und der mit der (x y)-Ebene gebildete Winkel
wird immer grosser, und zwar so, dass die Scheitelkante S’ in
Bezug auf die (x z)- oder (x y)-Ebene symmetrisch liegt zur ent-
sprechenden Scheitelkante S ; fir k = oo fallt S," mit der (z)-
Achse, also auch wieder mit S, zusammen.

Das Ebenenbiischel E,” -1 E,” =0 hat die beiden Grund-
ebenen Ea’:z=—\/k2~—1 -y und E4’:x:““k—"j_1
E, ist identisch mit E,, und E; liegt in Bezug aut die (xz)-
oder (x y)-Ebene des Koordinatensystems symmetrisch zu E,. Daher
wird fiir jedes bestimmte Hyperboloid die Scheitelkante S,” dieses
Ebenenbiischels, das zu E' |4 E,” = 0 projektivisch ist, zu der
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entsprechenden Scheitelkante S, des Ebenenbiischels E, +1E, =0
in Bezug auf die (x z)-Ebene symmetrisch liegen. Fiir k—=oo fillt
S,” mit S, in der (z)-Achse zusammen, fir k =1 wird sowohl S,
als auch S,” von der unendlich fernen Geraden der (x y)-Ebene
gebildet.

Die vier Scheitelkanten S, S,, S," und S,’ der 4 Ebenen-
biischel, von denen je zwei zueinander projektivisch sind, haben
fir jedes Rotationshyperboloid eine ganz bestimmte, feste Lage.
Wenn aber der Parameter k alle Werte von k=1 bhis k = o0
durchliuft, so dndert sich successive auch die Lage dieser Scheitel-
kanten, und jede derselben erzeugt dabei eine developpable Fliiche.
Die Gleichung derselben wird gefunden, indem man aus den
beiden Grundebenen des entsprechenden Biischels den Parameter
k eliminiert. Nun fiihrt aber diese Elimination bei jedem dieser
vier Ebenenbiischel zu derselben Gleichung; man erhilt nimlich

X2+ 2sxy —s y =0 oder

7 —sy (s—2x)=0 (14)
Dies 1st die Gleichung einer Fliche 4. Grades in den Coordinaten
x yz. Variiert also der Parameter k von k=1 bis k=00, so0
erzeugen die Scheitelkanten S, S,, S," und S,” der vier Ebenen-
biischel alle dieselbe developpable Fliche 4. Grades, welche durch
Gleichung (14) bestimmt ist. Den Verlauf dieser Fliche kennen
wir bereits aus ihrer Entstehungsweise. Da die Koordinaten y
und z nur quadratisch in der Flichengleichung (14) vorkommen,
so liegt die Fliche wirklich symmetrisch in Bezug auf die beiden
Koordinatenebenen (xy) und (x z). Untersucht man die Schnitt-
kurven der Fliche 4. Grades mit den Koordinatenebenen, so zeigt
es sich, dass sowohl die (x)-Achse als auch die (z)-Achse Doppel-
geraden der Fliche sind. Ferner wird die (x y)-Ebene von ihr

in den beiden zur (y)-Achse Parallelen x =% und X = — oo ge-

schnitten. Eine zur (y z)-Ebene parallele Schnittebene im Ab-
stand x = ¢ vom Ursprung erzeugt als Schnittkurve zwei in
der (x)-Achse sich schneidende Geraden von den Gleichungen

z:i%\/;*(s—2c)-y. Fir ¢ = — oo, sowie auch fﬁrc=—f—§S

fallen die beiden Geraden je in der (x y)-Ebene zusammen, das



— 148 —

eine Mal in der unendlich fernen Geraden dieser Ebene, das
andere Mal in der Geraden x=%. Fir ¢ = 0 fallen beide Ge-

raden zusammen mit der (z)-Achse des Koordinatensystems. Wenn

e>> ist, so wird die Schnittkurve imaginir, die Fliche 4. Grades

2

liegt also ihrer ganzen Ausdehnung nach links von der Ebene

x::%. In Bezug auf die Entstehungsweise der Fliche konnen

wir nach dem Fritheren noch schliessen, dass der im 1. und
VI. Oktanten liegende Teil derselben durch die Scheitelkante
S," erzeugt wird, der im II. und V. durch S, der im IV. und
VII. durch S, und der im III. und VIII. Oktanten liegende Teil
durch die Scheitelkante S,’.

§ 9.

Kreispunkte der Flachenschar,

Die Achsengleichung der centrischen Flichen 2. Grades hat
allgemein die Form:

2 2 2
X

z
gty ta=t

Das Vorzeichen von b? und ¢? ist dabei noch unbestimmt ge-
lassen. — Fiir jede Fliche, deren Gleichung diese Form hat, ist
es moglich, zwel Systeme paralleler Schnittebenen so zu be-
stimmen, dass alle Schmttkurven Kreise sind. Die #ussersien
Ebenen der beiden Systeme sind Tangentialebenen der Fliche;
sie schneiden diese in einem unendlich kleinen Kreise, in ihrem
Beriihrungspunkte, und ein solcher Punkt heisst Kreispunkt
oder Umbilikus. Jede centrische Fliche besitzt also im allge-
meinen 4 reelle Kreispunkte; sie liegen in der (x z)-Ebene und
haben die Koordinaten:

2 5 3 2
a—b b — ¢
Xx=1\/—5 5 und z=-+c — >
a°—e¢ a“—c¢

Unsere auf die Achsen transformierte Flichengleichung heisst
nun:
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