
Zeitschrift: Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft Bern

Herausgeber: Naturforschende Gesellschaft Bern

Band: - (1911)

Artikel: Zur Geometrie des Dreiecks

Autor: Droz-Farny, A. / Silder, G. / Schenker, O.

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-319223

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 17.08.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-319223
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


A. Droz-Farny und G. Sidler.

Zur Geometrie des Dreiecks.

Die Naturforschende Gesellschaft Bern hat die Freude, das
Andenken ihres treuen, langjährigen Mitgliedes, des Herrn Prof.
Dr. G. Sidler sei., in schönster Weise neu belebt zu sehen dadurch,
dass die Publikation der nachstehenden Arbeit in den «

Mitteilungen» in hochherziger Weise von Frau Professor Sidler
ermöglicht worden ist.

Auch an dieser Stelle sprechen wir der verehrten Donatorin
unsern besten Dank aus.

Die Redaktionskommission.

Vorwort.

Am 23. Februar 1902 hat Herr Professor G. Sidler das

Manuskript zu der vorliegenden Arbeit fertig gestellt. Nach
vorliegenden Notizen vom 17. Juli 1905 war die Arbeit für den
Druck bestimmt. Hindernd im Wege standen die Figuren, mit
grossem Fleisse von einem Schüler der Prima des städtischen
Realgymnasiums, Alfred Zwygart, hergestellt. Das Auge kann die
Menge der Linien kaum fassen. Prof. Sidler sollte den Druck
nicht mehr erleben. Durch die wohlwollende Vermittlung von
Prof. Dr. Ch. Moser, einem Freunde des Verstorbenen, erhielt ich
von' der bernischen Stadtbibliothek den Auftrag, die Sidler'schen
Manuskripte zu ordnen. Ich habe meine Freude gehabt an dem

Bienenfleisse, mit welchem G. Sidler so manche Blüten aus dem
Gebiete des exakten Wissens zusammengetragen hat. Die
gegenwärtige Arbeit stellt einen kunstvoll zusammengestellten Blüten-
strauss dar. Sie zeigt uns die Meisterschaft ihrer Verfasser auf
dem Gebiete der Geometrie des Dreiecks. Wir können hier
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nicht eintreten auf die reichhaltige Literatur, welche Prof. Sidler
über das Dreieck gesammelt hat. Ich habe die Schwierigkeiten
betreffs der Figuren so zu überwinden gesucht, dass ich
dieselben neu erstellte und zerlegte. Dem freundlichen Entgegenkommen

von Frau Prof. Sidler sowie der Redaktionskommission
und des Vorstandes der Naturforschenden Gesellschaft ist es zu

verdanken, dass eine Perle geometrischer Forschung auch einem
weitern Kreise zugänglich gemacht werden kann.

Bern, den 16. August 1911.
Dr. 0. Schenker.

Zum bessern Verständnis des Textes soll hier noch an
einige (leicht zu beweisende) Sätze und Definitionen aus
der synthetischen Geometrie erinnert werden. Das Doppelver-

AC AD
hältnis von vier Punkten A, B, C und D nämlich ----¦ : ----. (mit

A und B zu Grund-, C und D zu Teilpunkten) wird durch Zentral-
AC AD

projektion nicht geändert. Ist ----- : dt^——-> -° wir(^ die Strecke

A B durch C und D harmonisch geteilt (A, B, C und D bilden
vier harmonische Punkte). Liegen auf einer Geraden vier Tunkte
harmonisch, so ist der" halbe Abstand der Grundpunkte das

geometrische Mittel zwischen den Abständen der Teilpunkte von
der Mitte der Grundpunkte. Hieraus folgt : die Zentrale zweier
sich schneidenden Kreise wird von diesen in vier harmonischen
Punkten (A, B, C und D) geschnitten. Hält man A und B fest, so

beschreiben C und D zwei projektivische Punktreihen (je vier
entsprechende Punkte haben dasselbe Doppelverhältnis), sie

bilden zusammen ein involutorisches Punktsystem auf einer
Geraden (die den unendlich fernen Punkten der einen Punktreihe
entsprechenden der andern fallen zusammen (in das Zentrum M
des einen Kreises). A und B heissen die Doppelpunkte der
Involution, M ihr Mittelpunkt.

Zieht man durch A, B, C und D je einen Strahl (a, b, c und d)

durch denselben Punkt, so heisst --—\i—{ : ;. das Doppel¬
sinne) sin(bd) r
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Verhältnis dieser Strahlen (mit a und b zu Grund- und c und d zu

sin(ac) sin (ad) AC AD
Teilstrahlen) und es ist

sin(bc) sin(bd) BC'BD'

Pol und Polare.

Zieht man von einem Punkte P die Tangenten an einem
Kreis, so heisst die Berührungssehne die Polare von P in Bezug
auf den Kreis. Dreht sich die Polare um einen Punkt, so
beschreibt der Pol eine Gerade (durch Zentralprojektion zu
beweisen). Irgend eine Gerade durch P schneidet den Kreis und
die Polare in drei Punkten, die mit P vier harmonische Punkte
bilden (mit Zentralprojektion zu beweisen).

Das vollständige Vierseit.

Vier Gerade a, b, c und d bilden ein vollständiges Vierseit,

a, b, c, d sind seine Seiten. Der Schnittpunkt zweier Seiten

ist eine Ecke. Man hat also {-) =6 Ecken. Jede Ecke hat

den Schnittpunkt der beiden andern Seiten zur Gegenecke. Man
hat also* drei Paare von Gegenecken. Die Verbindungsgerade
zweier Gegenecken ist eine Diagonale. Das vollständige Vierseit
hat also drei Diagonalen. Diese bilden ein Dreiseit und die
Ecken desselben sind die Diagonalpunkte des Vierseits. Ein
Diagonalpunkt ist also der Schnittpunkt zweier Diagonalen oder
der Schnittpunkt der Verbindungsgeraden zweier Paare von
Gegenecken. Jede Diagonale eines vollständigen Vierseits wird
von den beiden andern und den Seiten in vier harmonischen
Punkten geschnitten (zu beweisen, indem man das vollständige
Vierseit als Parallelogramm projiziert).

Bern, den 8. September 1911.

Dr. 0. Schenker.
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§ I-

Um die Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks A J3 C als
Durchmesser schlagen wir Kreise, so gehen diese Kreise je durch
die Fusspunkte der von den Endpunkten der betreffenden Seite
ausgehenden Höhenperpendikel. Die Höhenperpendikel AD,
BE, CF des gegebenen Dreiecks sind daher die gemeinsamen
Sehnen je zweier dieser Kreise, und der Höhenpunkt H
des Dreiecks ABC ist der Punkt gleicher Potenzen
in Bezug auf diese drei Kreise.

Die drei Höhen des Dreiecks ABC mögen nun die
entsprechenden Kreise in den Punktenpaaren i,I; k,K; 1,L schneiden,
und zwar mögen Di, Ek, Fl je dieselben Richtungen wie DA,
EB, FC und DI, E K, FL die entgegengesetzten Richtungen
haben. Sollen die Punktenpaare i, I; k, K; 1, L alle reell
werden, so muss das Dreieck ABC spitzwinklig sein.
Alsdann liegen die Ecken A, B, C ausserhalb der um die Gegenseiten

als Durchmesser beschriebenen Kreise, und diePunkte
i, k, 1 liegen innerhalb des Dreiecks.

Da nun H der Potenzpunkt dei- drei Kreise ist, so haben wir

Hi.HI HkHK=Hl.HL
HA • HD HB • HE HC • HF.

Beim spitzwinkligen Dreieck ist HA »AD negativ, und es

liegt somit der Höhenpunkt H zwischen den Punktenpaaren

il, kK, IL.

NunistDH BD-cotgC^CCOsB^°sC^2RcosBcosC,° sin C

*) In der Programmabhandlung des Gymnasiums zu Beuthen 1894:

«Aufgaben und Lehrsätze über Linien im Dreieck» betrachtet Herr
0. Bröckerhoff die oben mit i, k, 1 bezeichneten Punkte so wie die Punkte

p, q, r, und zeigt im Lehrsatz VI wie oben, dass die Geraden Ap, Bq, Cr
sich in einem nämlichen Punkte n schneiden. Diese Betrachtungen suchte
ich zu vervollständigen und zu erweitern, und habe darüber auch mit
meinem Freunde, Herrn A. Droz-Farny in Pruntrut, korrespondiert; so ist
unsere obige gemeinsame Arbeit entstanden. G. Sidler.

Bern. Mitteil. 1911 Nr. 1797.
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wo R der Radius des Umkreises von ABC ist; ferner HA
AF bcosA
sin B sin B

2 R cos A. Wir finden somit

Hi- HI Hk-HK^ Hl • HL
HA-HD HB.HE HC-HF=: 1.

— 4 R2 cos A cos B cos C.

H k HT
Aus 1 folgt Die Scheiteldreiecke k H 1

Hl HK
und KHL sind also einander ähnlich, und kl und KL
liegen zueinander antiparallel.

Die Polare von H in Bezug auf den Kreis um BC als
Durchmesser geht durch die zwei übrigen Diagonalpunkte des
Vierecks BECF d. h. durch A und durch den Schnittpunkt D' von
EF mit BC. Die zu H in Bezug auf die Strecken il, kK,
IL harmonischen Punkte sind daher die Ecken A, B, C

des gegebenen Dreiecks.

Auf den Höhenperpendikeln des Dreiecks ABC
haben wir also die harmonischen Relationen:

(AH, il) — — 1, (BH, kK) - 1, (CH, IL) — 1. 2.

Die Punktenpaare i, I; k, K; 1, L kann man daher
auch definieren als die Punktenpaare, die im Dreieck
ABC die Eckabschnitte AH, BH, CH der Höhenperpendikel

harmonisch teilen, und zwar so, dass die
Mitten dieser Punktenpaare die Fusspunkte D, E, F der
betreffenden Höhenperpendikel sind.

Aus dieser Definition folgt Di2 DI2 DH • DA. Die
DH DB

ähnlichen Dreiecke C D H und BDA geben aber und8 CD DA
somit wird Di2 DI2 CD • DB, woraus wieder folgt, dass die
Dreiecke B i C und BIC respektive in i und I rechtwinklig sind,
und somit i und I die Schnittpunkte des Höhenperpendikels AD
mit dem um BC als Durchmesser beschriebenen Kreise
darstellen. Dieses ist wieder die frühere Definition.
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§2.
Ziehen wir nun die Strahlen AK, Ak, AL, AI, BL, Bl,

Bl, Bi, CI, Ci, CK, Ck.

Es ist AK2 A E • A C, AT2 — A F • A B. Aber der Kreis
um BL als Durchmesser geht durch die Punkte E und F, und
die Potenz des Punktes A gibt AE-AC AF-AB. Daher

AK Ak AL A1 V^bccos A

BL= Bl= BI =Bi \/cacosB 3.

CI Ci CK Ck \/ab cos C.

Betrachten wir nun die Schnittpunkte

BL(_ p Bl 1

_n Bl) p, BL\
' Ck|_P' CK/_r'

CI) ^ Ci 1 Ci ì ™ CI

CK _ ' Ck|_P' CK- ' Ck J
P'

ALl-Q'AÎh^ÏLh^AÎh^ 4-

AKl R Ak)
r Ak) R, AK)

__
BI J^R' Bi} r' Bl)-R' Bi }-r'

so haben wir also auf den hier eingeführten 12 Strahlen je
die Punkte:

AkrR', BlpP', CiqQ'
AKRr', BLPp', CIQq' 5.

Alqq', Birr', Ckpp'
ALQQ', BIRR', CKPP'.

Ziehen wir jetzt noch die Geraden AP, Ap, AP', Ap' u.s.w.,
so ist infolge von 3 Dreieck AKP ALP, Dreieck Akp Alp,
Dreieck AKP' ^ AIP', Dreieck Akp' Sä ALp'.

Die Geraden AP, Ap, AP', Ap' gehen somit respektive

senkrecht durch die Mitten der Strecken KL, kl,
Kl, kL, und analog gehen die Geraden BQ, Bq,BQ',Bq'
respektive senkrecht durch die Mitten der Strecken 6.

LI, li, Li, II. und die Geraden CR, Cr, CR', Cr' gehen
respektive senkrecht durch die Mitten der Strecken
IK, ik, Ik, iK.
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Von den 12 zuletzt eingeführten Geraden schneiden sich
daher noch 8 mal je 3 in einem nämlichen Punkte. Nämlich
wir haben

API
B Q \ N Umkreiszentrum des Dreiecks IK L,
CR)
Ap
Bq
Cr
AP
BQ'I
Cr'
Ap

n' Umkreiszentrum des Dreiecks 1kl,

ri Umkreiszentrum des Dreiecks ikl,

N' — Umkreiszentrum des Dreiecks i K L.

Bq'
CR')
Ap'l
BQ — N" Umkreiszentrum des Dreiecks Ik L,
CR')
AP'
Bq
Cr'
AP'

n" Umkreiszentrum des Dreiecks iKl,

Bq' t N'" — Umkreiszentrum des Dreiecks IKl,
crJ
Ap'l
BQ'
Cr

n'" Umkreiszentrum des Dreiecks lkL.

4.

8.

Dies vorausgesetzt haben wir auf den in 6 eingeführten
12 Geraden je die Punkte

APNN', BQNN", CRNN'"
Apnn', Bqnn", Crnn'"
AP'n"N'", BQ'n'"N', CR'n'N"
Ap'N"n'", Bq'N'"n', Cr'N'n".

§3.
Da AK Ak AL Al, so liegen die vier-Punkte K,

k, L, 1 auf einem Kreise vom Mittelpunkt A. Auf diesem Kreise
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hat das Viereck K k L1 die Eigenschaft, dass von den Gegenseiten

Kk und LI jede durch den Pol der andern geht. Da ferner

AK — A E • AC, so ist der obige Kreis A orthogonal zum Kreise
um BC als Durchmesser.

Betrachten wir einen beliebigen Kreis, dessen Mittelpunkt
wir A nennen, ziehen in diesem Kreise irgend eine Sehne LI,
deren Pol wir mit B bezeichnen, und legen durch B irgend eine
zweite Sehne Kk, so liegt der Pol C von Kk auf der Polaren

von B d. h. auf der Geraden L1. Sei endlich -y M H, so ist

H der Pol der Geraden B C.

Dies vorausgesetzt ist die Figur ABCHKkLl identisch
mit der in §§ 1 und 2 ebenso bezeichneten Figur. Denn die
Geraden BKk und CL1 stehen respektive senkrecht zu AC und
zu AB, und somit ist H der Höhenpunkt des Dreiecks ABC, und
da A K und A k respektive senkrecht zu C K und C k stehen, so
sind K und k die Schnittpunkte des Höhenperpendikels B E von
ABC mit dem um A C als Durchmesser beschriebenen Kreise,
und analog sind L und 1 die Schnittpunkte des Höhenperpendikels

C F von ABC mit dem um A B als Durchmesser
beschriebenen Kreise.

Im Viereck KkLl ist der eine Diagonalpunkt H I j i

und die zwei andern Diagonalpunkte seien u und u', nämlich

u==|K1 u' !KLU
I kl/ I kl.

Dies vorausgesetzt liegen u und u' auf den Polaren B C von H
in Bezug auf den Kreis A, und man hat (BC, u u') — 1.

Die Polare von u' ist die Gerade Hu, und auf dieser
liegen die Pole der Geraden u'KL und u'kl, d. h. :

Die Punkte p j^K und P Ick liegen auf Hu"

Die Polare von u ist die Gerade H u', und auf dieser liegen
die Pole der Geraden u K1 und u k L, d. h. :

Die Punkte P' — I gl und p' { &L ]iegen auf Hu,
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Wir erhalten also den Satz:
Die Geraden P p und P' p' gehen durch den Punkt H, und

schneiden BC respektive in den Punkten u und u'.
Betrachten wir jetzt ebenso die Vierecke Llli und IiKk,

so haben wir die folgenden Resultate:
Seien u, v, w, u', v', w' die Punkte:

U IkL' V ill' liK'
u' jKL v' |LI w'=!IK

9'
u i kr y hi' iik '

so liegen u, u' auf der Geraden BC; v, v' auf der
Geraden CA; w, w' auf der Geraden AB, und teilen je
diese Strecken harmonisch, d. h. :

(BC, uu') — 1, (CA,vv') -l, (AB,ww') -l. 10.

Ferner gehen die Geraden:

Pp, P'p', Qq,Q'q', Rr,R'r' 11.

alle durch den Höhenpunkt H des Dreiecks ABC, und
die Geraden HPp und HP'p' schneiden BC respektive
in den Punkten u und u'; die Geraden HQq und HQ'q'
schneiden CA in den Punkten v und v'; die Geraden
HRr und HR'r' schneiden AB in den Punkten w und w'.

In Folge von 10 haben wir daher die harmonischen
Strahlsysteme:

HB kK)
HC IL
Hu Pp
Hu' P'p'J

¦1,

HC IL
HA il

HA il
HB kK
Hw Rr
Hw' R'r'

12.
Hv Qq
Hv'Q'q'J

Das Viereck P p P' p' hat zu Diagonalpunkten B, C, H,
Das Viereck Q q Q' q' hat zu Diagonalpunkten C, A, H,
Das Viereck RrB'r' hat zu Diagonalpunkten A,B,H,

und wir haben die harmonischen Punktsysteme:
(Pp, Hu)=-1, (Qq, Hv) -1, (Rr, Hw) - 1,

(P'p', Hu') — 1, (Q'q', Hv') - 1, (R'r', Hw') 1,

und ferner auf den durch die Ecken A, B, C des Stammdreiecks
gehenden Strahlen die harmonischen Punktsysteme:

13.

14.
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(AK, Rr') - 1, (BL, Pp') - 1, (CI, Qq') - 1,

(Ak,rR') -l, (Bl,pF)=-l, (Ci,qQ') -l,
(AL,QQ') -1, (Bl, RR') -1, (CK,PP') -1,
(AI, qq') -l, (Bi,rr') -1, (Ck,pp') -1.

Durch jeden der Punkte u, v, w, u', v', w' gehen
4 Strahlen, die in Folge der harmonischen Relationen 2

ein System von 4 harmonischen Strahlen bilden:

15.

nun
je

uKl
ukL
uPpH
uu'BC
u'KL
u'kl
u'P'p'H
u'uBC

-1,
vLi
vll
vQqH
vv'CA
v'LI
v'li
v'Q'q'H
v'vCA

-1.

1,

wlk
wiK
wRrH
ww'AB
w'IK
w'ik
w'R'r'H
w'wAB,

1, 16.

-1. .17.

Durch jede Ecke des Dreiecks ABC gehen 2 Systeme von
je 4 harmonischen Strahlen, wo aber das betreffende
Höhenperpendikel beiden Systemen angehört:

ABww' ] BCuu' | CAvv'
AHIi
AkrR' _ BHKk

' BlpP' -1, CHLl
CiqQ'

AKr'R j BLp'P J Clq'Q
ACvv' 1 BAww' CBuu'
AHIi
Alqq'
ALQQ'

BHKk
' Birr'

BIRR'
-1, CHLl

Ckpp'
CKPP'

-1,

18.

§4.
Die Dreiecke ABC, IKL, ikl liegen perspektivisch mit

dem gemeinsamen perspektivischen Zentrum H, und somit liegen
die Punkte

BC
KL
kl

u I =v'
CA AB

IK =w
ik

in einer Geraden, der gemeinsamen perspektivischen Axe der
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genannten drei Dreiecke. Da nun u, v, w zu u' v' w' respektive
in Bezug auf BC, CA, AB harmonisch liegen, so folgt weiter :

Es sehneiden sich je in einem nämlichen Punkte
die Geraden:

Aul Au | Au'
Bv =S, Bv'[ S', Bv
Cwl Cw' Cw'

Au'l
Bv'U--S'", 19.

Cw I

und es liegen in einer Geraden die Punkte:
o N n

u',v',w'.. Gerades -—persp. Axe der Dreiecke ABC, IKL, ikl
o N' n'

u',v, w Gerade s' persp. Axe der Dreiecke ABC, iKL, Ikl
o N" n"2°"

u, v', w Gerade s" — persp. Axe der Dreiecke ABC, IkL, iKl
o N'" n'"

u, v, w'.. Gerades'" persp- Axe der Dreiecke ABC, IKl, ikL.
Alle diese 9 Dreiecke haben den Höhenpunkt H

von ABC zum gemeinsamen perspektivischen Zentrum.
Oberhalb dieser Dreiecke haben wir je das Umkreiszentrum des

betreffenden Dreiecks hingeschrieben.
Die Geraden s, s', s", s"' sind die harmonischen

Polaren der Punkte S, S', S", S'" in Bezug auf das
Dreieck ABC.

Die Strahlen HQqv und HRrw mögen B C in y und in
z schneiden. Projizieren wir nun das Höhenperpendikel A H D i I
von B aus auf r R und von C aus auf q Q, so erhalten wir, wenn
wir mit oo die projektivische Beziehung bezeichnen

(A, H, D, i, I) ~ (w, H, z, r, R) und
(A, H, D, i, I) ~ (v, H, y, q, Q).

Daher auch B (v, H, y, q, Q) oo C (w, H, z, r, R), und da By und
Cz eine nämliche Gerade bilden, so folgt:

Die Punkte g*} S, **) H, c?} n> Cr| N

liegen in einer nämlichen Geraden, und da nach 14 (v H, q Q)

— 1, so hat man auch (HS, nN) — 1.
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Wir erhalten somit vier neue ausgezeichnete
Gerade im Dreieck:

H, S, n, N Gerade h

H, S', n', W Gerade h'
H, S", n", N" Gerade h" 4L

H, S'", n'", N'"... Gerade h'",
und die ausgezeichneten vier Punkte auf jeder dieser
Geraden liegen je zueinander harmonisch:

(HS,nN) -l, (HS',n'N') -l,
(H S", n" N") - 1, (H S'", n'" N'") — 1. **

Die Punkte S u. s. w. sind durch 19, die Punkte n und
N u. s. w. durch 7 definiert.

Aus der Definition der vier Punkte S in 19 geht hervor:
Das Viereck SS'S"S'" hat zu Diagonalpunkten die

Ecken A,B,C des Stammdreiecks, indem

SS' I SS"!_R SS"'I r "«i
S" S'"j ' S'" S'J — ' S' S"j —

Die obigen Geraden h, h',h",h'" stellen also die Strahlen
dar, die man in einem gegebenen Viereck SS'S"S"' vom
Höhenpunkt H des Dreiecks der Diagonalpunkte nach
den Ecken des gegebenen Vierecks zieht.

Nach 19 liegen ferner auf S S' der Punkt u und auf S" S'"
der Punkt u'. Aber u und u' liegen auf BC, und somit haben wir
auch:

ASS' (BSS" |C SS'"

24.
U~1BC ,T_ CA ' w" Ì AB '

AS"S'" ,_ BS'"S' ,_|CS'S"
BC ' v ~~ \ CA ' w ~~\ AB.

Im Viereck SS'S"S'" stellen somit die Punktenpaare

u,u'; v, v'; w, w' die Schnittpunkte je einer Diagonalen

mit dem durch den dritten Diagonalpunkt gehenden
Gegenseitenpaare dar.

Und es bestehen somit die harmonischen
Relationen:

Bern. Mitteil. 1911. Nr. 1798.
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(Au, SS') -

(Au',S"S'") -

und ferner
uASS'
uu'BC
uv' w
uv w'

u'AS"S'"
u'uBC

1, (Bv, SS"):
•!, (Bv',S'"S')

1, (Cw, SS'") -1
1, (Cw',S'S") -l 25.

- 1,

u vw
u' v' w'

-1,

vBSS"
vv'CA
vw' u
v wu'
v'BS"'S'
v'vCA
V wu
v' w' u'

-1,

=-1,

wCSS'"
ww'AB
WU V

wuv'
w'CS'S"
w'wAB

-1,

26.

wuv
w' u' v'

1.

§5.
Betrachten wir jetzt das Viereck nNn'N'.

H. Es sind also ANN' nN
Aus 8 folgt \ A, und aus 21 XT,ö nn'J ' n'N'
und H zwei Diagonalpunkte des Vierecks. Gemäss 22 sind aber
auf den durch H gehenden Gegenseiten je die Punkte S und S'
zu H harmonisch; die zweite durch A gehende Diagonale ist
somit die Gerade ASS', und der dritte Diagonalpunkt ist der
zu A in Bezug auf SS' harmonische Punkt d. h. nach 25 der

nN'lPunkt u, und wir finden somit ,,T?' n'NJ u.

n (ANN'P=U 'P

Aus 8 folgt ferner, dass P auf AN und p auf An liegt,
und gemäss 14 hegen P und p auf Hu; wir haben also

„ und die harmonischen Eigenschaften

des Vierecks nNn'N' ergeben (APNN') — 1 und (Ap, nn')

Betrachten wir ebenso die Vierecke nNn"N", nNn'"N'",
und n" N" n'" N'", n'" N'" n' N', n' W n" N", so erhalten wir:

Viereck nNn'N'
Viereck nNn"N"
Viereck nNn"'N'"
Viereck n"N"n'"N'"
Viereck n'"N'"n'N'
Viereck n'N'n"N"

Diagonalpunkte H, A, u
Diagonalpunkte H, B, v
Diagonalpunkte H, C,.w
Diagonalpunkte H, A, u'
Diagonälpunkte H, B, v'
Diagonalpunkte H, C, w',

27.
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indem nN
n'N'

nN
n" N"

nN
n'"N'"
n" N"

n'" N'"

H,

H,

H,

n'" N'" I „n'N')^H'
n'N'l

n"N" T '

NN'
nn'J A,

NN"}
nn"| =- B,

NN'"}
nn'"| c,

n"N'"j
N"n'"J — A,

n'"N'}
N'"n'J B,

n'N")
N' n" =- c,

nN'
n'N

nN"
n"N
nN'"
n'"N

N"N'"
n"n'"
N'"N'
n'"n'
N'N"

u,

w.

u'

28.

w

Und wir haben die harmonischen Vierpunktsysteme:

(AP,NN')=—1, (BQ,NN")=—1, (CR,NN"')=—1,
(Ap,nn')=—1, (Bq,nn")=:-1, (Cr, nn'")=-l,

(AP',n"N"')=—1, (BQ',n'"N') — 1, (CR',n'N")—1,
(Ap', N"n"')=—1, (Bq',N'"n') -l, (Cr',N'n")=—1,

29.

und die Systeme von vier harmonischen Strahlen: s. 22.

uASS'
uHPp
uNn'
unN'
u'AS"S"l
u'HP'p'
uN"N'"

1,

-=-1,

vBSS"
vHQq
vNn"
vnN"
v'BS'"S"l
v'HQ'q'
v' N'" N' -1,

wCSS'")
wHRr
wNn'"
wnN'"
w'CS'S"
w'HR'r'

-1,

w'N'N"

30.

—1.

Wir hätten endlich noch die Punkte zu untersuchen, die
auf den Strahlen u N n' und u n N' harmonisch zu u, und auf
den Strahlen u'N"N'" und u'n"n'" harmonisch zu u' liegen,
oder die Schnittpunkte dieser vier Strahlen mit dem
Höhenperpendikel A H, und analog für die entsprechenden von v und
v' aus, oder von w und w' aus gehenden Strahlen. Diese
Untersuchung wollen wir dem Leser überlassen.
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§6-
In § 4 hatten wir mit y und z die Schnittpunkte der

Geraden HQqv und HRrw mit BC bezeichnet, und gefunden
(v, H, y, q, Q) oo (w, H, z, r, R). Da diese Punktsysteme perspektivisch

liegen, so folgt dass vw, yz, qr, QR durch einen
nämlichen Punkt gehen. Aber vw schneidet yz d.h. BC in u', und

somit finden wir " [ — u'.
qrj

Projizieren wir aber das Höhenperpendikel A H D i I von
B aus auf R' r' und von C aus auf Q' q', und bezeichnen die

Schnittpunkte der Geraden HQ'q'v' und HR'r'w' mit BC
respektive durch y' und z', so ergibt sich (v',H, y', Q', q') oo

Q'r'(w', H, z', r', R'), und hieraus
q'R'

u

u.

Ferner haben wir (v, H, y, q, Q) oo (w'? H, z', r', R'), und
(v' H, y', Q', q') oo (w, H, z, r, R), woraus

qr' j Q'r I
Jc~, t u und \_ > —
QR'/ q'RJ

Durch die Punkte u, u', v, v', w, w' gehen also noch je die

folgenden vier Strahlen:

uQR'
uq'R
uQ'r
uq r'

u'QR
u' q' R'
u' Q' r'
u' qr

Und aus den harmonischen Relationen 15 ergeben sich die
harmonischen Strahlsysteme :

uQR'
N vRP' wPQ'

uq'R vr'P wp'Q
uQ'r ' vR'p ' wP'q
uq r' vr p' wp q'

u'QR v'RP w'PQ
u' q' R' v' r' P' w'p'Q'
u' Q' r' v'R'p' ' w'P'q'
u' qr v'rp w'pq

31.

uQR'
uq'R
uu'BC
ul

1,

vRP'
vr'P
vv'CA
vK

wPQ'
wp^Q

' ww'AB
wL

-1,
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uQ'r
u qr'
u u' BC
Ul
u
u

Q

q'
R
R'

u u BC
u I
u Q 'r'
u

u
_q

u

r
BC

u 1

1,

-1,

=-1,

vrp
v7CA
vk

RP
r'P'
vCA
K
R'p'
£P
vCA
k

-1.

•=-1,

- -1,

w P'q
w pq'
ww'AB
w 1 J

w PQ i
w p'Q
w wAB
w L ]

w P'q' 1

w pq
w wAB
w 1 J

--.1,
32.

--1,

1.

Zufolge 11 pag. 6, 7 pag. 4, 31 pag. 12 haben wir ferner
die perspektivisch liegenden Dreiecke:

Dreiecke Persp. Zentrum Persp. Axe

A B C, P Q R, p q r
ABC, PQ'r', pq'R'
ABC, p'QR', P'qr'
ABC, P'q'R, p'Q'r

d. h in der ersten Zeile :

- H, n, N u' v' w
H, n', N' u' V w

¦ H, n", N" u v' w
• H, n'", W" u v w',

Persp.
Zentrum

Persp.
Axe

H u' v' w'
n u' v' w'
N u' v' w'

Dreiecke

IpQR, pqr
p q r, ABC
ABC, PQR

und analog in den folgenden Zeilen.

Vergleichen wir in 32 eines der durch u gehenden Systeme
mit den beiden durch u' gehenden Systemen, so haben dieselben

je den Strahl uu'BC gemein und liegen somit perspektivisch.
Es liegen daher je in einer Geraden die Punkte:

uQR'l 0 uq'R
u'QR) " ^' u'q'R'
uQR'
u'q'R'

R', uq'R
u'QR

ul
q'u'I

ul
u'IR,

1

1
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uQR'l uq'R ul)
u'Q'r'j » u'qr j u'i j

uQR'l uq'R} nil
u' qr u'Q'r'j ' u'i)
uQ'r uqr' } ui
u'QRf » u'q.'R'j ' u'i J

uQ'r } uqr' } ui 1

u'q'R'J » u' Q R J ' u'i)
uQ'r i

u' Q' r')
Q' uqr' l_a

uqr 1

ui 1

u'i 1

uQ'r
u' qr J -,

uqr' }
u'Q'r'j^1"'

ui 1

u'i]
Von diesen 8 Geraden sind die zwei erstem und die zwei

letztern schon durch die Definitionen 4 der Punkte Q, q, Q', q',
R, r, R', r' gegeben; aus diesen Definitionen gehen nämlich die
Geraden hervor (Qq', IC), (Q'q, iC), (R' R, IB), (rr', iB), und
laut 15 sind die hier auftretenden Punktenpaare je zu einander
harmonisch.

Die vier mittleren Geraden aber im obigen Tableau sind

neu, und auf denselben liegen 4 mal je 3 von 10 neuen Punkten.
Und durch das Buchstabenrad erhalten wir in unserer
Figur 30 neue Punkte, von denen 12 mal je 3 in einer
neuen Geraden liegen:

und:

uQR'}
u'Q'r'j'

uq'R)
u' qr ' u'i

Gerade Ia

uQR'l
u'qr ('

uq'R}
u'Q'r'j'

UM-u'i |
Gerade IIa

uQ'r }

u'QR)'
uqr' }

u'q'R'J'
ui 1-
u'IJ

Gerade lila

uQ'r }
u'q'R'J'

uqr' }

u'QR)'
ui
u'IJ

Gerade IVa

vRP'}
v'R'p'J'

vr'P
v'rp ('

vK)
v'k) ' Gerade Ib

vRP'}
v'rp J '

vr'P
v'R'p'J'

vK)
v'kj * Gerade IIb

33.

34.
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vR'pJ
v'RPl
vR'p

v r p' v k

und:
wPQ')
w'P'q'J

wPQ'}
w'pq f

wP'q
WPQ
wP'q}
w'p'Q'J

vr p
v'RP

wp'Q
w'pq
wp'R
w'P'q'
wp q'
Wp'Q'
w p q' |

WPQJ

v'K
vk
v'K

wL
w'l
w L
w'l
wl
w'L
wl
w'L

Gerade III b

Gerade IVb

Gerade le

Gerade lie

Gerade IIIc

Gerade IVe.

34.

35.

Wir werden aber in der Folge sehen, dass von diesen 12
Geraden 33, 34, 35 nur 6 voneinander verschieden sind, indem

Ib-=IVc, IIc mb
Ic IVa. IIa IIIc
la IVb, IIb lila.

Die Strahlen i u und I u mögen den Kreis um B C als
Durchmesser wieder respektive in I' und i' schneiden, so gehen
die Geraden i i' und IF durch den zu u in Bezug auf B C

harmonischen Punkt, also durch u'.

Der obige Punkt u,: |
u 1

la
IIa

und der Punkt

ui
u'I

lila
IVa liegen also auf dem um BC als

36.
Durchmesser beschriebenen Kreise symmetrisch zu
BC, und der Punkt 31, wo die zu BC senkrechte
Gerade i'I' die Seite BC schneidet, ist der zum
Höhenfusspunkte D in Bezug auf die Strecke u u'
harmonische Punkt.

In dem von den Geraden u Q R', uq'R, u' Q' r', u'qr
gebildeten Vierseit sind die Geraden Ia und IIa die beiden von

u u' verschiedenen Diagonalen, und der Punkt u
> i' ist neben

u l)
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u und u' der dritte Diagonalpunkt. Die Punkte, wo Ia und
IIa die Seite BC schneiden, sind respektive harmonisch
zum Schnittpunkte i' von Ia und IIa in Bezug auf je
die beiden ersten in 33 angegebenen Punkte der37.
Geraden Ia und IIa. Die Geraden Ia und IIa liegen
harmonisch zu den Geraden i'u I und i'iu', und
analog liegen
und Flu'.

lila, und rVa harmonisch zu Fui

§7.
In unserer Figur gehen durch den Punkt u fünfzehn

voneinander verschiedene Gerade, die fünf Systeme
von je vier harmonischen Strahlen bilden:

uu'BC, uHPp; uKl, ukL
uu'BC, uASS'; u v'w, uvw'
uHPp, uASS'; uNn', unN'
uu'BC, uli'; uQR', uq'R
uu'BC, uiF; uQ'r, uqr'

16
26
30
32
32

38.

17

26
30
32
32

39.

Analog durch den Punkt u':

u'uBC, u'HP'p'; u'KL, u'kl
u'uBC, u'AS"S'"; u'vw, u'v'w'
u'HP'p', u'AS"S'"; u'N"N'", u'n"n'"
u'uBC, u'IF; u'QR, u'q'R'
u'uBC, u'ii'; u'Q'r', u'qr

Das Buchstabenrad gibt die analogen Geraden durch die
Punkte v, v', w, w'.

Wo auf einer dieser Geraden in 38 oder 39 vier
Buchstaben auftreten, so stellen diese je ein System von vier
harmonischen Punkten dar.

Wo nur drei Punkte auf einer dieser Geraden auftreten,
so lässt sich der vierte harmonische Punkt immer leicht
ergänzen z. B. :

Der auf u K1 zu 1 harmonische Punkt ist der Schnittpunkt
mit dem Strahle BLp'P. Siehe 18.

Der auf u k L zu L harmonische Punkt ist der Schnittpunkt

mit dem Strahle BlpP'. Siehe 18.
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Der auf u v' w zu w harmonische Punkt ist der Schnittpunkt

mit dem Strahle, der C mit dem Punkte I u, verbindet.

Der auf u v w' zu w' harmonische Punkt ist der Schnittpunkt

mit dem Strahle, der C mit dem Punkte {_u verbindet.
JBv

Der auf Nn'u zu u und der auf nN'u zu u harmonische
Punkt sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem
Höhenperpendikel A H des Stammdreiecks. Siehe 15.

Die auf I i' u und auf i F u je zu u harmonischen Punkte
sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit der in u' auf BC
errichteten Senkrechten.

Auf u Q R' und auf uq'R sind die zu u harmonischen
Punkte die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Strahle lu'.

Auf uQ'r und auf uqr' sind die zu u harmonischen Punkte
die Schnittpunkte mit dem Strahle i u'.

Durch jede Ecke des Stammdreiecks ABC gehen in
unserer Figur dreizehn Gerade, die je neun Systeme
von vier harmonischen Strahlen bilden.

So durch die Ecke A die Geraden:

ABww',
A B w w',
ACvv',

ALQQ';
Alqq';
AKRr';

APNN',
Apn n",
APNN',

Ap'N"n'"
AP'n"N"'
AP'n"N'"

ACvv', AkrR'; A p nn', Ap'N"n'"
ABww', AHil; AKRr', AkrR'
ACvv',
ABww',

AHil;
ACvv';

ALQQ',
AuSS',

Alqq'
Au'S"S'"

AuSS',
Au'S"S'",

AHil;
AHil;

APNN',
AP'n"N'",

A p nn'
Ap'N"n"'

40:

nach 5, 8, 15, 18, 25.

Die entsprechenden Geraden durch die Ecken B und C

ergeben sich aus 40 mittelst des Buchstabenrades.
Auf jeder dieser Geraden in 40 bilden die vier angegebenen

Punkte ein System von vier harmonischen Punkten.
In 38 und 39 und den hieraus durch das Buchstabenrad

hervorgehenden Geraden haben wir 81, in 40 und den hieraus
Bern. Mitteü. 1911 No. 1799.
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'hervorgehenden Geraden haben wir 36, zusammen 111 voneinander

verschiedene Gerade. Hiezu kommen noch die vier durch
den Höhenpunkt H gehenden Geraden 21 und die sechs Geraden
sin 33, 36, 35. Im ganzen gehören also unserer Figur 121

voneinander verschiedene Gerade an.

§&
Bestimmen wir jetzt die wesentlichsten der oben behandelten

Punkte und Geraden mittelst auf das Dreieck ABC
'bezogenen trimetrischen Normalcoordinaten.

2
Es ist DI —BD-DC — bc cos B cos C. Schreiben wir

also zur Abkürzung

« y'bccosBcosC, ß \/c a cos C cos A, y \/abcosAcosB, 41.

•wo wir unter a, ß, r stets positive Grössen verstehen, so haben wir

Di
DI h±«. &}-±A,'L}-±*

Seien ferner die Höhenperpendikel des Dreiecks

ABC

wo also

DA h, EB^=hK, FC h, 43.
a' b' c'

,1 1

^_ V

„ — \Jh c sin B sin C, ^— \'c a sin C sin A, =- y ab sin A sin B, 44.

rso sind die Coordinaten der Punkte i und I

i... x a, y [ — a) cos C, z — « j cos B,

I...x — a, y=-[ -f-ajcosC, z „+«) cos B.

Die eingeführten Grössen a, ß y, betreffend wollen
et o c

wir einige Relationen zusammenstellen, die uns in der Folge von
Nutzen sein werden. Wir haben
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ß r y a aß
cosA —, 008 8 5—, cosC=—, 45.

a« b/ï' c;-
und ferner

h2 2 hß-cr h2 ^2 t> cyaa
a~« =bccosA=^^, b-^=cacosB -^-,

h2 2 _ a«-b/3 ^
c_r ^abcosC^-^p-,

wie sich entweder aus 41 und 44 ergibt, oder auch direkt aus der
,2

Figur, indem — a Ai • AI die Potenz des Punktes A in Bezug

auf den Kreis um B C als Durchmesser darstellt, und somit
h2 2

— a"= AE AC be cos A ist, w • z • z.
a '

Ferner ist

b~ß2)\ c '/'"""'le
"= f)(K-A^v,(K-/)(hl-"')^v,

(K-'XK-'i-'V-
47.

Stellt A den Inhalt des Dreiecks ABC und R den Radius
des Umkreises dar, so merken wir uns noch

h 2A==_b_c_ h^SA^^ h^2A^ ab
a a 2R' b b 2R' - c 2R'

und 48.

4A l „ A
-r~ — u"» R==—• p • n> u. s. w.
abc R a sin B sm C

Endlich haben wir

aa3-r-bc/Sy 2Aha«, h ß3 + car« 2 A \ ß,

c73 + ab«/î=2Ah,y.
49.

c

Die erste dieser Formeln erhält man sehr leicht, wenn man
linker Hand a2 b c cos B cos C und ßy aa cos A substituiert.

Mit Benutzung von 45 ergaben sich nun aus den obigen
Coordinaten von i und I für diese und die analogen Punkte die

folgenden Coordinatenverhältnisse
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Hieraus

x, y. z

1

h
— aa

ß

c7'
r

1 ß

c7'
r

a+a
bß1

— >

-r
i r

b-^ aa

a
>

-r
i

hb+"'
r— >

aa

a

bß'
¦j>_

aa
1

h

a
bß' aa

i
c+^

K —

L A

50.

Gerade Ck x
y

\b r 1

-Y
z bß
X (h \

Gerade CK

Gerade BL

x
y'
z

X

cy
b/? •

«(*+>)

Für die Coordinaten der Punkte p j^, P= (£?»
IBI IB L

HcBkL.p' CK
Bl

und der hieraus mittelst des Buchstabenrades

hervorgehenden v. 4 erhalten -wir daher das folgende
Tableau :
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x, y, z x, y, z

-y b/î -Y b/?

P
«> W h P' "' h ' b a.c+y

-r
h
a""

ß,
a a

q'
CJ' 5 a a

<1 h h ' *
a + a

h

bß
h
a""

aa
y r'

b/î aa
r W h ' h '

a"" b + ^
y

P — a,
-y

b + ß

b/î
b
c + y

P'
-y«, h

b + <*

bß
h
a- y

-Y
h, '
a+a

-ß, aa
Q'

cr rf aa
Q h h ' *

— a
a

b i

b/î
b i

'

a + a

a a
— y R'

b/î aa
R W h ' h fl

Y

51.

und hieraus kommt für die Strahlen Ap, AP, Ap', AP' und
die daraus durch das Buchstabenrad hervorgehenden:

-Y
Ap..

b>(b-')
Bq..

aai —a
z

_ \ a

x "' 7h
CY „ — Y

bßM
-ft-J

AP.." i :
z

bKhb+^)
BQ..J

;+y)' 52.
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*ß(X+ß)

52.

Ap'. Xr z

-Y + y)

aa( aA-a

bß

Cr'..-
y

Bq'..---n x

»" .+«

«y( c-y
b/»

b + ^

-CH
AP'..-

y

cr( c-y
b'(b+/»)

CR'.. -= —
y

BQ'..-x

a a l — «

¦"(b-')
•°(h«+«y

°>fc +

Die Strahlen Ap, Bq, Cr schneiden sich in einem
nämlichen Punkte n, wo

_ 1
t 1_ _

1
n

•¦xyz_a0('>i_e)¦¦-(h>_ßytr^j^
Die Strahlen AP, BQ, C R schneiden sich in einem

nämlichen Punkte N, wo

N 1_ 1
_.

1

:°(\+°y »?(\+7y °?(\-rV
Die Strahlen Ap,Bq', CR' schneiden sich in einem

nämlichen Punkte n' wo111n .x:y:z -

•¦(".+¦)'¦"(*-')'"(W 53.
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Die Strahlen AP, BQ', Cr' schneiden sich in einem
nämlichen Punkte N', wo 53v.111N'... x :y:z —

¦«(\—)^{ì + f)'rCi + r)

Die Strahlen AP', Bq, Cr' schneiden sich in einem
nämlichen Punkte n", wo

n„ x. .z
1 1_ 1

«(*—)" bß(X + ßy-cy(\-yj
Die Strahlen Ap', BQ, CR' schneiden sich in einem,

nämlichen Punkte N", wo

AT" - - 1
N". x :y:z — •

«(h.+«)' M ("-«)'»KW
Die Strahlen Ap', BQ', Cr schneiden sich in einem

nämlichen Punkte n'", wo

1 1

x:y:z
•¦(i—)'b'(b-')

1

cy("c + y

Die Strahlen AP', Bq', CR schneiden sich in einem
nämlichen Punkte N'", wo

N,„ x. .z= 1__- 1 1

a«(ha+«)'bHhb^)" cKhc-^y
Als Gleichung der Geraden n N ergibt sich hieraus

aax, b/îy, cyz111' h-« u-ß

b i
' h ' h

a+« b+^ c+y
d.h.: a.a2lx 4-b/ï39y4-c;>Gx o, wo

o,
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•H= l ^X-A)

und wo 58 und 6 sich aus 21 mittelst des Buchstabenrades
ergeben. In Folge von 47 und 48 kommt nun a a %

—• —ß— — —--- -, und wir erhalten die erste der fol-
a bc a ita

genden Gleichungen

Gerade n N, (bß cy)x (c y — a a) y (&a — bß)z __ q
a ß y

Gerade n' N'.. (b^~Cy)x - (^± a-^)y- + ïifl±Ml 0
P y 54.

Gerade n" N" \^±±l^z\ + [£A^> I _ (a«+bfli 0
« £ y

•Geraden'"N'" - (h^+cy)x _i_ (cy + aa)y + (a«-b/î)z
q"« ß -Y

Die Gleichungen der Geraden n'N', n"N", n'"N'"
entstehen aus der Gleichung der Geraden nN, wenn in dieser a
in — a, oder ß in — ß, oder y in — y umgesetzt wird.

Allen diesen vier Geraden in 54 genügt der Punkt
2 v /\2 2

x:y:z aa : bß :c y

Dieses ist aber der Höhenpunkt H des Dreiecks ABC, denn
H als Winkelgegenpunkt des Umkreiszentrums 0 hat die

Coordinaten x : y : z r : ^ : z-, das heisst gemäss 4E
J cos A cos B cos C

2aaaa 2 „2 2ï(\j—= ——, und somit x : y : z a a : b ß : cy w. z. z.
ßy aßf 3 "
Die vier Geraden nN, n'N', n" N", n'" N'" gehen

daher alle durch den Höhenpunkt H des Dreiecks ABC.
Auf diesen Geraden liegen auch respektive die Punkte

x : y : z a : ß : y, x : y : z — a: ß :y, x : y : z a : — ß '• y,
x : y : z a : /Î : — y, deren Bedeutung wir in § 9 kennen
lernen werden.

§9.
Bilden wir jetzt die Gleichung der Geraden p P.
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Mittelst den in 51 angegebenen Coordinaten der Punkte

p und P erhalten wir für diese Gleichung

X

ä'

1

y
ey'

1

z

bß1

1
-1

-,

b Ä'
b~ß

1

h
c-y
i

b+ p
b
c+y

0.

Vergleichen wir dies mit der Gleichung von n N, so kommt

2Ix SB'y g'z__
a "'c/'^b/î-°'

wo 31 dieselbe Bedeutung hat wie oben 21 —^ g-£, und wo

»'

6'

J—i- '
Ra a"

4 Ac 7 cy
+ y y

abc'«// Ra/î'

h
2 b

b + ' h
ß

bß
Rya"

c ' b '

Wir erhalten so die erste der folgenden Gleichungen:

Gerade p P. (bß—cy)x _ y z _
a « P Y

Gerade p'P'.

Gerade q Q

Gerade q'Q'.

Gerade rR

Gerade r' R'.

Bern. Mitteil. 1911.

(b ß A- c y) x _ y _ z

ßaa Y

* j_ (c y — a «) y _ z_

« b/î2' y
o,

î. i (c y + « a) y _z _..." .2 " U'

55.

b/î' y

x Z _i_ (aa — b/3)z
« + ,*+~ c/_ ~°'
x _ y (a a -f- b /î) z _
« ß

'
c/2

Nr. 1800.
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Alle diese sechs Geraden gehen durch den Höhenpunkt

H des Dreiecks ABC oder durch den Punkt

x : y : z —aa : b ß : c y

Aus den Gleichungen dieser Geraden ziehen wir noch die
folgenden Schlüsse:

Die Geraden HpP und Hp'P' schneiden die Seite
BC in zwei zu BC harmonischen Punkten u und u', für

i u y ß i
' y ßwelche u - -, u -- — — -.z y z y

Die Geraden HqQ und H q'Q' schneiden die Seite
CA in zwei zu CA harmonischen Punkten v und v', für

tu - y i - ywelche v - —, v - — — —.
x a x a

Die Geraden HrR und Hr'R' schneiden die Seite
AB in zwei zu AB harmonischen Punkten w und w', für

x a x a

y~ß,w'"y^~ß'
Diesen Punkten u, u', v, v', w, w', deren Coordinaten also:

56.

welche w.

X, y, z

u 0, ß, 7
u' 0, -ß, Y

V a, o, Y

v' a, o, --y
w a, ß, 0

w' — a, ß, 0

werden wir noch wiederholt begegnen.
Zunächst ergibt sich aus diesen Coordinaten:

Die Geraden Au, Bv, Cw schneiden sich in einem
nämlichen Punkte S, für welchen

S x:y :z a : ß :y.
Die Geraden Au, Bv', Cw' schneiden sich in einem

nämlichen Punkte S', für welchen
S'... x : y : z — a : ß : y.

Die Geraden Au', B v,Cw' schneiden sich in einem
nämlichen Punkte S", für welchen

S" x:y:z a: — ß:y. 57.
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Die Geraden Au', Bv', Cw schneiden sich in einem

nämlichen Punkte S"', für welchen 57.
S'" ...x:y:z a:ß:—y.

Am Schlüsse von § 8 sahen wir, dass diese Punkte
S, S', S", S'" respektive auf den Geraden HnN, H n'N',
Hn"N" n'"N'" liegen.

Im Viereck p P p' P' wird die Seite P p von der Gegenseite

P' p/ und von der Diagonalen B C in den Punkten H und
u harmonisch geteilt. Projizieren wir diese Punkte H, u, p, P
von A aus auf die Gerade HnN, so ergibt sich, dass HundS
harmonisch liegen zu n und N. Analog sind S', S", S'"
respektive harmonisch zu H in Bezug auf n'N', n"N", n'"N'".

Aus den so einfachen Ausdrücken der Coordinaten der
Punkte S, S',S",S'" ergibt sich die folgende direkte
Konstruktion dieser Punkte, sowie der Punkte u, u',v,v',w,w':

Durch die Punkte i und I ziehen wir Parallele zu BC,
durch k und K Parallele zu CA, durch 1 und L Parallele zu AB,
so bilden diese sechs neuen Geraden acht dem Stammdreieck
ABC parallele und somit perspektivisch liegende Dreiseite, die
wir mit ikl, IKL, Ikl, iKL, iKl, IkL, ikL, IKl bezeichnen

können, wo aber diese Buchstaben nicht die Ecken der
betreffenden Dreiseite, sondern die durch die gleichnamigen
Punkte parallel zu den entsprechenden Seiten des
Stammdreiecks abc laufenden Seiten dieser Dreiseite
darstellen.

Dies vorausgesetzt sind die Punkte S,S',S",S'" wie folgt
gegeben :

Dreiseite

ikll
IK L \.. gemeins. perspektiv. Zentrum S

abc I

Ikl]
i K L J.]. gemeins. perspektiv. Zentrum S'
abc j

iKl)
Ik L \.. gemeins. perspektiv. Zentrum =* S"
a b c I 58.
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ik Lì
--~-\.. gemeins. perspektiv. Zentrum S'".
abc

58.

w,

w

59.

Und die Punkte u, u', v, v', w, w' sind bestimmt durch :

ASS')__ BSS")_ CSS'"
BC J ' CA )_V' AB

AS"S'")_ BS'"S')_ CS'S"\
BC |_U' CA )~V' AB

Aus den Coordinaten der Punkte S, S', S", S"' erhalten
wir endlich für die Gleichungen der harmonischen Polaren dieser
Punkte in Bezug auf das Dreieck ABC:

x
a

Gerade u' v' w' y i -
ß Y

Gerade u'vw... rr A— oaß Y

Gerade uv'w... --A— o
« ß Y

60.

Gerade u v w' x y -
r- r 0.

« ^ ß .7

§ io.
Laut den in 50 gegebenen Coordinaten der Punkte k und 1

wird die Gleichung der Geraden kl:

d.h.

a

cy' h

y>

i
-ß

_y_

aa

a

21

b/î' aa' h _c

-j- S y + 6 z o, wo

1 fly

-*)(hc-)
„2 2
a a

oder gemäss 47:
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•-(X + fà + r)-»* iA(aû+M + e„

a2 a2 a2 a2 b e

^2A + b/i + cy
2Raa2

Ferner:
2 h 3 U J

v 1 c/ P— -Y —aba/î
aba/î /h \ /h \

cy\c — Y) abca/ïyl-yj
In Folge von 49 ist der Zähler

cr2h _2Ayh =2Ayfy — H Alsowird*8 |A_' c ^ ' c i-±* y c/ abca/î'

oder schliesslich S3 — ^ü—- und analog 6 —
2Ra/î 6 2Rya'

Wir finden so die erste der Gleichungen

Gerade kl... (2 A +b/H-c y) x _ yz q
a aJ ß y

t- - pi (2A-b(î — cy)x.y.zGerade KL... -—--* \- *- A- - o
a a2 fly

(2 A + b fl - c y) x _ y z_

a a2 /» y

61.
Gerade kL...i£^XÜ£_Z£2Li _ ^ + t 0

Gerade Kl (2 A ~b/î +c y) x _f.I_j 0>
a a2 ß Y

und mittelst des Buchstabenrades erhalten wir hieraus die
Gleichungen der analogen Geraden li, LI, II, Li und ik, IK,
iK, Ik.

Aus den Gleichungen 61 geht unmittelbar hervor:
Die Geraden kl und KL schneiden sich und die

Gerade B C im Punkte u'. Und die Geraden kL und Kl
schneiden sich und die Gerade BC im Punkte u, d.h wir
haben :

kLl II) iK)
Kl h"' Li"' Ik=W'

62.

klL„- Hl ik
KL)"-11' LI)_V' IK
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§ H.
In § 6 sind zwei Punkte aufgetreten, die wir mit i' uud F

bezeichnet haben

ul' IUI
Bestimmen wir auch die Coordinaten dieser beiden Punkte.

Gemäss der Coordinaten von u' und von i in 56 und 50
erhalten wir als Gleichung der Geraden u'i

o, — ß, Y

-
'

ß y
' cy' b/î

o,

d. h.: -ifc+fV+ir^T+E*—*
a — aa a

Wir erhalten also die erste der Gleichungen

(ha-«)(b/î + cy)x
Gerade u' i

Gerade u I

Gerade u' I

Gerade ui

bc

Ca* «)(b/»- cy)x

bc

ft+ «)(b/H- cy)x

bc

O- a\(bfl- cy)x

y y — ß - o

bc

A-yy — fl- o

-f-yx + /ïz o

— yy4-/Jz o.

63.

Für den Schnittpunkt i' der zwei ersten dieser Geraden
erhalten wir

xoo2/?y

-(haA-a)j(bfl-cy)ß+(h&-aybßArCy)ß
y -b-
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%ß(\cy-baß
— be

Z rvj
(ha-a)(b^-fcy)y+(ha + «)(b^-cy)y

be

2y( &bfl — cya
~be '

Im Ausdruck von y schreiben wir b sin C, a ß c y cos C
cl

und im Ausdruck von z... c sin B, ya — b/î cos B, so er-
dt

halten wir für den Punkt i' und analoger Weise für den Punkt
F die Coordinatenverhältnisse :

oder auch:

x, y, z

i'
I'

-4-1, sin C — cos C,

— 1, sin C -{- cos C,

sin B — cos B
sin B -f- cos B

64.

x,

i' sin 45°, sin (C — 45°), sin (B — 45°) 64'.
I' — sin 45°, sin (C + 45°), sin (B -f 45°).

Wir sahen 36, dass diese beiden Punkte i' und I' auf dem
Kreise um B C als Durchmesser liegen. Prüfen wir daraufhin
die für diese Punkte erhaltenen Coordinaten.

Die Gleichung irgend eines auf das Dreieck ABC
bezogenen Kreises ist

(a x -f b y -f c z) (21 a x -f- 23 b y -f- 6 c z) — ß5
— abc(ayz-f-bzx-(-cxy) o,

wo 21, iB, 6 die Potenzen der Ecken des Dreiecks A B C in Bezug
auf den gegebenen Kreis darstellen.

Für den Kreis um B C als Durchmesser ist nun 2t

AE-AC bc cos A und 33 o, S o. Die Gleichung dieses
Kreises wird also (ax4-by-j-cz)xcosA—(ayz4-bzx-(-cxy) o,
woraus
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Kreis um BC als Durchmesser

x (x cos A — y cos B — z cos C) — y z o. 66.

Führen wir hier aus 64 die Coordinaten, sei es des Punktes i'
sei es des Punktes I' ein, so sehen wir, dass diese Werte in der
Tat der Kreisgleichung 66 identisch genügen. Auch von den
Coordinaten 50 der Punkte i und I wird man sich mittelst der
Relationen 45 und 46 leicht überzeugen, dass dieselben der
Kreisgleichung 66 genügen.

Bilden wir nun die Gleichung der Geraden i'F.
Aus den Coordinaten 64 der Punkte i' und I' erhält man

hiefür :

Gerade i' F x sin (B — C) -4- y sin B — z sin C o. 67.

Diese Gerade schneidet die Seite B C im Punkte y : z — z- : —.J b c
Die Gerade i' I' geht somit durch die Mitte der Seite B C, und
in Verbindung mit Satz 36 finden wir:

Die Punkte i' und F sind in dem um BC als
Durchmesser geschlagenen Kreise die Endpunkte
des zur Geraden BC senkrechten Durchmessers. 68.

§12.
Aus dem Viereck i' I' i I, wo u und u' die beiden auf B C

liegenden Diagonalpunkte, folgt ferner:
Es liegen u und u- harmonisch zur Strecke AD,

wo A die Mitte der Seite BC, und D der Fusspunkt
des Höhenperpendikels AD ist. Gemäss 10 liegen uu' q
aber auch harmonisch zur Strecke BC Es sind also
u und u' die Doppelpunkte der durch die Punktenpaare

B, C und A, D bestimmten Involution.
Aus 69 folgt auch:

Legt man zu dem um BC als Durchmesser
beschriebenen Kreise durch die Punkte i und I, wo
dieser Kreis von dem durch A gehenden Höhenper-,.-
pendikel des Dreiecks ABC geschnitten wird, einen
Orthogonalkreis, so sind u und u' die Schnittpunkte
dieses Orthogonalkreises mit der Seite B C.

Denn sei X der Mittelpunkt dieses Orthogonalkreises, so ist
die Potenz von A in Bezug auf den um B C beschriebenen Kreis
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Cw Cw' Cw' Cw
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XI2 X B • X C. Und im rechtwinkligen Dreieck X121 ist XT
XD • X21. Für die Schnittpunkte u und u' des Kreises X mit

B C hat man also —^2 | <*B>AC AD-A21 und es sind also
Xu I

u und u' harmonisch sowohl zu B C als zu 21 D, w. s. s.

Hat man so u, u' und analog v, v' und w, w' direkt aus
den ursprünglichen Punkten i, I; k, K; 1, L konstruiert, so
erhalten wir auch direkt die Punkte S, S', S", S'" aus

57'

Seien X, pt, v die Mittelpunkte der Kreise, die wir respektive

durch i, I, durch k, K, durch 1, L orthogonal zu den respektive

um B C, um C A, um A B als Durchmessern beschriebenen
Kreisen legen, so sind in den letztern Kreisen X, pi, v die Pole
der Geraden iI, kK, IL, und somit in Bezug auf die Strecken
B C, CA, AB harmonisch zu den Höhenfusspunkten D, E, F.

Die drei Punkte X, pt, v liegen daher in einer
nämlichen Geraden, der Polaren des Höhenpunktes 71.

H des Dreiecks ABC in Bezug auf dieses Dreieck.

Dass die Mitte X von uu' harmonisch zu D in Bezug auf
B C, ergibt sich auch unmittelbar daraus, dass u u' harmonisch
ist sowohl zu BC als zu 21D, wo 21 die Mitte von BC. Denn
hieraus folgt zunächst XB • /,C=,A2l • XD, d.h. da 21 die Mitte

von BC ist, Al2 — Cl2=A2l-AD, woraus A2I(A3I —AD)

Cl2,d.h. 21X ¦ 21D | *Ça- Also ist X harmonisch zu D in Bezug(21B 6

auf BC, wie zu zeigen.

Die obigen um X, u, v als Mittelpunkten respektive um uu',
v v', w w' als Durchmessern beschriebenen Kreise wollen wir der
Kürze wegen ebenfalls mit X, u, v bezeichnen. Da u u' harmonisch

zu B C und ebenso harmonisch zu 21D, so ist jeder durch
B und C gelegte Kreis und jeder durch 21 und D gelegte Kreis
orthogonal zum Kreise X. Daraus folgt:

Bern. Mitteü. 1911. Nr. 1801
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Der Umkreis und der Neunpunktkreis des Stamm'
dreiecksABC sind Orthogonalkreise der drei Kreise
X, jU, v. Die drei Kreise X,u, v gehören daher einem
nämlichen Kreisbüschel an, nämlich dem Büschel der 72.

Orthogonalkreise des durch den Umkreis und den
Neunpunktkreis von Dreieck ABC bestimmten
Kreisbüschels.

Wir sehen also wieder, dass die Punkte X,pi,v in
einer Geraden liegen, und zwar ist diese Gerade die
Linie gleicher Potenzen in Bezug auf den Umkreis73.
und auf den Neunpunktkreis von Dreieck ABC. Diese
Gerade Xuv steht daher senkrecht zur Eulerschen
Geraden OH des Dreiecks ABC.

In dem durch die Seiten BA und CA und durch die
Höhenperpendikel B E und C F des Stammdreiecks gebildeten Vierseit
sind BC, EF, AH die drei Diagonalen. Somit wird BC von
FE harmonisch zu D geschnitten. Die Gerade E F geht also
durch den Punkt À.

Die Gerade Xuv ist daher auch die perspektivische

Axe des Stammdreiecks ABC und des Drei- 74.

ecks DEF der Höhenfusspunkte.
Wir setzen das Dreieck ABC spitzwinklig voraus, so

liegt der Höhenpunkt H im Innern des Dreiecks und somit auch
im Innern des Umkreises. Aber H ist der positive Ähnlichkeitspunkt

des Umkreises und des Neunpunktkreises mit dem
Ähnlichkeitsverhältnis 1/s. Unter der obigen Voraussetzung wird
daher der Neunpunktkreis vom Umkreise vollständig
umschlossen. Das durch den Umkreis und den Neunpunktkreis
bestimmte Büschel ist daher ein solches der zweiten Art, und
somit das Büschel der Orthogonalkreise ein solches der ersten
Art. Die drei Kreise X,u,v schneiden sich also in den
nämlichen reellen Punkten II und P der Eulerschen
Geraden des Stammdreiecks. Diese Punkte sind die
Nullpunkte des durch den Umkreis und den
Neunpunktkreis von Dreieck ABC bestimmten Büschels,75
oder die Doppelpunkte der durch Umkreis und
Neunpunktkreis auf den Eulerschen Geraden bestimmten
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Involution. Oder es sind II und P einander sowohl
in Bezug auf den Umkreis als in Bezug auf den
Neunpunktkreis harmonisch zugeordnet.

Zu diesen Resultaten gelangen wir auch wie folgt: Das
durch die Geraden u'v'w', u'vw, uv'w, uvw' gebildete Vierseit
das wir das Vierseit U nennen wollen, hat die Strecken u u', v v',
ww' zu Diagonalen. Nach einem bekannten Satze hegen daher
die Mitten X, u, v dieser Strecken in einer nämlichen Geraden,
und die respektive um uu', vv',ww' als Durchmesser beschriebenen

Kreise, d. h. die obgenannten respektive durch i, I, durch
k, K, durch 1, L gelegten Orthogonalkreise der respektive um
B C, um C A, um A B als Durchmesser geschlagenen Kreise,
gehören einem nämlichen Kreisbüschel an, dessen Potenzlinie durch
das Umkreiszentrum des Diagonaldreiecks des Vierseits U geht.
Dieses Diagonaldreieck ist aber das Stammdreieck ABC. Obige
Potenzlinie geht somit durch das Umkreiszentrum O des Dreiecks
ABC. Diese Gerade geht aber auch durch den Höhenpunkt H
von Dreieck ABC, denn es hat H in Bezug auf die Kreise A, u, v

respektive die Potenzen Hi «HI; Hk-HK; Hl-HL, und da
diese Produkte einander gleich sind, so ist also auch H ein
Punkt der Potenzlinie. Wir finden also wieder: die Potenzlinie

des Kreisbüschels X,u,v ist die Eulersche OH
Gerade des Stammdreiecks ABC.

Da wir das Dreieck ABC als spitzwinklig voraussetzen, so
sind, wie wir pag. 217 gesehen, die Potenzen Hi • HI u. s. w.
negativ. Der Punkt H hegt daher im Innern der Kreise X, u, v-

Wir sehen also wieder, dass das von diesen Kreisen gebildete
Büschel ein solches der ersten Art ist, dass sich daher die
drei Kreise X,u,v in zwei reellen gemeinsamen Punkten
JIund P auf der Eulerschen Geraden des Stammdreiecks
schneiden. Wir haben ferner H JT-HP Hi-HI, d.h. nach 1

HJIHP= — 4 R2 cos A cos B cos C 76.

wo R der Radius des Umkreises von Dreieck ABC.
Und da der Umkreis von ABC ein Orthogonalkreis der

Kreise X, u, v ist, so haben wir auch

Oi2.0P R2. 77.
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Aber auch der Neunpunktkreis von ABC ist ein
Orthogonalkreis der Kreise X, u, v. Wenn somit m der Mittelpunkt
des Neunpunktkreises von Dreieck ABC, so ist

T>2

m II ¦ m P =-. 78.
4

Bezeichnen wir mit' £2 die Mitte von P 11 oder den Schnittpunkt

der Axe X u v unseres Kreisbüschels mit der Geraden O H,
so ist

9

0/7-OP Oß2— iJÉ, m/Z-mP — mß-7f#\
2

H//-HP Hß — QU
Die drei obigen Relationen geben daher auch

2 2 1 „omû — Qu =ïR"
O 9 1

on—nn =R
Wìf — Ïi7z2= — 4R2 cos A cos B cos C.

Aber m ist die Mitte von OH. Wir haben daher

mii H ß + ± O H, 0 Q H ß + OH,
und die obigen Relationen geben

(H Q -f -| 0 H)2- &Ï72 i R2

(hû + oh)2- £nf=n2
2

Hß —ß/7 — 4R cos A cos B cos B.

Hieraus können wir die drei Grössen O H, H Q, Q II berechnen.
2

Eliminieren wir zunächst Qu durch Substraktion je zweier
Gleichungen, so kommt

OH-Hß+fOH -=™
J>2

OH.Hfi-f-{ÖH2 j (1 -f 16 cos A cos B cos C),

und hieraus wieder

OH R (1 — 8 cos A cos B cos C), 79.

und O H • H û 6 R2 cos A cos B cos C, woraus
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2 36R2cos2Acos2Bcos2C
m~ 1 — 8 cos A cos B cos b

2 2 2
Die Relation &JI=Hf> -+-4 R cos A cos B cos C gibt

endlich
2 \ 2

QTI 4 R (1 -f- cos A cos B cos C) cos A cos B cos C
ft1

op 1 — 8 cos A cos B cos C

Ferner haben wir

ÖT>2 OH -f- R2 und 4 • nTTì 4 ~QÏl -f R8,

woraus
--—2 R2 • (1 — 2 cos A cos B cos C) ~

g~
1 — 8 cos A cos B cos C

—-z- R2-(14-4 cos A cos B cos C)2 -.-4 • m Q — —. --*•
1 — 8 cos A cos B cos C

Berechnen wir endlich die trimetrischen Normalkoordinaten
des Punktes Li oder des Schnittpunktes der Geraden X fi v mit
der Eulerschen Geraden OH. Wir haben:

Gerade X-iv, d.h. Polare des Höhenpunktes H in Bezug
auf das Dreieck ABC

x cos A -f- y cos B -f- z cos C 0. 84.

Eulersche Gerade OH

x (b2 — c2) cos A -f y (c2 — a2) cos B -f- z (&? —b2) cos C 0. 85.

Hieraus für den Schnittpunkt Li beider Geraden

x cos A (a2 — b2) — (c2 — a2) 2 a2 — b2 — c2. Somit

Punkt Lì

2a2 —b2 —c2 2b2 —c2 —a2 2c2 — a— b2
x : y : z : ¦ — :

cos A cos B cos C „ß
à/' — 2 b c cos Ab2 — 2 c a cos B c2 —2abcosC

cos A cos B cos C

Kehren wir zu p. 251 oder zum Vierseit U zurück, und
betrachten eines der in diesem Vierseit enthaltenen vier Dreiecke
z. B. das Dreieck uv'w'. Seien uy, v' à'', w'e' die drei
Höhenperpendikel und h' der Höhenpunkt dieses Dreiecks, so hegen
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y auf dem Kreise A, ò' auf dem Kreise pi, s' auf dem Kreise v.

Aber y und ò" liegen auch auf dem Kreise um u v' als
Durchmesser, und daher ist h'y • h'u h'd' • h'v' und analog

h'e' -h'w'. Der Punkt h' hat daher in Bezug auf die Kreise
A, pi, v dieselbe Potenz, und liegt somit auf der gemeinsamen
Potenzlinie dieser drei Kreise. Dasselbe gilt von den
Höhenpunkten der drei übrigen im Vierseit U enthaltenen Dreiecke-
Die Höhenpunkte der im Vierseit U enthaltenen vier
Dreiecke liegen daher ebenfalls auf der Eulerschen
Geraden OH des Stammdreiecks ABC.

Diese vier Höhenpunkte liegen bekanntlich auf der Leitlinie

der dem Vierseit eingeschriebenen Parabel. Wir können
daher auch sagen: Die Leitlinie der dem Vierseit U
eingeschriebenen Parabel ist die Eulersche Gerade 87.
des Dreiecks ABC.

Die Diagonalen u u', v v', w w' des Vierseits U sind spezielle
Fälle der dem Vierseit U eingeschriebenen Kegelschnitte, und
wir können die respektive um uu', vv'ww' als Durchmesser
beschriebenen Kreise als die Orte der Scheitel der diese
Kegelschnitte uu', vv', ww' umgleitenden rechten Winkel auffassen.

Allgemein gilt nun der Satz: Für die einem gegebenen Vierseit
eingeschriebene Schar von Kegelschnitten bilden die Ortskreise
der Scheitel der je einen dieser Kegelschnitte umgleitenden
rechten Winkel ein Kreisbüschel. Jedem Kegelschnitte
der dem Vierseit U eingeschriebenen Schar entspricht
so als Ort des Scheitels des diesen Kegelschnitt um-
gleitenden rechten Winkels ein Kreis des Büschels,
dem die Kreise X, pi, v angehören, oder des Büschels, 88.
das zum Umkreise und zum Neunpunktkreise des
Stammdreiecks ABC orthogonal ist, und dessen
Grundpunkte somit auf der Eulerschen Geraden von
Dreieck ABC liegen.

§13.
In 64' haben wir die Koordinaten der Punkte i' und I'

aufgestellt, und mittelst des Buchstabenrades erhalten wir hieraus
die Koordinaten von k', K' und von 1', L'. Hieraus ergibt sich

unmittelbar, dass die Dreiecke i' k' 1' und I' K' L' zum Stammdreieck

ABC perspektivisch liegen. Denn wir erhalten aus 64'
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y sin (C — 45°)

- sin (B-45°)
und analog für die Strahlen Bk' und Cl'. Die drei Strahlen
Ai', Bk', Cl' schneiden sich also in einem nämlichen
Punkte, für welchen

1 1_ 1
X : y : Z ~ sin (A - 45°): sin (B - 45°)

'
sin (C - 45°)

* 89'

Analog die Strahlen AI', BK', CL' schneiden sich
in einem nämlichen Punkte, für welchen

_ 1 1 1
X ' y ' Z "" sin (A + 45°)

"
sin (B + 45°)

'
sin (C + 45°)

' 89''

Nehmen wir die inversen Punkte dieser beiden
perspektivischen Zentren in Bezug auf das Dreieck ABC,
d. h. die Punkte

x : y : z sin (A — 45°) : sin (B — 45°) : sin (C - 45°) und

x : y : z sin (A + 450) : sin (B + 45°) : sin (C + 45°),

so ergibt sich für die Verbindungsgerade dieser zwei
letztern Punkte:

x sin (B — C) 4- y sin (C — A) + z sin (A — B) 0.

Dieses ist aber die Verbindungsgerade des Umkreiszentrums

des Dreiecks ABC mit dem Gegenschwerpunkte

oder Punkt von Lemoine von ABC, oder
derjenige Durchmesser des Brocardschen Kreises von ABC,
der senkrecht steht zur Verbindungslinie der beiden
Brocardschen Punkte von ABC

Das perspektivische Zentrum selber der Dreiecke i' k ' 1' und
ABC, sowie dasjenige der Dreiecke l'K'L' und ABC, liegen
somit auf der inversen Kurve der obigen Geraden d. h, auf
demjenigen' dem Dreieck ABC umschriebenen Kegelschnitte, der
durch den Schwerpunkt von ABC und durch den inversen Punkt
des Umkreismittelpunktes d.h. durch den Höhenpunkt von ABC
geht, d.h.: Das perspektivische Zentrum der Dreiecke
i'k'l' und ABC, sowie das perspektivische Zentrum
der Dreiecke I'K'L' und ABC liegen auf derjenigen90.
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dem Dreieck ABC umschriebenen rechtwinkligen
Hyperbel, die durch den Schwerpunkt von ABC geht,
oder auf der sogenannten Hyperbel von Kiepert.
Nach der bekannten Grundeigenschaft der Hyperbel von Kiepert
folgt dies auch unmittelbar daraus, dass die Dreiecke B i' C,

Ck'A, Al'B gleichschenklig und einander ähnlich sind, und
analog die Dreiecke BFC, CK'A, AL'B.

Ferner haben wir:

Die Dreiecke i'k'l' und F K'L' liegen auch zu
einander perspektivisch, und das perspektivische 91.

Zentrum derselben ist der Umkreismittelpunkt des
Stammdreiecks ABC.

§ 14.

Stellen wir endlich die Gleichungen der Seiten der beiden
Vierseite auf, deren Diagonalen laut 33 neben BC einmal die
dort mit Ia und IIa bezeichneten sich in i' scheidenden Geraden,
und das andermal die sich in I' schneidenden Geraden lila und
IVa sind. Die Seiten des ersten dieser Vierseite sind QR', q'R,
Q'r', qr und diejenigen des zweiten Vierseits Q'r, qr', QR, q' R'.

In 51 haben wir die Koordinaten der Punkte q, q', Q, Q',
r, r', R, R', und wir erhalten hieraus als Gleichung der
Geraden QR':

- a + «

-Y,

x,

h

¦+r)

-fl ß, -aa
bß, a a, A-y)y

d.h.: -(ha + «)Ax+(hb-^By+(hc+y)cZ=0,wo

A
h
b + Y)\ßY+[l+ß'X*-My

lêCb-^Cc+^A + b^-c;,)
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B — ab a fl — cy- l -f- y J, oder in Folge der Relationen 49

B= - 2 Ay (hc + y) und analog C 2 Aß (*-?)•
Wir erhalten so die erste der folgenden Gleichungen:

(ha + «)(2A + b/ï-cy)x
Gerade QR'

Gerade q'R.

Gerade Q' r'

Gerade qr
und

Gerade Q'r

Gerade qr'

Gerade QR

Gerade q'R'

bc

ha + «)(2A-b/î + cy)x

+ yy-/îz 0

_ y y Ar ß z 0
b c

h \ 92.

a-« (2A-b/î-cy)x' A-yy-A-flz=0bc

b-«i(2A + b^ + cy)x
yy — flz^-0bc

fha-«)(2A + b/î-cy)x
V ' __yy + /?z 0

bc

(ha-«)(2A-b|3 + cy)x
V ' +yy-flZ==0bc

93.
(ha + «)(2A-b/ï-cy)x
v ' J —ry —/îz 0

bc
h -fa)(2A + b/î + c7)x

\-yyArflz-=0.bc

Hieraus ergibt sich wieder, wie wir in § 6 gesehen, dass
die Seite BC von den zwei ersten Geraden jeder Gruppe
im Punkte u, und von den zwei letztern Geraden im
Punkte u' geschnitten wird.

Bern. Mitteü. 1911. Nr. 1802.
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Schreiben wir für die Gruppe 92 zur Abkürzung

(ha+«)(2A-W-cy) bc

(ha + «)(2A-b/î-f-cy) bc2r,

(ha-«J(2A-b/î-cy) bc2l",

(ha-«)(2A4- bß-hcy) bcW"

und für die Gruppe 93

(b-aV2A + b/î-cy) bc2ï1,

(ha-«)(2A-b^-fcy) bc3t/,

(ha+ «)(2A-b/»-cy) bcV,
^"

+ «)(2A-r-b^ + cy) bc2l1"',

wo 2ïi; 21/, 21/', 21/", respektive "aus 2Ï, 21', 21", 21'" durch
Umsetzung von a in — a hervorgehen, so sind die Seiten des ersten
dieser Vierseite

QR'... 2lx + yy — /îz 0

q'R... 2l'x-yy-4,îz 0

Q'r' W'x + yy + ßz 0

qr 21'" x — yy~ /iz 0

und die Seiten des zweiten Vierseits

Q' r %1 x — y x + /: z 0

qr'... 21/x-f yx-ßz-^0
QR... 2l/'x—rx- /îz 0

q'R' 2l/"x-f yx-r-,îz 0.

Hieraus erhalten wir für die von u und u' verschiedenen
Ecken des Vierseits 92 oder 92'

Punkt (QR' x:y:z 2/îy: — /î (21 4-21") : 7 (21 — 21")
IQ' -'
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Punkt j l'R x:y:z 2/îy:/î(2l' 4-21'"): — y(21' — 21'")
•6. l qr
Punkt (QR' .x:y:z 2/?y:-/î(2l-2l"'):y(l-|-2r")

l qr
Punkt (l'R x:y:z 2/îy:/?(2I' — 21"): — y(2l' + 2l")

{Q' r'
und für die von u und u' verschiedenen Ecken des Vierseits 93
oder 93'

Punkt JQ^...x: y : z 2 fl y : fl (%-\-%") : - 7(21,-21/')

Punkt j <!*' ,x:y:z=,2^y:-i3(2l14-21/"):7(2l/-2l/")
97. [(- R

Punkt Q'r .x:y:z=2/îr: £(21,-21/"): — y (21.+21/")
Iq' R'

Punkt M£ x: y : z 2/îy :-/î(2ï/ -21/') : y(31/ + 21/')

Für die Gerade la I Q R' j i' Q erhalten wir nunÌQV i qr
mittelst der Koordinaten dieser Punkte die Gleichung

|> yy» /?z

1, —(21 + 21"), 21 -21"
1, 21'+ 21'", —(21'—21'")

0,

d.h.: -Ax4-rBy + /îCz 0, wo
Li

A=(214-2I")(2I'-2I"')—(21—21")(2l'+2ï'")^2(2l'2l"-2ï2l'").
B 2l + 2l'— 21"-21'", C 21-f 21'4- 21" + 21'", woraus, da

wir, A, B, C mit demselben Faktur b c multiplizieren dürfen,

A „16A^(h^-«2))B=8Aft) C==8Aha.
c

Somit

Gerade I a - (h» — «~)ß* + y«y+ha/îz 0.

Aber ha — a b c cos A, j- a b ß cos B, h„ b sin C, und
wir erhalten so die erste der Gleichungen:
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Gerade la — x cos A -f- y cos B 4- z «in C 0
Gerade Ha — x cos A -f- y sin B f- z cos C 0
Gerade Hla x cos A — y cos B -f- z sin C 0 98.
Gerade IVa x cos A -|- y sin B — z cos C 0.

Der Schnittpunkt der Geraden Ia und IIa ist

x o.' cos (B 4- C) — cos A,y~ — cos A (sin C — cos C),
z<~-> — cos A (sin B — cos B), d. h. x : y : z

1 : sin C — cos C : sin B — cos B.

Und als Schnittpunkt der Geraden lila und IVa finden wir

x : y : z — 1 : sin C 4- cos C : sin B 4- cos B.

Aus den Gleichungen 98 verifizieren wir also, dass
Ia und IIa sich im Punkte i' und dass Hla und IVa sich
im Punkte F schneiden.

Aus 98 geht ferner unmittelbar hervor:

Die Geraden Ia und lila schneiden sich und die
Seite AB im Fusspunkte F des Höhenperpendikels
CF, und die Geraden IIa und IVa schneiden sich und 99.

die Seite CA im Fusspunkte E des Höhenperpendikels
BE.

Dieses in Verbindung mit 68 und 36 ergibt die nachstehende
direkte Konstruktion der Geraden la, IIa, Illa, IVa:

Seien i' und J' die Endpunkte des zu BC
senkrechten Durchmessers im Kreise um BC als
Durchmesser (i' auf derselben Seite von BC aus wie die
Ecke A), so sind die Strahlen, die man durch den
Fusspunkt E des Höhenperpendikels BE nach den 100.

Punkten i' und J' zieht, die Geraden IIa und IVa und
die Strahlen, die man durch den Fusspunkt F des
Höhenperpendikels CF nach den Punkten i' und J'
zieht, sind die Geraden Ia und lila.

Aus dieser Konstruktion 100 verbunden mit den Gleichungen
98 folgt auch:

Die Punkte auf BC, für welche

11, 11y : z — : oder y : z —
sin B cos C ' sin B cos C
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sind resp. die Schnittpunkte von BC mit den Geraden
EJ' und Ei'. 101.

Und die Punkte auf BC, für welche
1 1 - -y : z : oder y : z : —-

cos B sin C cos B sm B
sind respektive dieSchnittpunkte von BC mit denGeraden
FJ' und Fi'.

Im Vierseit Ia, IIa, lila, IVa haben wir also als Paare von
Gegenpunkten einmal i' und J' und das andere mal E und F-
Bestimmen wir jetzt das dritte Paar von Gegenpunkten,
nämlich die Schnittpunkte Ia, IVa und IIa, lila.

Für den Punkt Ia, P7a erhalten wir aus den Gleichungen 98

x r>o cos (B — C), y oo (cos C — sin C) cos A,
z oo (cos B 4- sin B) cos A.

Und für den Punkt Illa, IIa
x oo cos (B — C), y oo (cos C 4- sin C) cos A,

z oo (cos B — sin B) cos A.

Als Gleichung der dritten Diagonale unseres Vierseits

ergibt sich hieraus

x cos A
~C? y' z'

1, cos C — sin C, cos B 4- sin B
1, cos C -j- sin C, cos B — sin B

102.

103.

cos (B 0

oder xcosA
2t-fy93 4-z6 o,

cos (B — C)

21 — 2 sin (B 4- C) — 2 sin A, 33 2 sin B, 6 2 sin C.

Die Gleichung der dritten Diagonale ist also

x cos A sin A

wo

4- y sin B 4- z sin C 0. 104.
cos (B — C)

Diese Diagonale schneidet somit die Seite B C in demselben
Punkte, wo die Gerade a x 4- b y 4- c z 0, d.h. die unendlichferne

Gerade. Die dritte Diagonale des Vierseits Ia IIa
Illa IVa ist somit der Seite BC des Stammdreiecks
parallel.
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Berechnen wir die Distanz dieser Diagonalen von der

Seite B C. Diese Distanz ist gleich dem wahren Werte der
x-Koordinate in den Ausdrücken 102 und 103. In 102 sei x

X cos (B — C), y A (cos C — sin C) cos A, z A (cos B 4-
2 A4- sin B) cos A. Aber ax-f-by-fcz 2/\, und somit ——

— acos(B — C) 4-b(cosC — sin C) cos A 4-c (cos B -f-sinB)cosA=

a cos (B — C) 4- a cos A 2 a sin B sin C. Somit A —
a sin B sin b

R, wo R der Umkreisradius des Dreiecks ABC.

Für die Distanz der Diagonalen a l und von der
IVa/ lilla

Seite B C erhalten wir somit x R cos (B — C).
Wenn aber 0 der Mittelpunkt des Umkreises von ABC

und H der Höhenpunkt, so ist 40AH C-B. Zieht man
also durch 0 eine Parallele zu B C, welche Parallele das
Höhenperpendikel AD in s trifft, so ist s A R cos (C — B). Macht
man also auf A D die Strecke D a s A oder A a O 2Ï, so ist
a der Schnittpunkt der in Rede stehenden Diagonalen mit A D.
Aber A H — 2 • O 21 und wir finden schliesslich :

Die zu BC parallele Gerade Ial...| IIa schneidetv IVa/ /lila
das Höhenperpendikel AD in der Mitte a des
Eckabschnittes AH.

Es ist a der Mittelpunkt des Umkreises von Dreieck A E F,
und wir behaupten nun, dass die Punkte

(Ia, IVa) Va und (IIa, lila) Wa 105.

die Endpunkte des zu BC parallelen Durchmessers dieses
Umkreises seien. In der Tat, wenn wir wieder den Kreis um BC
als Durchmesser betrachten, so ist

JL E Va F Bogen F B -~ Bogen E -2

_ (i'BI'-i'F)-(Ei' F-i'F) BF C—Ei'F h~~
2

~~
2

2$. E Va F E A F. Der Punkt Va liegt somit auf dem Umkreis
des Dreiecks A E F und analog der Punkt Wa, und da wir ander-
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seits wissen, dass die Gerade Va Wa durch den Mittelpunkt a

des letztern Kreises geht, und zu B C parallel ist, so ist unsere
Behauptung erwiesen.

In dem von den Geraden la, IIa, Illa, IVa gebildeten

Vierseit sind also zwei Gegenecken im Kreise
um BC als Durchmesser die Endpunkte i' und F des
zu BCsenkrechtenDurchmessers, zwei andereGegen-
ecken sind die Fusspunkte E und F der Höhenper-106.
pendikel BE und CF des Stammdreiecks ABC, und
das dritte Paar Gegenecken sind im Kreise um AH
als Durchmesser die Endpunkte Va und Wa des zu
AH senkrechten Durchmessers.

Eine Verifikation dieses Satzes erhalten wir wie folgt : Es
ist E F die gemeinsame Sehne der Kreise um BC und um AH
als Durchmesser, daher steht die Gerade 2la senkrecht zu
EF und geht durch die Mitte von EF. Die Mitten der drei
Diagonalen Fi', EF, VaWa des obigen Vierseits liegen somit
in einer Geraden, w. s. s.

§ 15-

Betrachten wir neben dem obigen Vierseite noch die
analogen, die sich respektive auf C A und A B beziehen, so schneiden
sich also drei sich entsprechende Diagonalen der drei Vierseite
im Umkreiszentrum O des Stammdreiecks, drei andere sich
entsprechende Diagonalen bilden das Dreieck der Höhenfusspunkte
des Stammdreiecks, und die drei übrigen sich entsprechenden
Diagonalen bilden ein zum Stammdreieck paralleles und
kongruentes Dreieck, das mit jenem Umkreiszentrum und Höhenpunkt

gegenseitig vertauscht und gemeinsamen Neunpunktkreis
hat; der Mittelpunkt dieses Neunpunktkreises ist das Ähnlichkeitszentrum

der beiden Dreiecke.
Die Gleichungen für die Seiten der zu la, IIa, Illa, IVa zwei

analogen Vierseite erhalten wir aus 98 mittelst des Buchstabenrades

:

Gerade I b x sin A — y cos B 4- z cos C 0
Gerade IIb x cos A — y cos B 4- z sin C 0 „„,
Gerade IHb x sin A 4- y cos B — z cos C 0
Gerade IVb — x cos A 4-y cos B4z sin C 0, und
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Gerade le x cos A 4- y sin B — z cos C 0
Gerade Ile x sin A -j- y cos B — z cos C 0 __,,
Gerade IIIc — x cos A -f- y sin B 4- z cos C= 0
Gerade IVc x sin A — y cos B 4- z cos C 0.

Die Anschauung dieser Gleichungen 98, 98', 98"
zeigt, dass von den entsprechenden zwölf Geraden
je zwei miteinander identisch sind, so dass diese drei 107.

Vierseite nur von sechs voneinander verschiedenen
Geraden gebildet werden.

Diese sechs Geraden wollen wir jetzt mit ga, g/, gb, gb',

gc, gc' bezeichnen, nämlich

x sin A — y cos B 4- z cos C — 0

x sin A 4 y cos B — z cos C — 0

x cos A 4- y sin B — z cos C 0

— x cos A 4- y sin B 4- z cos C 0

— x cos A -j- y cos B 4- z sin C 0

x cos A — y cos B 4- z sin C 0.

Es gehen

ga und g/ durch den Höhenfusspunkt D,

gb und gb' durch den Höhenfusspunkt E,

gc und g/ durch den Höhenfusspunkt F,

und man hat

Vierseit IVa IIa la lila gb gb' gc g/
Vierseit IVb IIb Ib Illb gc g/ ga g/
Vierseit IVc nc Ic IIIc ga g/ gb gb'.

Die 15 Ecken des Sechsseits 108 sind die Höhenfuss-
punkte D, E, F des Stammdreiecks ABC, die Punkte

/ J'; k', K'; 1', L' auf den respektive um BC, CA,AB als
Durchmesser beschriebenen Kreisen je die Endpunkte der zu 109.

diesen Dreieckseiten senkrechten Durchmesser, und endlich die
Punkte Va, Wa; Wb üb; Uc, Vc, auf den um AH, BH, CH
als Durchmesser beschriebenen Kreisen je die Endpunkte
der zu diesen Höhenabschnitten senkrechten Durchmesser.

8.' Ib IVc

g.' mb nc
8b- Ic IVa

*' IIIc IIa
ëc Ia IVb..
k.' Hla IIb
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Stellen wir gemäss 33, 34, 35, 99, 100, 106 die Punkte
zusammen, die auf den sechs Geraden g liegen, so finden wir:

Auf jeder der sechs Geraden g liegen neun
ausgezeichnete Punkte, nämlich

Gerade | Punkte

110.

RP'v
R'p'v''

j r' P v
l r p v' '

{ P'qw
Ip'Q'w''

jrq'w
IPQW

R'pv
RPv''

r p' v
1 r'P'v''

|PQ'w;
/ pqw''

fp'Qw
/ P'q'w'

PQ'w'
P'q'w''

(p'Qw5
/p q w' '

(Q'ru
/q'R'u''

| q r' u
/QRu'

P'qw
PQw''

f pq'w
/p'Q'w''

J Q R' u
/ q r u' '

| q'Ru
/Q'r'u'

QR'u
Q'rV'

1 q'Ru
1 q r u' ' {R'pv

/r'P'v''
| rp' v
/ RPv'

Q'ru
QRu''

| q r' u
1 q'R'u''

j RP'v;
/ r p v' '

fr'Pv
/R'p'v'.

gB D,k',L',Wb,Uc,

D, K', 1', Üb, Vc,

E, 1', J' Uc, Va,

E, L', i', Vc, Wa,

F, i', K', Va, Wb,

F, J' k', Wa, Ub,

Wenn das Dreieck ABC stumpfwinklig wird, so werden
auf diesen Geraden je die 4 letztangegebenen Punkte imaginär, die
Geraden g selber aber und je die 5 erstangeführten Punkte auf
denselben bleiben reell.

Durch den Höhenfusspunkt D gehen die Kreise um A C

und um AB als Durchmesser; die Geraden D k' und DK', oder
DL' und Dl' sind daher zu einander senkrecht. Im Punkte
D stehen also die Geraden ga und ga' zu einander
senkrecht, und analog im Punkt e E sind die Geraden 111.

gb und gb', und im Punkte F sind die Geraden gc und
g/ zu einander senkrecht.

Bilden wir aus den sechs Geraden g in der Reihenfolge
ëa, ëb ëc g/ §b Sc' em einfaches Sechseck, so sind die aufeinanderfolgenden

Ecken derselben die Punkte L' i' K' 1' J' k', und die
Verbindungslinien je zweier Gegenecken d. h. die Geraden L' 1',

i' J', K' k' schneiden sich in einem nämlichen Punkte, dem
Umkreiszentrum O des Stammdreiecks.

Bern. Mitteil. 1911. Nr. 1803.
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Die sechs Geraden g sind also einem nämlichen
Kegelschnitte G umschrieben. 112.

Da nun nach 111 in den Höhenfusspunkten des
Stammdreiecks je zwei der Geraden g zu einander senkrecht stehen, so

folgt: Der Neunpunktkreis des Stammdreiecks ist
der Ort der Scheitel eines den Kegelschnitt G

umgleitenden rechten Winkels. Der Kegelschnitt G ist
somit konzentrisch zum Neunpunktkreise des Stamm-113.
dreiecks,und wenn « und /îdie halben Axen des
Kegelschnittes G sind, so hat man je nachdem derselbe
eine Ellipse oder eine Hyperbel ist 4 a2 4- 4 ß2 R2,

oder 4 a2 — 4/?2 R2

Im Neunpunktkreis seien D', E', F' die Diametralpunkte
der Höhenfusspunkte D, E, F, oder die Punkte, wo die Geraden

Fi', K'k', L'T den Neunpunktkreis wiederum schneiden, so
gehen durch D' die respektive zu ga und ga' parallelen
Tangenten ya und y/ unseres Kegelschnittes, durch E' die respektive
zu gb und gb' parallelen Tangenten yb und yb', und durch F' die
respektive zu gc und g/ parallelen Tangenten yc und y/.

Die Geraden g und y zusammen bilden drei dem
Neunpunktkreise eingeschriebene und dem Kegel-114.
schnitt G umschriebene Rechtecke.

Die Geraden y bilden ein zu den Geraden g paralleles

und kongruentes einfaches Sechseck, das den
Höhenpunkt H des Stammdreiecks zum Brianchon'schen
Punkte hat.

Diese Geraden y haben zu einem zu ABC parallelen

und kongruenten Dreieck, das mit diesem
gemeinsamen Neunpunktkreis aber Umkreiszentrum
und Höhenpunkt vertauscht hat, und dessen Seiten 115.
auf den Geraden Va Wa, Wb Ub, Uc Vc liegen,
dieselben Beziehungen wie die Geraden g zum Stammdreieck

ABC.
Es ist nun leicht, Tangenten von G in beliebiger

Anzahl zu konstruieren: Sei z.B. w ein variabler Punkt
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der Geraden I' i', so möge k' w die Gerade gc in Z, und L'w die
Gerade gb in Y schneiden, so ist YZ eine variable Tan-116.
gente von G. Oder es möge K' w die gerade g/ in Z',
und 1' w die Gerade gb' in Y' schneiden, so ist auch Y' Z'
eine variable Tangente von G.

Das Buchstabenrad ergibt hieraus analoge Konstruktionen
von Tangenten von G, wenn wir w die Gerade K' k' oder die
Gerade L' 1' durchlaufen lassen.

Lassen wir in 116 Z in den Schnittpunkt von gb und gc
rücken, so geht Y in den Berührungspunkt ß von gb über. Oder
lassen wir Y in den Schnittpunkt von gb und gc rücken, so geht
Z in den Berührungspunkt y von gc über.

Der Strahl, der den Schnittpunkt Va von gb und gc mit
k' verbindet, schneide also i'F in w, so trifft L'w die
Gerade gb in ihrem Berührungspunkt fl. Und wenn der 117.

Strahl, der den Schnittpunkt Va von gb und gc mit L'
verbindet, i' I' in w schneidet, so trifft k' w die Gerade gc
in ihrem Berührungspunkt y.

Analog werde i' F vom Strahl, der den Schnittpunkt
Wa von g/ und g/ mit K' verbindet in w geschnitten, so
trifft l'w die Gerade g/ in ihrem Berührungspunkt /î'. 117'.
Und wenn der Strahl, der den Schnittpunkt Wa von gb'
und gc' mit 1' verbindet, i'F in w schneidet, so trifft K'w
die Gerade g/ in ihrem Berührungspunkte /.

Endlich möge der Strahl, der i' mit dem Schnittpunkt

Uc von ga und gb verbindet, 1' L' in w schneiden, so

trifft K'w die Gerade ga in ihrem Berührungspunkt a.
Und wenn der Strahl, der I' mit dem Schnittpunkt Vc von
g/ und gb' verbindet l'L' in w schneidet so trifft k'w die
Gerade ga' in ihrem Berührungspunkte a'.

Da wir ferner den Mittelpunkt pi des Kegelschnittes G

kennen, so ergeben die Berührungspunkte der Geraden g
unmittelbar auch die Berührungspunkte der hiezu parallelen

Geraden y.
Auch die Berührungspunkte der in 116 konstruierten

variabeln Tangenten YZ und Y'Z' ergeben sich in ein-
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fâcher Weise : Der Strahl, der F mit dem Schnittpunkt
von YZ und g/ verbindet, schneide YL' in w, so trifft
k'w die Gerade YZ in ihrem Berührungspunkte. 118.

Oder der Strahl, der i' mit dem Schnittpunkte von Y' Z'
und gb verbindet, schneide' YI' in w, so trifft K'w die
Gerade Y' Z' in ihrem Berührungspunkte.

Haben wir den Berührungspunkt irgend einer Tangente
G konstruiert z. B. den Berührungspunkt a der Geraden ga, so
ist fi a ein Halbmesser von G, und ziehen wir durch den Mittelpunkt

f.i zu ga eine Parallele, so liegen auf dieser die zu ;t a

konjugierten Halbmesser. Sei ria u und bezeichnen wir
den hiezu konjugierten Halbmesser mit v, so ist v gegeben durch
u24-v2 ç,'2, wo g der Radius des Neunpunktkreises. Es ist
somit v2 gleich der mit entgegengesetztem Zeichen
genommenen Potenz des Berührungspunktes a von ga in
Bezug auf den Neunpunktkreis.

Wir erhalten so nach Grösse und Richtung zwei konjugierte

Halbmesser von G, und können schliesslich nach _
Grösse und Richtung die Axen des Kegelschnittes G

konstruieren.
Wenn ein Winkel des Stammdreiecks ABC gleich

45° ist, so geht der Kegelschnitt G in die Gerade über,
welche die Höhenfusspunkte, die auf den jenen Winkel ein-
schliessenden Seiten liegen, miteinander verbindet, s. 102 und
103. Durch jeden dieser beiden Fusspunkte gehen dann je sechs

von den 12 Geraden g und y. Wenn alle Winkel des Dreiecks 120.

ABC grösser als 45° sind, oder was auf dasselbe
herauskommt, wenn das Dreieck i'k'l', ganz innerhalb des Dreiecks
ABC liegt, so ist G eine Ellipse. Wenn aber ein Winkel
von ABC kleiner als 45° ist, so ist der Kegelschnitt G eine

Hyperbel.
23. Februar 1902.
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Corrigenda: Seite 231, Zeile 14 lies p. 53.
Seite 243, Schluss v. Absatz lies Hn'"N'", statt n'"N'".
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