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J. Neuberg (Lüttich).

(Eingereicht den 20. März 1910.)

Über die Kiepertsche Parabel.

1. Eine Transversale t treffe die Seiten A2A3, A3Ap AtA2
desDreiecks A1A2A3 in den Punkten B1, B2, B3. Aus diesen als
Zentren mit den Halbmessern B1A1, B2A2, B3A3 beschreibe man
drei Kreise \JV U2, Us. Letztere schneiden sich in denselben zwei
Punkten P, P' oder gehören zu einem Kreisbüschel W, wenn t
eine Tangente der dem Dreiecke eingeschriebenen Parabel ist,
welche die Apollonische Zentrale berührt (Kiepertsche Parabel).

Dieser hübsche Satz, den ich neu glaube, ist kürzlich von
Herrn 0. Schenker1) bewiesen worden. Eine bekannte Lage von
t ist die Apollonische Zentrale; P, P' sind alsdann die
sogenannten isodynamischen Punkte. Nimmt man für t die Dreieckseite

A2A3, so wird B2 A3, B3 A2; die Kreise U2, U3 haben
denselben Radius A2 A3 und schneiden sich in den Scheiteln Cx, C/ der
über A2AS als Basis errichteten gleichseitigen Dreiecke; für Bx
muss man den Schnittpunkt Dx der Seite A2A3 mit der
Mittelsenkrechten der Strecke Al Ct nehmen. Dt ist offenbar der
Berührungspunkt der Seite A2A3 mit der Kiepertschen Parabel.
Ähnlicherweise findet man die Berührungspunkte D2, D3 der
Dreieckseiten A3A15 AjA3; wie bekannt treffen sich die Geraden
A1D1, A2D2, A3D3 auf der Steinerschen Umellipse im Steinerschen
Punkte.

Die Büschel W könnten wohl noch andere interessante
Eigenschaften haben. Ich gebe hier einen Beitrag, in der Hoffnung
weitere Untersuchungen oder auch Vereinfachungen der analytischen

Behandlung anzuregen.

l) Über eine dem ebenen Dreieck eingeschriebene Parabel (Mitteilungen
der naturforschenden Gesellschaft in Bern aus dem Jahre 1908).
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2. In baryzentrischen Koordinaten1) ftv u2, (t3 lauten die
Gleichungen des Umkreises U, der unendlichfernen Geraden L,
eines beliebigen Kreises und der Transversale t:2)

U a{ ft2fi3-\ a2 fi3ft1-\-a3 ftlft2= o,

L^^i + ^ + ^s^0'
U — L (Vlfix -f p2^2 + p3yu3) o, (1)

t llftl -f- l2fi2 -j- l3fi3 o;

av av a3 bezeichnen die Längen A2A3, A3A1, AxA2; px, p2, p3 sind
die Potenzen der Ecken A1? A2, A3 in bezug auf den Kreis (1).

Es seien jetzt V12, V13 die zwei durch Ax gehende Kreise,
deren Zentren A2 und A3 sind; ihre Gleichungen ergeben sich
sofort aus (1), da respektiv

2 a—i 2 a—i 2 2 2

Pi O, Pa — «g» P3 A3A2— A2A1 »1 — «3

Pl °» P2:==»l — «2) PS= —«V
Mithin kann man schreiben

V12 U-LL12, V13 U-LL13, (2)

„ T 2,r2 2-, y /2 2\ 2
W0 L12 — «3^2+ ("l — "s) /"3' L13 — K _ a2> /*2 ~ «2^3-

L12 o, L13 o sind die Gleichungen der Radikalaxen der
Kreispaare UV12, UV13.

Die Kreise V12, V]3, Ux gehören zu einem Büschel Wv dessen

Grundpunkte die Ecke A1 und deren Spiegelbild A:' zu A2Ag
sind. Die Gleichung irgend eines Kreises des Büschels Wt ist

mV12 — nV13^o;
<las Zentrum dieses Kreises teilt die Strecke A2Ag nach dem
Verhältnisse n : m. Für den Kreis XJ1 ist also

n:m B1A2:B1A3==:A2a3.
Hieraus schliesst man die Gleichungen

Ui=^3V12 *2^13==0> I

TJa l1Ya-lJai o, (3)

u3^a2v31-^v32^o.2)

') Im Nachtrage gebe ich Aufklärungen über die Beweismittel, die
noch nicht ganz klassisch geworden sind.

*) Dasselbe Symbol bezeichnet eine Lime una aas erste Glied ihrer
Gleichung.

r) Die Symbole W W V L bedürfen keiner besonderen
Jbrklarang.
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Die Elimination der veränderlichen Grössen Av %2, kA gibt

für den Ort der Punkte P, P' :

V V V =V V V (41* 12 " 23
Y

31 v 21 v 32 * 13" W
Mithin ist das Produkt der Potenzen eines Punktes dieses

Ortes in bezug auf die Kreise V12, V23, V3l gleich dem Produkte
seiner Potenzen in bezug auf die Kreise V21, V32, V,3.

Die Gleichung (4) ist vom 6. Grade in ftv fi2, /t3; jedoch
kann man einen Faktor L ausscheiden. Nach Einsetzen der Werte
V U — LL bekommt manrs rs

— AU2L-f-RUL2-CL3=-o; (5)

wo A, B, C die Aggregate
L12 + L23 + L31 — L21 — L32 — L13'

L12 L23 + L23 L31 +" L31 L12 ~~ L21 L32 — L32 L13 ~~ L13 L21>

L12L23L31 — L21L32L13

bezeichnen. Um diese zu berechnen, schreibe man
o p p p p

L12 ax ft3 — a3 (ft2 + ft^ — al fi& -f- «3 ^— «3 L, usw.
und setze

Q * O ') p p O

«2 A*3 + «3 i"2 ll> a3 th + ftl H — \> ai <"2 + a2 i"l V
so dass

L12 — h — «3 L> L23 ]3 — "Ï L> L31 \ — «2 L>

L21 lx — «3 L, L32 12 — «x L, L13 --= 13 — a2 L;
dann bekommt man')

A o, B L 2 (a2 — «3 lv
C — l?2a\ (a22 — a3) 1: — L 2 (a\ — «*) \ 13.

Setzt man noch

2(a\ — a\)\ — X), 2a\(a\ — a\)\ ïï,

2(a\ — ßg)l2l3=F,
so reduziert sich (5) nach Unterdrückung des Faktors L zu

DU + L(LE + F)=o. (6)
Der eigentliche Ort der Punkte P1P' ist also eine zyklische Kurve
3. Ordnung.

') Das Zeichen 2 deutet hier ein Aggregat von drei Gliedern an, die
sich aus den ersten, welches hinter diesem Zeichen steht, durch zweimaliges
Vorrücken der Indices ableiten.
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Die Gleichungen ^ o, L, o, 13—0 stellen die Tangenten
in Av A2, A3 an den Umkreis dar. D — o ist die Gleichung der
Eulerschen Gerade, die das Umzentrum M, den Schwerpunkt S

und das Orthozentrum H enthält. Denn für den Punkt S hat
man ^ — [t2 fi3, folglich

h : k '¦ k — al + "s : "s + o2 : a2 + «2

und letztere Summen sind eine Lösung von D o ; eine andere

Lösung ist ^ 12 13 und aus dieser folgert man

^1 t*2 Pa ') ™2,2,2 2v 2,2, 2 • 2X 2/2,2 2-,

«1 («2 + aS — "l) »2(tt3+0!l — "J «3 ("l T «2 — as)

was gleichbedeutend ist mit
fiY: ft2: fi3 sin 2 A1 : sin 2 A2 : sin 2 A3

und auf den Punkt M hinweist. Aus (6) erhellt, dass M H eine

asymptotische Richtung der Kurve ist.
Eine weitere Rechnung-gibt

E 2a\ a\ (a\ — a\) fiv
12 18 «2 a\ fi\ + a\ 2a\ ft2 ft3, usw.,

F 2 a\ a\ (a\ -- a3) fi\,
LE -f- F Su, • 2 a\ a\ (a\ — a\ ^ -f 2a\ a\ (a\ — a\ ft\

v 2 / 2 2 \ * 2 * 2 2\2ai («2 — «3 («2 + % — ai /"g/V
Die Gleichung L E + F o stellt einen Kegelschnitt dar,

der durch die Ecken Av A2, A3, den Mittelpunkt M und den
Lemoineschen Punkt K geht; man sieht letztere Eigenschaften,
indem man ftv fx2, u3 durch die Nenner der Brüche (7) oder durch

ax «2 a3 ersetzt.2)
3. Um die Umhüllungskurve der Transversale t zu finden,

schreibe ich die Gleichungen (3) in folgender Form:

') Um diese Proportionen zu finden, kann man das System 1 1 1«
1 2

durch folgendes ersetzen, wo K eine Hilfsgrösse ist:

£_ i 2_ Tz 2 1_ l L V 2—F+_2~ KV T + —2" K%> ¦ • ¦
a « 1 a ¦ a ò

2 3 3 1

2) Ein anderer merkwürdiger Punkt dieses Kegelschnittes ist der
Seitengegenpunkt des Orthozentrums H, mit den Koordinaten

2 i 2 2 2 i 2

2 ' 3 1 ' 3
'

1
«2,

2 ' 1 ' 2
-«2
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Ul _TT t *3L12 —*2L13
-= j- U — L U — LM, o, usw.
H ~ k2 k3 ~~ k2

M1 o, M2 o, M3 — o sind die Gleichungen der Radikal-
axen der Kreispaare UU^ UU2, UU3; M1 — M2 o, M1 — M3=o,
die der Kreispaare UjU2, ^U^ Sollen die zwei letzten Axen
zusammenfallen in eine Gerade i, so müssen die drei Geraden

Mj, M2, M3 sich in einem Punkte I der Geraden i treffen. Jedoch
ist diese Bedingung nicht hinreichend, wenn man für t einen
beliebigen Durchmesser des Umkreises nimmt.

Der Punkt I genügt den drei Gleichungen
^3 L12 7~ K L13 — °> Al L23 "7 L3 L21 °> K L31 ~~ K L13 °-

Die Elimination der veränderlichen Grössen Xv /2, l3 gibt für den

Ort des Punktes I
L12 L23 L31 — L13 L21 L31 °>

oder nach dem obigen
C L(LE + F) o;

dieser Ort besteht also aus der unendlich fernen Geraden, welche
den Durchmessern des Umkreises als Transversale t entspricht,
und dem Kegelschnitt A1A2A3 OK.

4. Ordnet man die Gleichungen M1 o, M2 o, M3 o nach

/t., ft2, ft3, so bekommt man

[("l — al l2 + «3 ls] f2 — [a2 h — (°3 — al ;'s] "v
[(«2 — «3 ^3 + "l *l] ^3 — [a3 l3 * ("l — a2 *l] Pv

[(«3 — «1 h + «2 h] Pi — [al K — («2 — »3 ki\ U2-

Durch Elimination von ftv fi2, fi3 erhält man für die Gleichung
der Enveloppe von t in Linienkoordinaten X., X2, X3:

2 («2 — a2 («2 — a\ (a3 — a\ XLX2X3

-{-2(a\ — a\) X1 X2 [a\ Xy (a\ + a\ — a\

-f a\ X2 (al -f- a\ - a\ ] o.

Setzt man
2a\ X1 («2-h«3 — «2)=GQpOpPp • -« •

und entwickelt (a1 — a% (a2 — a3 («3 — a^ so wird diese

Gleichung
— 2XiX2XzIa\ (a\— «2

+ I (a\ — a\ \ l2 [G — ß2 l3 (a\ -f «2 - ß2 ] o,
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oder einfach
G I (tt\ — a\ Xr Ä2 o.

Die Gleichung G o drückt aus, dass t durch den Punkt M

geht. Die eigentliche Lösung des Problems ist
2'(«2-«2) XlX2 o; (8)

sie wird befriedigt durch Xx X2 — X3 und durch X1:X2: lâ

111.~2~ : ~2~ '¦ ~~2~- Hieraus schliesst man, dass die gesuchte Kurve
ax a2 a3

die Seiten des Grunddreiecks, die Gerade L und die Apollonische
Zentrale berührt; sie ist also die Kiepertsche Parabel.

5. Die Radikalaxe i der Kreise U1? U2 hat zur Gleichung
^3 "^12 — K2 "^13 K "^23 — ^3 ^21

X2 — X3 X3 — X,
(9)

unter der Bedingung (8). Aus dieser folgt
2

(«1 — «2 h l:
^

3 r 2 2 \ n p / 2 2\i'(»2 — «3 h + («3 — "l K

Ì 7 _J
(«2 — ßg (X2 - jj^2 A3 A2 ,2 2, ¦ | 2 2

(«2 — «3 A2 + (»3 - "l Al

(«3 — «1 (^1 - h)
1

(«2 - al K + («1 — ai ;i
Führt man diese Werte in (8) ein und unterdrückt

gemeinschaftliche Faktoren, so bleibt eine Gleichung von der Form

in welcher cp, und ip2 lineare Funktionen von ftv ft2, fts darstellen.

Mithin geht die Gerade i durch einen festen Punkt. Dieser ist
offenbar der Mittelpunkt M des Kreises U, da den Seiten des
Dreiecks A1A2A3 und der Appollonischen Zentrale die
Mittelsenkrechten der Seiten und ein Durchmesser von U entsprechen.

6. Die obigen Ergebnisse können auch synthetisch aufgestellt
werden.

Man wähle beliebig das Zentrum Bx des Kreises Ur Nach
einem bekannten Satze geht die Radikalaxe von \Jl und irgend eines
Kreises des Büschels W2 durch einen festen Punkt J2 der Axe
A2 A'2 dieses Büschels. Ebenso geht auch die Radikalaxe von U
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und irgend eines Kreises des Büschels W3 durch einen festen
Punkt J3 von A3A'3. Hieraus folgt, dass die Schnittpunkte P, P'
des Kreises Ux und der Geraden J.2J3 konzyklisch sind mit A2, A'2
und auch mit A3, A'3. Damit haben wir drei Kreise XJV U2, U3
der Büschel Wv W2, W3, welche zwei gemeinsame Punkte P, P'
besitzen.

Einem Punkte Bt von A2A3 entspricht nach dem Vorigen
ein einziger Punkt J2 auf A2A'2 und ein einziger Punkt J3 auf
A3A'3. Umgekehrt entspricht einem Punkte J2 von A2A'2 ein

einziger Punkt Bt von A2A3 und folglich auch ein einziger
Punkt J3 von A3A'3; denn der Kreis Ut ist bestimmt durch zwei

gegebene Punkte Av A\ und durch die Bedingung, dass seine
Potenz in bezug auf J2 gleich J2A2. J2A'2 ist.

Hieraus fliesst, dass die Punkte J.„ J3 zwei projektive Reihen

erzeugen, die sogar perspektiv sind. Denn man kann für t die
unendlichferne Gerade L wählen; die Kreise \JV U2, U3, deren
Zentren die unendlichfernen Punkte der Seiten A2A3, AgAj, AtA2
sind, bestehen jetzt aus den Geradenpaaren (L, Ax A'^, (L, A2 A'2),
(L, A3A'3), so dass H als gemeinschaftlicher Punkt einen der
Punkte P ersetzt, während der andere P' im Unendlichen liegt;
man wird sehen, dass die Gerade PP'jetzt mit HM zusammenfällt.

Die Geraden J2J3 (oder PP') bilden also einen Strahlenbüschel.

Da die Mittelsenkrechten der Seiten des Dreiecks
besondere Lagen von J2J3 sind; ist M der Scheitel dieses Büschels.

Dieser Büschel ist auch projektiv zur Punktreihe [BJ, und
die Zentrale Bt B2 B3 der Kreise Up U2, U3 steht senkrecht zum
entsprechenden Strahle P P' des Büschels [M]. Mithin umhüllt
t einen Kegelschnitt. Da aber L, A2A3, A3Ai; ALA3 und die
Apollonische Zentrale besondere Lagen von t sind, ist dieser
Kegelschnitt die Kiepertsche Parabel.

Auf jedem Durchmesser des Umkreises liegen zwei Punkte
P, P' ; aber M selbst ist. ein Punkt P. Denn die Zentren der
Kreise A^'jM, A2A'2M, A3A'3M sind die Schnittpunkte von
A2 A3, A3 AL und Al A2 mit den Mittelsenkrechten der Radien M At,
MA2, MA3 und liegen auf einer Geraden.1) Folglich ist der Ort
der Punkte P, P' von der dritten Ordnung.

*) Es sei K K K das Dreieck, welches die in A Ay A den
Umkreis berührenden Geraden bilden. Die Mittelsenkrechten der Strecken M A

Bern. Mitteil. 1910. Nr. 1764.
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Nachtrag.
1. Ist ein veränderlicher Punkt P auf ein Grunddreieck A1A2A3

bezogen, so nenne ich absolute Normalkoordinaten von P seine
Abstände von den Dreieckseiten, mit gehörigen Vorzeichen, und einfach
Normalkoordinaten drei zu diesen Abständen proportionale Zahlen

Xl' X2' X3-

Ich nenne baryzentrische Koordinaten des Punktes P drei zu
den Dreiecksflächen PAtAs, PA3Ai; PAtA2 proportionale Zahlen

fi u « ; diese Flächen sind der bekannten Zeichenregel
unterworfen und man hat

u ¦ a • u ^«x : « x : « xrl "2 <3 11 2 2 3 3'

Die absoluten barysentrischen Koordinaten von P sind die
Quotienten

PA2A3:AtA2A3, PA^ : A^Ag, PA1A2: A^Ag,
deren Summe 1.

Die Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Ecktransversalen

ALP, A2P, AgP seien P^ P2, P3; dann hat man

P » AP. u AP n.
(1)

Hieraus schliesst man, dass P der Schwerpunkt von drei in
A A A angebrachte Massen fi ,«2, ,« ist, jedoch muss man negative

Massen zulassen.
Nimmt man für ft fi,2, i*3 drei Zahlen, deren Summe=o, so

bestimmen die Proportionen (1) auf den Dreiecksseiten drei Punkte
P,, P.„ P„ von der Art, dass die Geraden AP, A P„, AP parallel

1 C. ó J- 1 C 4j O o
sind. Man sagt, dass solche Zahlen einen im Unendlichen in der

A2P1 ^3 A3P2

P2A1

^1

^3

A1P3 ^2

P1A3 ^2 P3A2 '"l

MA MA sind die Seiten eines zu A A A Perspektiven Dreiecks, dessen
2 3 i 2 s r v '

Scheitel die Zentren N N N der den Vierecken MAKA,MAKA,l' 2' 3 2 13 3 2 1'
MA K A umgeschriebenen Kreise sind. Die Ecktransversalen A N, A N13 2° i l' 2 2 '

A N schneiden sich im Winkelgegenpunkte des Mittelpunktes des Feuer-

bachschen Kreises.
Diesen Satz habe ich in Mathesis, 1884, Seite 164 vorgelegt; zwei

Beweise davon befinden sich in Mathesis, 1886, S. 164 und 165.

Die Mittelsenkrechten der Strecken MA' MA' MA' bilden auchl' 2' 3
ein zu A A A perspektives Dreieck, das wahrscheinlich merkwürdige
Eigenschaften besitzt.
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Richtung A1P1 liegenden Punkt bestimmen und dass die Gleichung
l«1 + i«2 + J"3 o die unendlichferne Gerade darstellt.

Der Übergang von kartesischen zu absoluten baryzentrischen
Koordinaten geschieht durch die Formeln

x=2>1x1, j Sfi1jv 1 2 fix, (2)

wo (x yf), (x2, y2), (x3, y3) die kartesischen Koordinaten der Ecken

Aj, A2, Ag bedeuten.
2. Ich beziehe den Umkreis auf zwei rechtwinklige Durchmesser

MX, MY. Die Potenz p eines Punktes P (x, y) in bezug auf diesen
Kreis ist

p x + y — R
oder nach den Formeln (2)

p=r>ix1 + .sV1y1 — R2^2^
• Zf\ (xj + y2 ~ R2) + ZfSz (2 Xl x2 -f 2 yx y2 - 2 R2).

2 2 2Die Koeffizienten von p ,« ,« sind null, da der Kreis die Punkte
A A A enthält; der Koeffizient von tll^2 ist

(2Xix2 + 2yiv2-2R2)-(x2 +y2 -R2)-(x2 + y2 - R2)

- (xx - x2)2 - (yx - y2)2 - «2.

Folglich hat man
2 2 2

P — « U U — « U U « MM.1 ' 2*3 2 rZr\ 3 rlr2'
und die Gleichung des Umkreises A A2, A3 ist

U «2 ^3 + «J Vl + «g fi, ,"2 o

3. Die kartesische Gleichung eines andern Kreises V ist

x +y —R +fx + gy+h o,
und das erste Glied, wenn man die Koordinaten x, y eines beliebigen
Punktes P einsetzt, ist gleich der Potenz p von P.

Vermittels der Formeln (2) geht x -f y — R über in — U und

fx + gy + h in eine lineare Funktion p1^1 + p2<"2+ P3i"3 ; folglich
kann man schreiben

P=-ü +2>i2:p/i, (3)
und die Gleichung des Kreises V ist

V ^U—L^p^^o.
Die absoluten Koordinaten der Ecken A A2, Ag sind (1, 0, 0),

(0,1,0), (0,0,1); setzt man sie in (3) ein, so findet man für p die
Werte p p p\ Diese sind also die Potenzen der Ecken in bezug
auf V.
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4. Es seien in kartesischen Koordinaten

V1=x2+y2-2«1x-2/J1 y + yt o,

V2=x2-f-y2-2«2x-2/S2 y + y2 o,
V mV1—mV2 o,

die Gleichungen von drei Kreisen, welche zu einem Büschel gehören.
Dann ist V der Ort der Punkte, deren Potenzen in den Kreisen
V V2 ein konstantes Verhältnis m : n haben. Die Zentren der drei
Kreise V V, V haben die Koordinaten

„ ^ / „ / n «, — m « n ß — m ß \
(<V M («2- V> — -, —\ n —m n —m /

Mithin teilt auch das Zentrum von V die Zentrale der Kreise V V2

nach demselben Verhältnisse m : n.
Dieser Schluss findet auch statt bei den Gleichungen in bary-

zentrischen Koordinaten :

V^^U-LL^o, V2 ZÜ-LL2=o.
V mV1-mV2 o;

wo L L lineare Funktionen von m m2, m3 bedeuten.
5. Es seien jetzt W W W"3 drei Kreisbüschel, welche nicht

zwei zu zwei zu einem Kreisnetz gehören; die drei Zentralen bilden
ein Dreieck At A2 A3. Man bezeichne mit

V V die Kreise des Büschels Wt mit den Zentren A2, A3;
V21, V23 » > W2 > > > Av A3;

V31, V32 » » » W3 > > > Av A2.

Betrachtet man drei Kreise U U,„ U3 aus den Büscheln W,W
W welche zwei gemeinsame Punkte P, P' besitzen, so hat der Ort
dieser Punkte P, P' noch zur Gleichung

V V V =V V V
12 21 31 13 21 32

Es wäre interessant, diese allgemeine Frage näher zu erforschen.

Lüttich, September 1909.

Erklärung. Als Herr Schenker meine Aufmerksamkeit auf
seine oben zitierte Abhandlung zog mit der Anfrage, ob seine

Untersuchungen neu seien, habe ich obige Entwicklungen
ausgearbeitet, um die Resultate auf einem andern Wege zu bestätigen.
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Diese Arbeit erscheint jetzt in den Mitteilungen der
naturforschenden Gesellschaft gleichsam als Fortsetzung der
Schenkerschen Resultate, wofür ich der Gesellschaft meinen
aufrichtigen Dank ausspreche.

Später entdeckte ich, dass ich selbst in meinem Mémoire sur
le Tétraèdre (Mémoires in 8° de l'Ac. de Belgique, 1884—85) die

Kiepertsche Parabel mit den Schenkerschen Kreisen behandelt
hatte; aber diese ersten Untersuchungen ergaben sich als Zusätze

aus allgemeinen Theorien.
Seither habe ich das Studium der Schenkerschen Kreise

durch andere Methoden wieder aufgenommen und zwei Artikel
darüber in den Annales de la Société scientifique de Bruxelles
(Okt. 1909 und Januar 1910) unter dem Titel Sur la parabole
de Kiepert veröffentlicht.

Herrn Schenker waren im Jahre 1908 meine Untersuchungen
von 1884 natürlich ganz unbekannt.

Lüttich, Februar 1911.
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