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J. Neuberg (Liittich).

(Eingereicht den 20. Mirz 1910.)

Uber ‘die Kiepertsche Parabel.

1. Eine Transversale t treffe die Seiten A,A,, A,A, A A, des
Dreiecks A A,A, in den Punkten B, B,, B,, Aus diesen als
Zentren mit den Halbmessern B A, B,A,, B,A, beschreibe man
drei Kreise U, U,, U,. Letztere schneiden sich in denselben zwei
Punkten P, P’ oder gehoren zu einem Kreisbiischel W, wenn t
eine Tangente der dem Dreiecke eingeschriebenen Parabel ist,
welche die Apollonische Zentrale beriihrt (Kiepertsche Parabel).

Dieser hiibsche Satz, den ich neu glaube, ist kiirzlich von
Herrn O. Schenker!) bewiesen worden. Eine bekannte Lage von
t ist die Apollonische Zentrale; P, P’ sind alsdann die soge-
nannten isodynamischen Punkte. Nimmt man fiir t die Dreieck-
seite A,A;, so wird B, =A,, B, = A,; die Kreise U,, U, haben
* denselben Radius A, A; und schneiden sichin den Scheiteln C,,C,’ der
iiber A A, als Basis errichteten gleichseitigen Dreiecke; fir B,
muss man den Schnittpunkt D, der Seite A,A, mit der Mittel-
senkrechten der Strecke A C, nehmen. "D, ist offenbar der Be-
rithrungspunkt der Seite A,A, mit der Kiepertschen Parabel.
Ahnlicherweise findet man die Berithrungspunkte D,, D, der Drei-
eckseiten A,A, A A ; wie bekannt treffen sich die Geraden
A D, A,D,, A D, auf der Steinerschen Umellipse im Steinerschen
Punkte.

Die Biischel W kénnten wohl noch andere interessante Eigen-
schaften haben. Ich gebe hier einen Beitrag, in der Hoffnung
weitere Untersuchungen oder auch Vereinfachungen der analyti-
schen Behandlung anzuregen.

) Uber eine dem ebenen Dreieck eingeschriebene Parabel (Mitteilungen.
der naturforschenden Gesellschaft in Bern aus dem Jahre 1908).



— 188 —

2. In baryzentrischen Koordinaten') u,, p,, u, lauten die
‘Gleichungen des Umkreises U, der unendlichfernen Geraden L,
eines beliebigen Kreises und der Transversale t:?)

UEalznuz Mg + a22 g 1y + 032!"1”2 = 0
LE/"’1+F‘2+'F3=01
U—L (pll“l "'" Pato + pa/”s) = 0, (1)
t=2Au + Ay + Ay ptg == 05
«,, a, o, bezeichnen die Langen A A, A,A, A A; p, p,, p, sind
die Potenzen der Ecken A, A,, A, in bezug auf den Kreis (1).

Es seien jetzt V,, V., die zwei durch A, gehende Kreise,
deren Zentren A, und A, sind; ihre Gleichungen ergeben sich
sofort aus (1), da respektiv

P,=0, Py=— aga Pg =A3AZ—A2A3 - a? "’ﬁ ag ;

P, =0, pa———a? —-ag, Ps:'_"ag'
Mithin kann man schreiben
V,=U—LL, V,=U—LL, (2)
wo Lj,=-— “21“2"" (“i = “?x) pgy Lyg = (“? — “g) Mo — “3“3'

L,=0, L,;=0 sind die Gleichungen der Radikalaxen der
Kreispaare UV ,, UV ..

Die Kreise V., V., U, gehoren zu einem Biischel W, dessen
‘Grundpunkte die Ecke A, und deren Spiegelbild A’ zu A,A,
sind. Die Gleichung irgend eines Kreises des Biischels W, ist -

mV,, —nV,==o0;
das Zentrum dieses Kreises teilt die Strecke A, A; nach dem Ver-
héltnisse n:m. Fiir den Kreis U, ist also
n:m=BA,:B A, =1,:4,
Hieraus schliesst man die Gleichungen
U =4Y,—4 V=0, .
U,=4,V,—4V, =o, (3)
U,=4,V,, —4 V,==0.2)
) Im Nachtrage gebe ich Aufklirungen tiber die Beweismittel, die

noeh nicht ganz klassisch geworden sind.

%) Dasselbe Symbol bezeichnet eine Lime una das erste Ghed ihrer
(leichung, :

¥ Die Symbole W2 Wa’ V23 - L23 ... bediirfen keiner besonderen
Erklarung.
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Die Elimination der veriinderlichen Grossen 4, 4,, 2, gibt
fiur den Ort der Punkte P, P’:

ViV Vg = V21V32V13' (4)

Mithin ist das Produkt der Potenzen eines Punkles dieses
Ortes in bezug auf die Kreise V ,, V., V, gleich dem Produkte
seiner Potenzen in bezug auf die Kreise V, , V,, V.

Die Gleichung (4) ist vom 6. Grade in u,, p,, wug; jedoch
kann man einen Faktor L’ ausscheiden. Nach Einsetzen der Werte-
V. =U—LL_ bekommt man

— AU’L ++BUL’— CL®? = o; - 5)
wo A, B, C die Aggregate .
Ly Ly 4= Ligy — Ly — Ly, — L,
Lyp Loy -+ Lig Ly - Ligy Ly — Ly Ligy — Ly Ly — Ly Ly,
L,L L —L, L_L

127723 31 217732713

bezeichnen. Um diese zu berechnen, schreibe man

2 2 2 2 2
Ly =aypg — o (uy +11g) = & prg + 03 0, — ey Ly usw,

und setze

ag Mg+ ag uy =1, ag o+ af py = Ly, af py ag my o=l
so dass | ,
Lyp=1— “?’.L’ Ly = 1, — af L, L, =1 —ai L,

L, =1 - agL, L, =1, —a?L, L; = lg—ag L;
dann bekommt man')
A=o, B=L3 (e} —a})l,
C=—L"Scl (o] —a})], — L3 () — )L, 1,
Setzt man noch
S (ef—ea3) 1, =D, 3o (a;—a))],=E,
3 (ag —_ ag) 12 13= F,
so reduziert sich (5) nach Unterdriickung des Faktors L® zu
DU+ L (LE+4-F)=o. (6)

Der eigentliche Ort der Punkte P, P’ ist also eine zyklische Kurve:
3. Ordnung. '

"} Das Zeichen =X deutet hier ein Aggregat von drei Gliedern an, die
sich aus den ersten, welches hinter diesem Zeichen steht, durch zweimaliges -
Vorriicken der Indices ableiten.
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Die Gleichungen 1, = o, 1,==0, ;=0 stellen die Tangenten
in A, A,, A, an den Umkreis dar. D == o ist die Gleichung der
Eulerschen Gerade, die das Umzentrum M, den Schwerpunkt S
und das Orthozentrum H enthédlt. Denn fir den Punkt S hat
man u, = u, == U, folglich

L, :L:1,= ag—{—a;:ag—l-af:af—]—ag
und letztere Summen sind eine Losung von D =o0; eine andere
Losung ist 1, = 1, = 1, und aus dieser folgert man

H“y . Uy . Us 7 ]) (7)
gt g—a) algte—d) g+ e—d)
was gleichbedeutend ist mit '

py iy ipy==sin 2 A :sin 2 A,:sin 2 A,
und auf den Punkt M hinweist. Aus (6) erhellt, dass MH eine

asymptotische Richtung der Kurve ist.
Eine weitere Rechnung-gibt

E=Ea§ 0‘3 (“g"“ag) My
I, 1, = a; a§ Mf e “f E“f Mg fhgy USW,,
‘ F=2’a§a§(ag——-a§)ﬂf,
LE—]LF:E‘LL]-Eagag (a:——ag)yl Eaiag(ag—qg)ﬂf

2@ —) @ — ) sy
Die Gleichung LLE 4+ F=o0 stellt einen Kegelschnitt dar,
der durch die Ecken A, A, A, den Mittelpunkt M und den
Lemoineschen Punkt K geht; man sieht letztere Eigenschaften,

indem man g, u, i, durch die Nenner der Briiche (7) oder durch

2 2 2 &
al, oy, o, ersetzt.?)

8. Um die Umbhillungskurve der Transversale t zu finden,
schreibe ich die Gleichungen (3) in folgender Form:

) Um diese Proportionen zu finden, kann man das System lg: e= l2 === |
-durch folgendes ersetzen, wo K eine Hilfsgrosse ist:

Hq g 3 : §

—_— — — K« _ — = Ka
o + ol 1 @’ + o 2’
2 3 3 1

?) Ein anderer merkwiirdiger Punkt dieses Kegelschnittes ist der

Seitengegenpunkt des Orthozentrums H, mit den Koordinaten
2 2 2 2 2 2 2 2 2

[(4 o — « o o — o N1 o — «

N e A g o o -
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U 3L12 12 L1$ _
T ),_U —L i — 1, = U —LM, = o, usw.
M, =o0, M,=o0, M, = o sind die Gleichungen der Radikal-
axen der Kreispaare UU,, UU,, UU,;; M, —M, =0, M, —M;=0o,
die der Kreispaare U U, U U, Sollen die zwei letzten Axen
zusammenfallen in eine Gerade i, so miissen die drei Geraden
M, M,, M, sich in einem Punkte I der Geraden i treffen. Jedoch
lSt dlese Bedlngung nicht hinreichend, wenn man fiir t einen
beliebigen Durchmesser des Umkreises nimmt.

Der Punkt I geniigt den drei Gleichungen
AyLig—2Ad,L,=0, A L,—L,L, =0, AL, /’LILIS:O.
Die Ehmmatlon der verandelhchen Grossen A, Ay A, gibt fir den

Ort des Punktes I
Ly Liyg Ly, — L13 Ly Ly == o,
oder nach dem oblgen

C=L((LE + F)=o;
dieser Ort besteht also aus der unendlich fernen Geraden, welche
den Durchmessern des Umkreises als Transversale t entspricht,
und dem Kegelschnitt A, A,A, OK.
4. Ordnet man die Gleichungen M, = 0, M, = o, M; = o nach
ty, Moy Mg SO bekommt man

[(ag—ag) Ay —}—ag 3,3] y = [ag 5 (ag——af)).s] g,

[(a2 3 + a A ] Mg =— [a (O!‘i - a; ) ll] My

‘ [(“3 & ) A+ a2 2] M = [al 11 (“g - ag ) lz] My
Durch Elimination von u,, m,, u, erhilt man fir die Gleichung
der Enveloppe von t in Linienkoordinaten 1, 4,, 4,:

2 (ai — ag )(ag — az ) (ag — a? ) A AL,
+ 3l —a) A 4 [of 4 () +—el)
- oy dy (o] — ) | =0
etzt man
XA (@ —d)=G
gl:d_ (;lntwickelt (a‘f-—ag)(ag —ag)(a:—— a? ), so wird diese
eichung
, 2 2
—'2/11122152;2‘: (g — o) \ , ) )
+ 2} —ay)id, [G—a (@ + oy~ o)) | =0,
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oder einfach
- 2 )
G2, —a,) &4, =o.
Die Gleichung G = o driickt aus, dass t durch den Punkt M
geht, Die eigentliche Losung des Problems ist

| Y —ad) AAy=0; (8)
sie wird befriedigt durch i, =A1,=12, und durch 1 :4,:4
1 1 1
= 3! 3 7 Hieraus schliesst man, dass die gesuchte Kurve
« 2

1 3
die Seiten des Grunddreiecks, die Gerade L und die Apollonische
Zentrale berihrt; sie ist also die Kiepertsche Parabel.

5. Die Radikalaxe 1 der Kreise U,, U, hat zur Gleichung
A‘s L12 T )“le3 _ ]‘1 L23 T Z’s L21 9)
Ry — Ay 3‘3 — ,
unter der Bedingung (8). Aus dieser folgt
(ai — a: ) My

 P—— :
’ (62— a2 ) hy 4 (@ — '),
(@ — ) (y—4)
hy— Ay =14, @ — )i L@ —a) A
2 3 2 3 1 1
o (—d)) =y
3 17

Yl — i) A+ (of—dd) A

Fihrt man diese Werte in (8) ein und unterdriickt gemein-

schaftliche Faktoren, so bleibt eine Gleichung von der Form
byt i, =0,

in welcher ¢, und ¢, lineare Funktionen von u,, u, u, darstellen.

Mithin geht die Gerade 1 durch einen festen Punkt. Dieser ist

offenbar der Mittelpunkt M des Kreises U, da den Seiten des

Dreiecks A A,A;, und der Appollonischen Zentrale die Mittel-

senkrechten der Seiten und ein Durchmesser von U entsprechen.

6. Die obigen Ergebnisse kénnen auch synthetisch aufgestellt
werden.

Man wihle beliebig das Zentrum B, des Kreises U,. Nach
einem bekannten Satze geht die Radikalaxe von U, und irgend eines
Kreises des Biischels W, durch einen festen Punkt J, der Axe -
A,A’, dieses Biischels. Ebenso geht auch die Radikalaxe von U
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und ‘irgend eines Kreises des Biischels W, durch einen festen
Punkt J, von A;A’,. Hieraus folgt, dass die Schnittpunkte P, P’
des Kreises U, und der Geraden J,J, konzyklisch sind mit A,, A',
und auch mit A, A’;. Damit haben wir drei Kreise U, U,, U,
der Bischel W, W,, W, welche zwei gemeinsame Punkte P, P’
besitzen.

Einem Punkte B, von A,A, entspricht nach dem Vorigen
ein einziger Punkt J, auf A,A’, und ein einziger Punkt J, auf
A A’,. Umgekehrt entspricht einem Punkte J, von A,A’, ein
einziger Punkt B, von A,A, und folglich auch ein einziger
Punkt J, von A;A’;; denn der Kreis U, ist bestimmt durch zwei
gegebene Punkte A, A’, und durch die Bedingung, dass seine
Potenz in bezug auf J, gleich J,A, J,A’, ist.

Hieraus fliesst, dass die Punkte J,, J, zwei projektive Reihen
erzeugen, die sogar perspektiv sind. Denn man kann fur t die
unendlichferne Gerade L wihlen; die Kreise U,, U,, U,, deren
Zentren die unendlichfernen Punkte der Seiten A, A, A A, A A,
sind, bestehen jetzt aus den Geradenpaaren (L, A A")), (L, A,A’,),
(L, A,A',), so dass H als gemeinschaftlicher Punkt einen der
Punkte P ersetzt, wihrend der andere P’ im Unendlichen liegt;
man wird sehen, dass die Gerade PP’ jetzt mit HM zusammenfillt.

Die Geraden J,J, (oder PP’) bilden also einen Strahlen-
biischel. Da die Mittelsenkrechten der Seiten des Dreiecks be-
sondere Lagen von J,J, sind, ist M der Scheitel dieses Biischels.

Dieser Biischel ist auch projektiv zur Punktreihe [B ], und
die Zentrale B, B,B, der Kreise U, U,, U, steht senkrecht zum
entsprechenden Strahle P P’ des Biischels [M]. Mithin umbhillt
t einen Kegelschnitt. Da aber L, A,A,, A;,A, A A, und die
Apollonische Zentrale besondere Lagen von t sind, ist dieser
Kegelschnitt die Kiepertsche Parabel.

Auf jedem Durchmesser des Umkreises liegen zwei Punkte
P, P'; aber M selbst ist ein Punkt P. Denn die Zentren der
Kreise A A’ M, A,A’,M, A,A’,M sind die Schnittpunkte von
A A, A;A und A A, mit den Mittelsenkrechten der Radien M A,
MA,, MA, und liegen auf einer Geraden.?) Folglich ist der Ort
der Punkte P, P’ von der dritten Ordnung.

1) Es sei KL K2 K3 das Dreieck, welches die in A1’ A, A3 den Um-

kreis berithrenden Geraden bilden. Die Mittelsenkrechten der Strecken M A ,
Bern. Mitteil. 1910. Nr. 1764.
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Nachtrag.

1. Ist ein verinderlicher Punkt P auf ein Grunddreieck A1A2A3
bezogen, so nenne ich absolute Normalkoordinaten von P seine Ab-
stinde von den Dreieckseiten, mit gehorigen Vorzeichen, und einfach
Normalkoordinaten drei zu diesen Abstéinden proportionale Zahlen
X, xz, X

Ich nenne baryzentrische Koordinaten des Punktes P drei zu
den Dreiecksflichen PA A , PA A, PA A, proportionale Zahlen
I diese Flichen sind der bekannten Zeichenregel unter-
worfen und man hat

Myt gty = O X Xyt Ba Xy
Die absoluten baryzentrischen Koordinaten von P sind die Quo-
tienten

PAA AAzAa’ PAA AA2A3, PAA AAA
deren Summe =1,

Die Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Ecktransversalen
AP AP, A3P seien P, P, P, dann hat man

AP ny AP, oy AP, w, (1)
T e —_— _—
P A, u P,A  # P,a, 4 |
Hieraus schliesst man, dass P der Schwerpunkt von drei in
A, A, A, angebrachte Massen u, #,, u, ist, jedoch muss man nega-

tive Massen zulassen.

Nimmt man fir By My My drei Zahlen, deren Summe = o, so be-
stimmen die Proportionen (1) auf den Dreiecksseiten drei Punkte
P, P, P, von der Art, dass die Geraden A1P1’ A2P2, AP, parallel
sind. Man sagt, dass solche Zahlen einen im Unendlichen in der

MAQ, MA3 sind die Seiten eines zu A.1 A2 A3 perspektiven Dreiecks, dessen
Scheitel die Zentren N N, N, der den Vierecken MA K A MA K A ,
MA K A umgeschmebenen Krelse sind. Die EcktransversalenA N A N
A N schnelden sich im. kaelgegenpunkte des Mlttelpunktes des Feuer
bachschen Kreises.

Diesen Satz habe ich in Matheszs, 1884, Seite 164 vorgelegt, zwel Be-
weise davon befinden sich in Mathesis, 1886, S. 164 und 165. _ ‘
Die Mittelsenkrechten der Strecken MA’ MA’ M A’ bilden auch

ein zu A A A perspektives Dreieck, das W:Lhrschemhch merkwurdlge
Elgenschaften beswzt ‘
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Richtung A P, liegenden Punkt bestimmen und dass die Gleichung
potu 2—{—,3: ;= 0 die unendlichferne Gerade darstellt.

Der Ubergang von kartesischen zu absoluten baryzentrischen
Koordinaten geschieht durch die Formeln

x=2Zp x, y=2py, 1=2u, @
wo (X, ¥,), (X, ¥,), (X5 ¥,) die kartesischen Koordinaten der Ecken
Al, A2, A, bedeuten.

2. Ich beziehe den Umkreis auf zwei rechtwinklige Durchmesser
MX, MY. Die Potenz p eines Punktes'P (x, y) in bezug auf diesen
Kreis ist

p— £+ yz _R?
oder nach den Formeln (2)
p:“2‘“1'}{1"l_z‘?‘u1y1_RJ‘SQ‘%
zziuf (Xf + yf - Rz) +2up, Cxx,+2y y,—2 Rz).
Die Koeffizienten von ‘uf : Mz y ,uz sind null, da der Kreis die Punkte
A, A, A, enthilt; der Koeffizient von u u, ist

@Cx x, + 2y y,— 2R2)—(xf s yf —Rz)—(xz = y:— Rz)

2 2 2
Folglich hat man
p e (tl ‘uzya “2 {13.“1 “3 y1y2’

und die Gleichung des Umkreises A, A, A, ist
UE“T “2”3+“Z ‘”3‘”1+“§ # =0
3. Die kartesische Gleichung eines andern Kreises V ist
X+y —R'+fx+gy+h=o,

und das erste Glied, wenn man die Koordinaten x, y eines beliebigen
Punktes P einsetzt, ist gleich der Potenz p von P. ’

Vermittels der Formeln (2) geht x* + y2— R’ iiber in — U und
fx+gy-+h in eine lineare Funktion p s, + p,#, + Patts; folglich

kann man schreiben
P=—U+Zylzpllu1) (3)

und die Gleichung des Kreises V ist
V=2U—L2ppu =o.

Die absoluten Koordinaten der Ecken A, A, Ag‘sind. (1, 0, 0),
(0,1,0), (0,0,1); setzt man sie in (3) ein, so findet man fir p die
Werte p,, p,, p; Diese sind also die Potenzen der Ecken in bezug
auf V. - ‘ :
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4. Es seien in kartesischen Koordinaten
VIE x2+ yz--2a1 x—2ﬂ1 y+yl=o,
vV, = X+ y2—2a2x —28, ytr,=o,
V=mV,—mV,=o,
die Gleichungen von drei Kreisen, welche zu einem Biischel gehoren.

Dann ist V der Ort der Punkte, deren Potenzen in den Kreisen
V1’ V, ein konstantes Verhiltnis m:n haben. Die Zentren der drei
Kreise V., V,, V haben die Koordinaten
(al’ ﬁl)’ (ag’ 52’, (Ilaj_“ m “2’ nﬂl—.ln 3‘3)
n—m n—m
Mithin teilt auch das Zentrum von V die Zentrale der Kreisc V A v,
nach demselben Verhiltnisse m:n.

Dieser Schluss findet auch statt bei den Gleichungen in bary-
zentrischen Koordinaten:

V,=2U—LL =0, V,=2U—-LL,=o0.
V=mV, —mV,=o;
wo L, L, lineare Funktionen von ¢, u, u, bedeuten.
5. Es seien jetzt W , W, W, drei Kreisbiischel, welche nicht

zwei zu zZwel zZu einem Krelsnetz gehmen die drei Zentralen bllden
ein Dreieck A A, A,. Man bezeichne mit

A" V die Krelse des Biischels W mit den Zentren A, A

12 2

v V » » » » W » » » A A
217 2

Vm, V » » » » W3 > > » Al, A2.

Betrachtet man drei Kreise U , U,, U, aus den Biischeln W 1-’W3’
W, welche zwei gemeinsame Punkte P, P’ besitzen, so hat der Ort
dieser Punkte P, P’ noch zur Gleichung
VVV =V V V

12 21 81 18 21 82
Es wire interessant, diese allgemeine Frage niher zu erforschen.

Littich, September 1909.

Erklirung. Als Herr Schenker meine Aufmerksamkeit auf
seine oben zitierte Abhandlung zog mit der Anfrage, ob seine
Untersuchungen neu seien, habe ich obige Entwicklungen ausge-
arbeitet, um die Resultate auf einem andern Wege zu bestitigen.
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Diese Arbeit erscheint jetzt in den Mitteilungen der natur-
forschenden Gesellschaft gleichsam als Fortsetzung der
Schenkerschen Resultate, wofiir ich der Gesellschaft meinen auf-
richtigen Dank ausspreche.

Spiter entdeckte ich, dass ich selbst in meinem Mémoire sur
le Tétraédre (Mémoires in 8° de I’Ac. de Belgique, 1884—85) die
Kiepertsche Parabel mit den Schenkerschen Kreisen behandelt
hatte; aber diese ersten Untersuchungen ergaben sich als Zusitze
aus allgemeinen Theorien.

Seither habe ich das Studium der Schenkerschen Kreise
durch andere Methoden wieder aufgenommen und zwei Artikel
dariiber in den Annales de la Société scientifique de Bruxelles
(Okt. 1909 und Japuar 1910) unter dem Titel Sur la parabole
de Kiepert veroffentlicht.

Herrn Schenker waren im Jahre 1908 meine Untersuchungen
von 1884 natiirlich ganz unbekannt.

Littich, Februar 1911.
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