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Fir die Losungen der Spiegelbildkurve ist dieser Wert
negativ zu nehmen.
Fiir die Dreiecksfliiche erhilt man nach (8) die Formel
e (e —Db) I

S C
16¢ ()

§ 28.  Zweites Verfahren. Bestimmuny der Spitzen .

Diese Aufgabe ist schon elementar ohne Mihe losbar. Es

.. b~ . L WA
18t ja s*= vy -+ h%  Berticksichtigt man, dass s 4 ly,=¢, so
4c?-—h? :
findet man by =+ — 8¢ was mut (8) voll-
¢

kommen iibereinstimmt. Die elementare Losung auf konstruktivem
Wege erfordert 2 verschiedene Konstruktionen, je nachdem die
Summe oder Differenz von s und h, vorliegt. Soll die gleiche
Konstruktion beide Fille einschliessen, so wird eine Hilfskurve
notig. Thre Gleichung lautet:
(x*+v¥)4x*— (by—2ex)? =0 (10)
Wir haben dieselbe unter V (8), pag. 60, bereits kennen ge-
lernt. In unserm Fall hat die Kurve den Selbstberithrungspunkt
in O.
. b

Ihre Asymptoten sind x =+ R

Bei den Losungen handelt es sich um die Schnittpunkte B
der Mittelsenkrechten x.—:—ga mit der Kurve., Fir die Ordinate

2

4¢2—b?

8c.

Dieser Wert stimmt mit (8) iiberein. Beide Verfahren
decken sich somit vollstindig in ithren Resultaten.

X.

§ 29. Zehnte Aufgabe. Konstruktion eines qleichschenkligen
Dreieckes. wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Basis-
hihe und dem an die Basis angrenzenden Schenkelabschnitt
geqeben sind,

(11)

von B finden wir den Wert y =h, =

Gegeben: 1. b,
2. hy + m =+ ¢ = konstant.
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Bedingungen: 1. h, 4+ m>b,

.

2 h,—m —\<= 0.

Die Summe hy +m wird zum Minimum b beim unendlich
kleinen Dreieck, wo m =b und h;, =0 1st. Die Differenz hy, —m
wird = 0 bei einem spitzwinkligen Dreieck, dessen Hihe

by == h: \/2 V17 -2 ist.

Tbersteigt hy, diesen Wert, so ist die Differenz hy, — m = pos.
Ubersteigt hy, d Wert, t die Diff 1

Sinkt dagegen h, unter diesen Wert, so ist h,— m==neg. und
wird fiir ein unendlich kleines Dreieck = — .

§ 30. KErstes Losungsverfahven. Bestimmung: der Spitzen RB.
a) Konstruktion der Hilfshurve.

Es sei OA =b die Basis des Dreiecks. Ziehe den Grund-
kreis, die Mittelsenkrechte und um O noch einen Hilfskreis mit
dem Radius r = ¢. Ein Strahl durch O schneide nun den Grund-
kreis in  und den Hilfskreis in H und H;. Schlage von C aus
einen Kreisbogen mit dem Radius r = QH und einen zweiten
Bogen mit dem Radius r=QH,. Erhalte im Strahl 4 Schnitt-
punkte P,, P>, Py und P,. Bei sich drehendem Strahl be-
schreiben die Punkte P die Kurve. Fiillt ein Kurvenpunkt P
in die Mittelsenkrechte, so 1st QH=CP=CB=h,, und da
ferner i diesem Fall O0Q =m ist, so lisst sich die Relation auf-
stellen: hy+m=0H=¢. Somit haben wir in den Schnitt-
punkten der Kurve mit der Mittelsenkrechten die gesuchten
Spitzen B.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Lege in gewohnter Weise das Koordinatensystem. x undy
selien die Koordinaten des Kurvenpunktes Py; dann gilt

/ 2
oP —\/ (5 —x)+ («)
Nun 1st CPy = QH=0H-—0Q==¢— bcosg, eingesetzt in («)

ergieht ¢ —hcosp == \/ (% — x)_ﬁ- v, umgefnrmf
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[t v (5 ) [ rm—re]

—4bierxi (X yH) = 0. (1)
becosg
9

-

Polargleichung: r =

+%\/(2l)cos¢+—l)singpi 2¢)(2bcosg—bsing+2¢).  (2)

¢) Eiyenschaften der Kurve.

Die Kurve ist von der 8. Ordnung und hat im Nullpunkt
einen 4fachen Punkt. Die Gleichung der Tangenten im Nullpunkt
lautet: '

y=-+ I »~1 - V3b*4-24b%*c?—16c*+16b%c. (3)

L 0Ze<

;O 1st Knotenpunkt; alle 4 Tangenten

sind reell.

2. o> <e< 5 O 1st Doppelpunkt und isolierter Punkt;

2 Tangenten smd reell, 2 1maginér.

; O 1st 1solierter Punkt; alle 4 Tangenten
sind 1maginér.

Die Kurve liegt zur x-Axe symetrisch; denn y kommt nur
in geraden Potenzen vor. Die Kurve hat nicht nur in O, sondern
auch in den imaginiaren Kreispunkten der Ebene 4fache Punkte.
Fiir endliche Werte von ¢ liegen keine Kurvenpunkte im Unend-
lichen; die Kurve kann daher keine Asymptoten haben. Wir
betrachten nun die einzelnen Kurvenformen bei verinderlichem c.

1. v=0,

Die Kurve zerfillt in 2 zusammenfallende Kurven 4. Ordnung,

deren Gleichung die Form hat

(x?-+y?) {y2 + (% — X> } — b#x*=0. (4)
Die Kurve (4) besteht aus emer Doppelschleife mit un-

gleichen Blittern. Die Tangenten in O sind y=+x\/3. Die
y-Axe schneidet die Kurve 2mal in O und 2mal imagiir, die
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2 und Xy = — f}*)ﬁ

2 2
Bei wachsendem ¢ wird die eine Doppelschleife grosser und die
andere kleiner und so geht es, bis ¢=b/: wird. Fiir diesen
Wert von ¢ verliert die kleinere Doppelschleife die kleinere
Schleife, welche zu einer Spitze zusammenschrumpft.
2. g= L
' 2
Die Gleichung der Kurve lautet nun
[(x*4-y) (x*y*—bx) —B*x7] —bix? (x2--y3) = 0. (5)
Die positive x-Axe ist Riickkehrtangente und die y-Axe
doppelt gelegte Wendetangente. O 1st also Doppelinflexions-
knoten und Spitze. Alle Schnittpunkte der Axen mit der Kurve
sind reell und bleiben von da weg reell. In allgemeiner Form

sind die Schnittpunkte mit der x-Axe:

-+ x-Axe 2mal in O und dann noch in x3=

1. x=0, 4mal; 2. X—_—gzp—}_:c; 3. x:—;—jc.
Die Schnittpunkte mit der y-Axe:
1. y==0, 4mal; 2. y=+414\/¢e?— Ki— 2mal.

Wichst nun ¢ von % bis b, so verwandelt sich die Doppel-

schleife in eme 4fache Schleife. Die 2 grossern Schleifen dehnen
sich aus in der Richtung der x-Axe, die 2 kleinern lings der
y-Axe. Das kleinere innere Blatt lost sich los vom Nullpunkt,
nimmt Eiform an, schrumpft mehr und mehr zusammen und wird

schliesslich zum isolierten Punkt in C ( %, O)-
3. ¢e=h.

Die Kurve besteht aus einer in sich geschlossenen Linie,
welche in der y-Axe 3 Doppelpunkte bildet, wovon einer in
O liegt. Ferner gehoren zu ihr noch 2 isolierte Punkte O und
C. Die Gleichung der reellen Tangenten in O lautet

y=+x\/3.

Diese Spezialkurve ist rational; denn sie besitzt neben den
8 vierfachen Punkten noch 3 Doppelpunkte, was zusammen
fir 21 Doppelpunkte zihlt. Die 3 Doppelpunkte haben die
Koordinaten



b b ’ b
( 5 ()), ((), :2—~\/3) und ((), — 2\/3).

AN . \

Wiichst ¢ iber b hinaus, so nihern sich die 2 Schleifen
lings der v-Axe der Mittelsenkrechten und um den Punkt C
bildet sich wieder em isoliertes Blittchen. Fir einen gewissen
Wert von ¢, den wir nicht ermitteln konnten, hingt sich das
klemere innere Kurvenstick an den andern Kurvenzweig.
Wird ¢ noch grosser, so bildet die Kurve 2 Blitter, die
sich tellweise tberlagern und von denen das emne die Form der

| 3D

2
Blatt in O eine Spitze mit der negativen x-Axe als Rickkehr-
tangente,

Kreiskonchoide hat. Fir ¢ = hat das konehoidenidhnliche

4> 3)}’

Die Kurve hat in O keme reellen Tangenten mehr. Der
Mittelpunkt 1st 2fach isolierter Punkte. Die Kurve bildet
2 Blitter, die sich teilweise tberlagern, was beil weiter wach-
sendem ¢ so bleibt.

Fir emn unendlich grosses ¢ besteht die Kurve aus dem
doppelt gelegten unendlich grossen Kreis und dem 2fach 1so-
lerten Punkt m 0.

d) Die Lisunyen.

Es handelt sich um die Bestimmung der Spitzen B. Fur
jeden Wert von ¢ giebt es 4 Schnittpunkte B der Kurve mit
der Mittelsenkrechten. Wir bekommen also immer 4 reelle
Losungen, welche nach Konstruktion paarweise symmetrisch
sind. Die allgemeine Losung stosst aut Schwierigkeiten. Setzt

man jedoch mm der Kurvengleichung (1) fir x den Wert '[2—) und

finr v Spezialwerte wie y = 0, y:%—, y:—%\,g ete. emn, so
kann man fiir besondere Lisungen den zugehorigen Wert von ¢
berechnen. Ehe wir die Hauptfille bringen, bemerken wir noch,
dass ein Dreieckspaar immer spitzwinklig ist, das andere dagegen
jede beliebige Form annehmen kann.
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L meslp yelyes-t —w\/— 2+ )\/1( 2mal.
Alle 4 Dreiecke sind spitzwinklig, kongruent und fallen

paarweise zusammen und sind paarweise symmetrisch.
2 ()<(7<(\/§——1)%;
-
ein Paar symmetrischer Losungen wird spitzwinkliger, das andere
Paar weniger spitzwinklig. .

Das zweite Paar wird rechtwinklig.
4. (\2—1) % <e<h.

| : . IR b 5
Das zweite Paar ist stumpfwinklig. Fir ¢= - M8 — 1)
-

wird das erste Paar gleichseitig.

D, ¢ =h.
Das zweite Paar i1st unendlich klein.

) f?' 1)
6. b<e<<(V241) 5
Das zweite Paar i1st wieder stumpfwinkhg.

7. e=(\2+ 1)%; zweites Paar ist rechtwinklig.

— I i . . N
8. ¢e> (V24 1) ;))— auch das zweite Paar ist spitzwinklig

und wird speziell fir ¢=(\V/3-F1) })) gleichseitig.

9. = oC,

Alle 4 Dreiecke sind unendlich gross.

§ 31.  Zuweites Lisungsverfahren. Bestimmung der Schnittpunkte D
Bedingungen wie in § 29.
Wir bekommen eine uniichte Kurve 8. Ordnung als Hilfs-
kurve. Thre Gleichung hat die Form
[4x2 (v — (2ex—by)? | {dx* (x4 y?) — (2ex+by)H=0. (6)
Die Kurve (6) zerfiillt in die 2 Kurven 4. Ordnung:
4x*(x*4-v%) — (2ex — by)? =0 (7)
und 4x%(x2+v?%) — (2ex +-by)2=6. (8)
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Die beiden Teilkurven sind Spiegelbilder voneinander in
Bezug auf beide Axen. Wir haben es daher im Grund nur mit
einer Kurve 4. Ordnung zu tun. Sie ist uns in der KForm
begegnet in IX, pag. 85, und wurde beschrieben im V. Ab-
schnitt. Die Losungen lassen sich ebenfalls nicht allgemein
bestimmen. Man kann nur fir Spezialdreiecke die zu-
gehorigen Werte von ¢ berechnen. Man findet ganz dieselben
Resultate wie oben. Zu jeder Teilkurve gehoren zwei ungleiche
Losungen mit Ausnahme des Falles, da ¢—o ist, wo dieselben
zusammenfallen. Die Dreiecke, die zu den zwel Teilkurven .
gehoren, sind Spiegelbilder voneinander in Bezug auf die x-Axe.

In allen Fillen, da ¢ <b ist, entsprechen die Dreiecke der
Relation: hy —m=+c¢. Ist ¢=h, so gilt hy +m=+ec. Ist
¢ > b, so finden wir die Bedingung erfillt: h,+m=+4c¢ (ver-
gleiche § 29).

§ 32. Uebersichtliche Zusammenstellung der Resultate.
I.

(egeben: b und hy+n=c.
Losungen:

1. c>%\/ 6 \/3—9; 1 reelles Dreieck;
— b IS X :
= _),\/ 6\/3—9; 3 reelle Dreiecke.

11

Gegeben: b und s+n=c.

Losungen: '

Fir jeden Wert von ¢ 4= 0 2 reelle, symmetrische Dreiecke.
Fir ¢=0 4 reelle, zusammenfallende Dreiecke, die unendlich
klein sind.

I1I.

Gegeben: b und hy +n=c.
Losungen:

3 3 .
1. c>fgl 3V13+416y2 - 3V13—16\/2 — 1; 2 reelle ver-

schiedene Dreiecke;



	

