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A. Krebs.

Konstruktionen gleichschenkliger Dreiecke mit Hilfe
von Kurven hdherer Ordnung.

EINLEITUNG.

§ 1. Ein gleichschenkliges Dreieck ist durch zwei Stiicke
bestimmt. Als Bestimmungsstiicke sollen i Betracht fallen
(Fig. 1):

1. Die Basis O A =h.

Der Schenkel OB =AB ==s.

Die Basishohe BC = h,,.

Die Schenkelhéhe AD = h..

Die durch die Schenkelhshe erzeugten Schenkelabschnitte
OD=m und DB=n.

Im ganzen haben wir also sechs Bestimmungsstiicke. In
allen Konstruktionsaufgaben, die wir losen werden, soll die Basis
b das erste gegebene Stiick sein. Als Zweites fiigen wir die
Summe oder Differenz aus je zweien der tbrigen funf Be-
stimmungsgrossen hinzu.

Ein gleichschenkliges Dreieck hat fir uns jetzt vier Funda-
mentalpunkte. Zweil davon sind stets durch die Basis gegeben.
Ist von den andern zweien — es betrifft dies noch die Spitze B
und den Fusspunkt D der Schenkelhohe — der eine bestunmt,
s0 1st das Problem gelost. Jede Aufgabe gestattet daher eine
- doppelte Losungsart. Die Bestimmung des dritten festen Punktes
erfordert, wie wir bald sehen werden, die Konstruktion emer
Kurve hoherer Ordnung. Sollte emne solche Hilfskurve nicht
niher bekannt sein, so erlauben wir uns, dieselbe nebenbei einer
mehr oder weniger eingehenden Untersuchung zu unterwerfen.

L.

§ 2. Erste Aufgabe: Ein gleichschenkliges Dreieck zu kon-
struieren, wenn die Basis b und die Summe oder Differenz aus der
Basishohe und dem an die Spitze grenzenden Schenkelabschnitt ge-
geben sind.
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Gegeben 1. b; '
2. hy + n= H- ¢ = konstant.

Die Losung 1st moglich unter der Bedingung, dass

1. hy+4+n> 1)1,

-

2. >hy,—n>—

| =

Lo| =

. : - b ..
Die Summe hy, 4 n erreicht das Minimum > bei emem un-

endlich klemen und bei einem rechtwinkligen Dreieck. Die
Differenz hy, — n wird bei einem unendlich kleinen Dreieck zum

5 ; b ; . i : .
Minimum = — -5~ und beim rechtwinkligen Dreieck zum Maxi-
-
b .. : : b
mum == - Bei jedem andern Dreieck wird hy — n abs. <C 5
-

was nach einem plammetrischen Satze sofort ersichtlich ist, wenn
wir in Figur (1) D mit C verbinden.

§ 3. Erste Losung. Bestimmung des Fusspunktes D der
Schenkelhihe.

a) Wir konstruieren zu diesem Zweck folgenderweise eine
Hilfskurve. Es sei (siehe Fig. 31, Tafel I) OA =b die gegebene
Basis. Wir ziehen durch ihre Mitte C die Mittelsenkrechte
MM,;. Auf derselben withlen wir den festen Punkt E so, dass
CE = ¢ == der gegebenen Summe oder Differenz ist. Wir ziehen
nun durch O emnen Strahl, der die Mittelsenkrechte in R schneidet.
Auf diesem Strahl tragen wir von R aus nach beiden Seiten die
Strecke RE ab und bezeichnen die so gewonnenen Punkte mit
P; und P, Wird nun der Strahl O R um O gedreht, so beschreiben
die Punkte P; und P; die gesuchte Kurve. Dieselbe muss nach
Konstruktion in E einen Doppelpunkt haben. Fir die Kurven-
punkte P auf Strahlen, welche die Mittelsenkrechte zwischen
Doppelpunkt E und der Basis O A schneiden, gilt die Relation:

PR+ RC=P:R+RC=CE =c.

Schneiden die Strahlen die Mittelsenkrechte oberhalb des
Doppelpunktes E, so entsprechen die darauf liegenden Kurven-
punkte der Bedingung:

Bern. Mitteil. 1902. No. 1529.



Kurvenpunkte endlich, deren Strahlen die Mittelsenkrechte
unterhalb der Basis O A schneiden, geniigen der Relation:
RP,—RC=RP: —RC=EC ==c.

Die drei Relationen entsprechen den drei Bedingungen:

1. hy4n=c;
2. h,—n=:¢;
3. Il-—“hb:(f.

Wir denken uns nun auf der Basis OA ein gleichschenk-
liges Dreieck konstruiert. Ist dasselbe das gesuchte, d. h. ent-
spricht es den gestellten Bedingungen, so muss der Schnittpunkt
des Schenkels OB mit der Kurve Fusspunkt der Schenkelhohe
sein. Nach Fig. 1 liegt der Fusspunkt D der Schenkelhohe auf
einem um OA als Durchmesser gezogenen Kreise. Um unsere
Aufgabe mit Hilfe der konstruierten Kurve zu liosen, haben wir
also noch um O A als Durchmesser den besagten Kreis zu ziehen,
den wir fortan in allen unsern Konstruktionen den Grundkreis
nennen wollen. Die Schnittpunkte des Grundkreises mit der
Hilfskurve liefern die gesuchten Fusspunkte D der Schenkelhohe.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Wir verwenden ein rechtwinkliges Koordinatensystem, wihlen
O zum Nullpunkt desselben und legen durch O A die positive x-Axe.
Es seien x und y die Koordinaten des Punktes P;. Ferner er-

innern wir daran, dass PR+ RC =¢ und dass OC = ; 1st.
Es 1st nun P;R*=P{N? -} NR?; ()
P;R = ¢ — RC nach Konstruktion;
b .
NR =RC—y.
Nun verhilt sich RC: y = 134: X, woraus folgt, dass
2
by
RU=3%

Setzen wir die gefundenen Werte alle in (¢) ein, so er-

hall,-en wiI
5 b y 4 b . ( b y )2
((‘—____)——(___X) _I_ - _} y
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veremfacht
(x*-]- y¥) (b —2x)* — (2ex —by)* = 0. (1)

Die Gleichung (1) stellt eine Kurve 4. Ordnung dar, die im
Nullpunkt einen Doppelpunkt hat. Sie ist aber keine échte
Kurve 4. Ordnung; denn sie zerfillt in eine Kurve 3. Ordnung
und in eine Gerade. Es lidsst sich nimlich der Faktor x ab-
sondern und wegdividieren. Die y-Axe ist somit die Gerade.

Um den Faktor x wegdividieren zu konnen, bringen wir
(1) auf die Form

(2ex —by)?—y?i(b —2x)* = x? (b — 2x)%

Wir zerlegen die linke Seite in zwei Faktoren, worauf wir
ohne weiteres die Gleichung durch 4 x dividieren koénnen. Wir
erhalten schliesslich fir unsere Kurve 3. Ordnung die Gleichung

(x2-v¥)(x—Db)—x (02 A%) ~+bey = 0. (2)

¢) Die Eigenschaften der Kurve.

Die Kurve geht durch den Nullpunkt; denn die Gleichung
. beginnt mit Gliedern ersten Grades.
2

Setzen wir U; = bey —x ( c? — %—) = (0, so erhalten wir

42 —D?
YT T 4be
Tangente im Nullpunkt.

x als Gleichung der (3)

Fiar c= —;— wird y = 0; die Tangente fillt mit der x-Axe
Zusammen.

Fir ¢=0 wird x =0; die Tangente fillt mit der y-Axe
zZusanimen.

Um die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Axe zu be-
kommen, setzen wir y =0 und erhalten

2
x}*—bx*—x ((12 —- %—) = (), woraus

x; =0, Punkt O (Kurve II);
X2 :%—I—c, Punkt J;

b

X35 = ? — (1, » H



Die Punkte J und H sind gleich weit von C. dem Mittel-
punkt der Basis, entfernt.

Setzen wir x = (. so erhalten wir die Schnittpunkte der
Kurve mit der yv-Axe:

hy?—-bev =
vi = 0. Punkt O;
ye=c » G

Der 3. Schnittpunkt der Kurve mit der yv-Axe liegt im Un-
endlichen: denn der Koeffizient des Gliedes v? ist == 0,

Um die Schnittpunkte der Kurve mit der unendlich fernen
Geraden zu bestimmen, machen wir die Gleichung mit 7z homogen.
setzen dann z =0 und erhalten

Us = (x*4 v} x = 0;
., x ==

imagindren Kreispunkte der Ebene geht und dass sie in der
Richtung der y-Axe eme reelle Asvmptote hat.  Die Gleichung
dieser reellen Asvmptote lautetc wie aus der Kurvengleichung
leicht zu crsehen 1st.

x ==l (4)
denn bestimmen wir die Schnittpunkte der Geraden x=1h it
der Kurve, so erhalten wir in v nur eme Gleichung ersten Grades.

5 2
niamlich \—4(47])—— Punkt T:
) dc

folglich schneidet die Gerade x==h 1 Endlichen die Kurve nur
in einem Punkt. Die tibrigen zwer Schnittpunkte miissen, da die
Koeffizienten von v* und v* =0 sind. mm Unendlichen liegen.

Wir losen die Gleichung nach v auf und erhalten

v be - \/f(:z(‘_)-x—l))"’-{—(h---—-:\') [+x?(x—b)4-b*x]

! 2(b—x)
vereinfacht

 heEx- Ve by ox
» 2(h—x) '

Aus diesem Ausdruck fir y resultiert, dass die Kurve meht
symmetrisch zur x-Axe liegt. Die Kurve ist iiberhaupt. vom
Spezialfall ¢ — 0 abgesehen, keine symmetrische Kurve: sie kann
durch keme Transformation symmetrisch gemacht werden.
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So lange ¢2 -bx-—x2 positiv 1st, erhalten wir fir y zwei
reelle und verschiedene Werte. Fir emnen negativen Radikanden
wird y imagindr. Fir den Grenzfall verschwindet der Wurzel-
ausdruck; die beiden Werte von v fallen zusammen, und die
Ordinate wird zur Tangente an die Kurve. wenn

¢? - bx —x*=0, woraus
b VbEde

X = ) ?

—

fiir das positive Zeichen erhalten wir die Tangente WZ. Ordinate
i Berthrungspunkt Z:
B YRV ey
Y/ 4c
Fiar das neg. Zeichen m Ausdruck fiir x bekommen wir die
Tangente UV, Ordinate im Beriithrungspunkt V:
b ('\.,-*'/b2 +4¢2—h)
4¢

VW 4wl

\ <;----~\/bj i

Der absteigende Ast der Kurve, welcher die Asymptote

x="5 1 Punkt T schneidet, kehrt dieser die konkave Seite zu.

Es muss daher die Kurve unterhalb des Beriihrungspunktes 7

der dussersten Tangente W Z einen Wendepunkt besitzen, von dem
aus sie der Asvmptote wieder die konvexe Seite zuwendet.

=y

== POS;

so wird y 1maginir.

)

Die Kurve hat in E einen Doppelpunkt, was nicht nur
aus der Konstruktion folgt, sondern auch analytisch ersichtlich
wird, wenn wir den Nullpunkt nach E verschieben vermittelst
der Transformationsformeln

v=1 +-c
Die Gleichung der Kur\'e nach der Transformation lautet:

(x"*yv'¥H)x’ —]«— —v'%) -} 2ex'y =0. (5)

Der Nullpunkt ist nun Doppelpunkt; denn die Gleichung
beginnt mit Gliedern zweiten Grades.
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Fir die Tangenten im Doppelpunkt erhalten wir die Gleichung
, 2c+\VbEidet

y = = X'. (6
; : )
Die beiden Tangenten stehen senkrecht aufemmander:; denn
: 1
es 1st my = -— ®
11l

Unsere Kurve 1st eine rationale Kurve; denn sie besitzt einen
Doppelpunkt, also das migliche Maximum. Wir kénnen daher
die Koordinaten eines Punktes als rationale Funktionen eines
Parameters A darstellen. Wiihlen wir trigonometrische Funktionen
als Parameter, so erhalten wir, wenn wir Gleichung (5) zu Grunde
legen,

ol == ( esin2 - - u)s‘)go) l
; .5 b
v =—\csin2¢+ 5-cos2¢ | tgo.

¢ bedeutet den Winkel, den der Leitstrahl mit der positiven
x-Axe bildet.

Wir wollen nun untersuchen, welche Modifikationen die
Kwrve erleidet, wenn wir ¢ varueren lassen.

b

1. C:;T

(7)

Die Gleichung (2) bekommt die Form

ﬁziWHY*N4

Die Kurve schneidet sowohl die x-Axe als auch die Asymptote
x ="h 1 Punkte A (b,0).
Die x-Axe 1st, wie schon oben erwihnt, mm Nullpunkt
Tangente.
Die Gleichung nach y aufgelost, ergiebt
 br42x—b)Vb - dbx —4x?
o 4(}3—\;) '

(8)

v wird reell, wenn x zwischen w—(1*\/,2 und —(1{ V2
varliert.

A4(1 ——\/2) ist Tangente im Punkt V,

und X:—— 1-} \/‘)) 15t Tangente 1m Punkt Z.
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Der Doppelpunkt E rickt in den Grundkreis. Wird E zum

Nullpunkt des Koordinatensystems gewiihlt, so erhalten wir, wenn

wir in (D) ¢ = l} setzen, als Gleichung der Kurve:
1
(X2 Yy x 4 5 (X228 y - yH) = 0. (9)
Die Gleichung der Doppelpunktstangenten lautet
Y =(14V2)x" (10)

Gleichung (7) mmmmt die Form an

.
W e J))" V2 cos (2(’0 ﬂi) : ]

I- (11)
, VP % Y
Vie=— g \/3 cos (299 — T) tg ¢.
2. e={}
Die Gleichung der Kurve lautet
Ly
oy b X (12)

Wir verlegen den Koordinatenursprung in den Doppelpunkt

E und erhalten als Kurvengleichung, wenn wir in (5) ¢ = 0 setzen

(5% ¥ ¥ 5 (52— ) =0, (13)

Dies 1st die Gleichung der Strophoide. Es ist der einzige

Spezialfall, in welchem die Kurve. wie schon angedeutet, sym-

metrisch wird. Der Wendepunkt rickt ins Unendliche hinaus

und fillt in die Asymptote. Letztere ist ja wie bekannt eine
Wendetangente.

19- = c<.

Der Doppelpunkt liegt im Unendlichen in der Richtung der
y-Axe. Die Kurve selber besteht aus der y-Axe und der doppelt
gelegten unendhich fernen Geraden.

L. ¢ == negutiv.

Setzen wir fiir ¢ negative Werte ein, so erhalten wu der
Reihe nach dieselben Kurven wie fiir positive ¢; nur sind dieselben
immer Spiegelbilder der erstern in Bezug auf die x-Axe. Die
Kurven fiur positive und negative ¢ liegen daher paarweise
symmetrisch zur x-Axe. Alle besitzen die gemeinschaftliche
Asymptote x==h.
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d. Die Lisungen der Konstrulktionsawfyabe.

Wir suchen die Punkte D. die Fusspunkte der Schenkel-
hohe. Dieselben sind, wie wir schon gezeigt hahen. die Schnitt-
punkte des Grundkreises mit der Kurve. Ein Kreis schneidet eine
Kurve dritter Ordnung in 6 Punkten. Da nun beide Kurven
durch den Nullpunkt und durch die magmiren Kreispunkte
der Ebene gehen. so fallen von vorneherein 3 Schmttpunkte
ausser Betracht. Es bleiben also noch 3 Schmttpunkte zu be-
stinmen abrig.  Als Gleichung der Kurve haben wir

s 'l 2
(x*-}¥?) (x—hb)—x ((‘2-—---- ;T> “+hey =0 (e¢)
und als Gleichung des Kreises
X:—bx L y?=0. ()

Wir losen Gleichung (3) nach y auf und erhalten
y=\bx--x%
Diesen Wert setzen wir in («) ein; es giebt

bx(x—b) —x ((‘F’ o —) == Ty \/E_~—— X

Quadriert, auf Null gebracht und den Faktor x wegdividiert
3b:4-4¢* ,  Ob*-40b%e? - 16¢!
o ¥ 1 (612
Die Wurzeln dieser kubischen Gleichung sind die Abscissen
der Schnittpunkte D. Als Diskriminante der Gleichung erhalten
wir den Ausdruck:
c? -

K

] (-2:({.

A= e — (27T h¥ - 288 b2 — 992 b* ¢t - 1024 h2 ¢+ 256G ¢3).
108 - 64 b* (* ‘ '
A = positiv; die Gleichung besitzt eme reelle und zwet 1imaginire

Wurzeln.

A =0; alle dret Wurzeln sind reell und zwei fallen zusammen.
A =negativ; drei reelle und unter sich verschiedene Wurzeln.

Wir behandeln zuerst den mittlern Fall und untersuchen,
“fir welche Werte von ¢ die Diskriminante verschwindet.  Wir
setzen:

4c¢2=¥% und bP=49 und fihren diese Werte im Aus-
druck fir 4/ ein. Bestimmen wir hierauf die Wurzeln der
Gleichung .#=0, so finden wir, dass sich die Diskriminante
folgendermassen i Faktoren zerlegen lasst:
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23

A= _1(_)85.’_@31 (4 —b3)2 (16¢t -} T2b% ¢ — 2T 1Y),
Es wird somit /==0, wenn
1, @e= U;
, b
2 c=5;
% e \/ 6y3—9.
5 :

In Bezug auf die Loungen unserer Aufgabe konnen wir
folgende drei Hauptfille unterscheiden:
b
A o

-

Far simtliche Dreiecke, die sich als Losung ergeben, gilt
die Relation

hy, }-n=c.
b
B, = ——
=3
Die Dreiecke entsprechen der Bedingung
hyfn=dc= .
Von den beiden Grossen hy, und n ist die eine = 0.
L & 2
Fiar die Dreiecke gilt hy —n=-|-c.
b
A. C > ?

1. c>% 6y3—9.

Die Diskriminante ist positiv; wir erhalten nur eine reelle
Wurzel als Abscisse, d. h. der Grundkreis schneidet die Kurve
nur 1 emem reellen Punkt. Dieser Schmttpunkt liefert emn
spitzwinkliges Dreieck.

b J6y3—9. mat1 Figs

2

2, ==

Die Diskriminante verschwindet. Es giebt 3 reelle Wurzeln,
wovon 2 zusammenfallen. Grundkreis und Kurve schneiden sich
in D¢’ und berithren sich in D>’. Es ist nun

Bern. Mitteil. 1902, No. 1530.
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27h8 324 b 24 720b% ¢* - 64 ¢®

W= AT ;
Fiir x; bekommen wir demnach den Ausdruck
3
. 3b4-de? T Q
e ) X 370
Xp = —+- 2 \// 3 oder
3h2 L h2(6\/ 3¢ _ s
X; = Gl (b\ 1) —b(2-—\V3)=(2V/3—38)b,
6b
wenn wir fir ¢ obigen Wert einsetzen.
3b:ph6YV3—9) b oo b,
S A + oy 2V =5 V3

Setzen wir diese Werte in der Kreisgleichung e, so er-

halten wir
v =Dh \/14\/3 e D

Y2 =Y¥s = \/

Dem  Schnittpunkt Di" (x1y1) entspricht das spitzwinklige
Dreieck OAB{ und dem Berithrungspunkt Dy’ (x2v2) das doppelt
gelegte stumpfwinklige Dreieck O AB,'.

Um zu untersuchen, ob letzteres Dreieck ene besondere
Eigenschaft besitze, wie zu vermuten ist, berechnen wir zunichst
seine Basishohe.

Wir konnen die Proportion aufstellen:

hy,: l} \/3 V3 —3 :l;f }))— VET

\/ 6\3 9.

Nun ist hy -fn=c¢c¢ == g \/6 \/8 —9; folglich ist

1
hb:: é

Das Dreieck besitzt also die Eigentiumlichkeit, dass der
dussere Schenkelabschnitt n das Doppelte der Basishohe be-
trigt. Fir seine Fliche elhalten wir den Ausdruck

()AB) — 1o \/( oy 3 —9. (14)
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Die Basishohe des spitzwinkligen Dreiecks OA B’ lasst
sich aus der Proportion berechnen
b

hy,: b\/lﬁi\/3—'24 = (2Y/3—3)h,
L Py g% wg
woraus by e -% \/ 42\/3 — 124 g \/’ 143 —24

= 033728 . -- b.
Es wird demmnach

F()AB] r = 0,26864 - - - b2, (15}
b/ |
3. 5 \/ 6V3 9 >c> ;)l

Die Diskriminante ist negativ.  Wir erhalten 3 reelle und
unter sich verschiedene Wurzeln, daher auch 3 reelle Schnitt-
punkte D und 3 reelle Losungen. Der Schnittpunkt des auf-
steigenden Kurvenastes erzeugt ein spitzwinkliges Dreieck. in
welchem hy, -}-n=c¢. Die zwel Schnittpunkte des absteigenden
Astes hefern swei stumpfwinklige Dreiecke.

Im ersten ist hy > n, ¢ = pos.
Im zweiten 1ist h, <n, ¢ =neg.
b
B. = —_5"

s

Der Grundkreis schneidet die Kurve im Doppelpunkt
E(b —b-) und 1m Punkt A (b,0). In E fallen 2 Schnittpunkte

292
— d

zusammen, was der Fall sein muss, da die Diskriminante 4 =0
wird. Dieser Spezialfall liefert 3 reelle Losungen:

1. Ein doppelt gelegtes rechtwinkliges Dreieck. fir welches
b '

n=0 wird und hy, = =

2
Em  unendlich kleines, auf die Basis redusiertes Dreieck
O CA, weil der Fusspunkt der Schenkelhohe auf A, also
1 die Basis fiillt, wodurch die Hohe hy, =— 0 werden muss.

C. e< —})l Taf. I. Fig. 3.

-

&

Die Losungen sind dieselben wie in Fall A; mit dem
Unterschied, dass das zweite stumpfwinklige Dreieck seine Spitze
nach unten kehrt.
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Ist speziell ¢ =0, so verschwindet die Diskriminante. Die
Kurve ist die Strophoide. Wir bekommen 3 Schnittpunkte, von
denen zwei D; und D, symmetrisch zur x-Axe liegen. Der Schnitt-
punkt Ds; und damit der Fusspunkt der Schenkelhthe des be-
dingten Dreiecks fillt in den Nullpunkt. Der Schenkel muss
somit senkrecht auf der Basis stehen. Wir erhalten ein wnend-
lich qrosses Dreieck, m welchem hy=n=occ 1st.

,

) . 3b b, ) 3b b,

Die Schnittpunkte D, (T’ —1—\/3, und D> (T -7 \ 5)

erzeugen 2 kongruente, symmetrisch zur x-Axe gelegene stumpf-
S

winklige Dreiecke OAB. Im /\ OAB ist hy,= n=-5; somit ist

) 1
S — 5
a = 30°.

Der Basiswinkel misst also 30°.
Aus der Proportion

finden wir

]) fiezr
h[; — *i.;“\ ;
somit wird
h* i .
FOAB — FOAB1 - TE \ -'}. (1())

Fir negative ¢ gewinnen wir keine ncuen Losungen. Die
Dreiecke werden einfach in Bezug auf die x-Axe Spiegelhnlder
derjenigen, die wir fiir positive ¢ erhalten haben.

§ 4. Zuweites Losungsverfahren. Bestimmung der Spitze B
des gleichschenkligen Dreiecks.
Es gelten natiirlich auch hier die Voraussetzungen des § 2.
a) Konstruktion der Hilfskurve.
Es sei (siehe Figur 5, Taf. I) OA =b die gegebene Basis.
Wir ziehen durch C die Mittelsenkrechte MM; dazu und tragen

auf derselben von C aus hy, +~n=ec ab und erhalten den festen
Punkt E. Uber OA schlagen wir ferner den Grundkreis. Nun



ziehen wir durch O Strahlen, die den Grundkreis in Q schneiden.
Fir jeden Strahl bestimmen wir nach den Gesetzen des gleich-
schenkhgen Dreiecks einen Punkt P so, dass
PQ=PE.

Die Verbindungslinie aller Punkte P 1st die gesuchte Kurve.
Sie 1st also der geometrische Ort eines Strahlpunktes, der vom
Schnittpunkt ) des Strahls mit dem Grundkreis und einem festen
Punkt Iy der Mittelsenkrechten gleichen Abstand hat. Die Schnitt-
punkte der Kurve mit der Mittelsenkrechten, also mit der Ge-

h . : . :
raden x==-5- sind die gesuchten Dreiecksspitzen B; denn

EB = BQ =n nach Konstruktion;
BC == hy; also
h, 4+ n = BC -} BE = CE = ¢ nach Voraussetzung.
Liegt der Schnittpunkt B der Kurve mit der Mittelsenk-
rechten zwischen C und E, so gilt beim Dreieck die Relation

hy, 4-n=c.
Fillt B auf E, so haben wir
hb i I —C¢C.

Liegt endhich B ausserhalb E, so gilt
hb -— 11 = C.

b) Ableitung der Kurvengleichuug.

Zu diesem Zweck legen wir das rechtwinklige Koordinaten-
system so, dass der Punkt O zum Nullpunkt und die Basis O A
samt deren Verlingerung zur positiven x-Axe wird. Die Koordi-
naten des Punktes P seien x und y. Es ist nun

0Q +QP = Vx4 ()
0Q = bceosg; l

QP — PE =\/(X__%)J_} (c——y)%lSUb. n (a);

wir erhalten

b \2 . —_
beose + \/(‘i — g) +c—y)? =Vx*+y%

bx b2 . —
\—/_—m + \/(‘i — 'g) +lo—y) = \/X‘ +¥5
quadriert man noch und bringt auf Null, so ist das Resultat
24 02 5 o ’ D4 3b2 ’ })2 2
(x*+y*) (bx—2¢cy) 4 (c* — ) x? 4 (C-? + _«f) yi=0. (17)

/ \Y
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¢) Diskussion der Kurrve.
Die Kurve hat im Nullpunkt emen” Doppelpunkt; denn die
Gleichung beginnt mit Gliedern 2. Grades. Als Gleichung der
Tangenten im Nullpunkt erhalten wir

a1 9 4 9
3 b#—i.¢®

Spezialwerte: 1. Fir ¢ =0 wird
V== :: X \/3

Die Doppelpunktstangenten ‘bilden mit der x-Axe Winkel von
-+ 60°.

. .
2. Fir ¢= wird
VvV == j—_ X.

Die beiden Tangenten bilden mit der x-Axe Winkel von + 45°.

. . l) —s_ 5
3. Fir c= V'3 wird
y =10, d.h. die beiden Doppelpunkts-
angenten fallen zusammen; die x-Axe wird Rickkehrtangente

tund der Nullpunkt Spitze.
b
4. Fir ¢> Bl V3 wird v = imaginir, d. h.

der Doppelpunkt wird zum 1solierten Punkt.
Wir setzen y = O und erhalten die Schnittpunkte der Kurve
mit der x-Axe

' ih

Die 3. Abscisse bleibt positiv, so lange ¢ < _‘21\/3. Sie

wird also negativ, wenn der Doppelpunkt isolierter Punkt wird.
X = () gesetzt, ergiebt die Schnittpunkte mit der y-Axe:

b2
Cvewt (04 B) g
¥i1 = Far= 4§
 bri-de?
Yi=Tge

Die dritte Ordinate hat das Vorzeichen von c.
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Wir machen die Gleichung mit z homogen, setzen dann
7z = 0 und erhalten

Un = Ug, == (Xe + }'2) (bX — 2(‘}’) B ();
daraus folgt:

bx
1. y== P
2 Y=rFix.

Wir erhalten somit eine reelle und 2 imaginire Asymptoten-
richtungen. Die Kurve geht durch die imaginiiren Kreispunkte
der Ebene.

Die reelle Asymptotenrichtung lisst sich konstruktiv leicht
bestimmen. Wir errichten iiber O E als Durchmesser einen Kreis,
welcher durch C gehen muss und den Grundkreis in Q schneidet.
Die Verbindungsgerade OQ ist die gesuchte Asymptotenrichtung.
Ist ¢ der Richtungswinkel derselben, so ist zu beweisen, dass

=P B ke Fie
tgp = b2~ B¢’ sieche Fig. 2. ()

Nach dem Sehnensatz 1st 1m Kreis iiber O E:

, _ p(c—p)=rv
und 1m Grundkreis:

( 4 p) (.‘L — p) — rv; folglich

cp—pi= L woraus
1 aus
b2
P= g
Setzen wir diesen Wert in (a) ein, so wird
—dc 27 2

Die reelle Asymptotenrichtung ist identisch mit dem Strahl,
fiir welchen der Punkt P ins Unendliche fillt; dies geschieht, wenn
EQ 1 Strahl OQ.

Die Gleichung der Asymptote selbst wird
bt — By B2 g
4(b?+4c?)
b (b —4c¢?)?

Y= 59X T Ber fdc) (19)
Die Asymptote schneidet die y-Axe beir positivem c¢ auf der
positiven, bei negativem ¢ auf der negativen Seite. Um sie zu
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konstruieren, bestimmen wir zuerst den Abschmtt auf der y-Axe.
Ist der Schnittpunkt mit der y-Axe gefunden, so zieht man durch
denselben eine Parallele zu OQ" (siche Fig. 5, Taf. 1). Der
Abschmitt auf der y-Axe 1st konstruktiv leicht zu gewinnen, wenn
wir dem konstanten Glied in der Asymptotengleichung die

Form geben:
(b* —4e®)* 1 ( lr_:_:ic )'
Sc(bi4-4¢t) 8¢ \yh? F4¢?
Spezialwérte: 1. Far ¢ =0 nmmt die Gleichung der
Asymptote die Form an

b
b
4
Die Asymptote steht senkrecht auf der x-Axe.
) ¢ == l)_:
Ed ‘) 7
Asymptote: V=K

Sie geht in diesem Spezialfall duwrch den Nullpunkt und
bildet mit der x-Axe emmen Winkel von 45°

: b=
3. ¢c= 5 yV 3:

/ T xT . 1 'Y [_.'( l) /T
Asymptote: Y= 3 x\ 3| 12 V3

Die Asymptote bildet mit der x-Axe einen Winkel von 30”
4. ¢ = oco; dann wird auch

y = oo, d. h. die Asymptote verliauft par alle
der x-Axe un Unendlichen.

Durchliauft ¢ alle Werte von 0 bis co. so dreht sich die
Asymptote um 90° von der Richtung der y-Axe zur Richtung
der x-Axe.

So lange der Nullpunkt Doppelpunkt oder Rickkehrpunkt
1st, besitzt die Kurve ecinen reellen Wendepunkt. Sie hat deren
drei, wenn der Nullpunkt isolierter Punkt wird.

Wir weisen noch darauf hin, dass die Kurve ebenfalls
rational ist.

Wir betrachten nun noch die verschiedenen Kurven, die
einem verinderlichen ¢ entsprechen; ihre Doppelpunktstangenten
haben wir bereits untersucht.
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Ist ¢ > & \/3, so wird der Nullpunkt isolierter Punkt.
b = :
Ist ¢ < V3, » > » Doppelpunkt.

Ist ¢ = % V3, » » » Riickkehrpunkt.

Im letztern Fall wird die Gleichung der Kurve:
(x*4y*) (x—=V3y) +by*=0 (20)

y =0 1st, wie wir schon gesehen haben, Riickkehrtangente.

Wenn ¢ = g, so lautet die Kurvengleichung:

-

(¥ (=) — 5 (67— y) =0

, b
oder [X2 Ty -5 (x JrY)] (x—y)=0; (21)
daraus folgt:
L y=x;
sz b b
2, x*—f—y‘——é—x —_— E)'* y:—"-O.
Die Kurve zerfiillt also in einen Kreis und in eine Gerade,
welche diametral den Kreis schneidet. Die Gerade ist zugleich
noch Asymptote der Kurve.

Die Kreisgleichung in der Normalform lautet:

b \? b\* b2
—3)+—3)-%
Die Koordinaten des Kreismittelpunktes G sind somit

(72—, %) Der Punkt G fillt also in die Gerade y=x und
liegt in der Mitte zwischen O und E. Der Radius des Kreises
1st l:%\/é

Wenn ¢ =0, so heisst die Gleichung der Kurve:

9 9 b 2
(¢ -y x — o BxE—y?) =0, 22)
Die Kurve gleicht der Strophoide. Ihre Asymptote x =

— % 1st ebenfalls Wendetangente. Von der eigentlichen Strophoide

Bern. Mitteil. 1902. No. 1531.



weicht sie darin ab, dass ihre Doppelpunktstangenten nicht senk-
recht aufeinander stehen; siehe Fig. 5.

Fiir negative ¢ bekommen wir die gleichen Kurven wie fiir
positive ¢. Nur sind sie wieder Spiegelbilder der letztern m
Bezug auf die x-Axe. Durchliuft daher C alle Werte von
— oo bis 4 oo, so liegen die entstehenden Kurven paarweise
symmetrisch zur x-Axe. Die Grenzkurve, fir welche ¢ =0, steht
zwischen den Paaren.

Kurven-Schema:

l. ¢= co. Die Kurve besteht aus dem Null-
punkt O und der zur x-Axe paral-
lelen unendlich fernen Geraden.

: b /5 Der Nullpunkt ist solierter Punkt,
2. ¢ > 5\/3 3 reelle Wendepunkte, Asymp-
totenrichtungswinkel <C 30°.
3 o b V3 Nullpunkt ist Spitze, ein reeller
R . e Wendepunkt, Asymptotenrich-
tungswinkel = 30°; siehe Fig. 5.
B ! . .
4 o< b V3 Nullpunkt ist Doppelpunkt, ein
2 reeller Wendepunkt, Asymptoten-
richtungswinkel > 30°,
b N Schleife reicht nicht bis an die
i) F} \/6\/8 - Mittelsenkrechte.
b . Schleife beriihrt die Mittelsenk-
bb) ¢ = 2 \/b\/3 —9 rechte.

| b - b  Schleife schneidet die Mittel-
) ?\/6\/3_9> €= senkrechte. Beide Schnittpunkte

liegen oberhalb der Basis OA.

dd) ¢ — b | KurYe zerfillt in einen Kreis und
2 in eine Gerade, welche mit der
Asymptote zusammenfillt. Die

Asymptote bildet mit der x-Axe

einen Winkel von 45°.
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Wie ce, nur liegt ein Schnittpunkt
unterhalb der Basis. Asymptoten-

richtungswinkel zwischen 45° und
90°.

f] e=1); Kurve eine Art von Strophoide,
liegt symmetrisch zur x-Axe.
Asymptotenrichtungswinkel=90°

1
ee) _L;_> ¢ l),

d) Die Lisungen der Konstruktionsaufgabe.

Wir haben die Schnittpunkte B der Miitelsenkrechten mit
der Kurve zu bestimmen. Wir bekommen im Maximum 3 Schnitt-
punkte, also auch 3 Losungen. Fithren wir den Wert fiir x aus

der Gleichung der Mittelsenkrechten X:% in der Kurven-
gleichung (17) ein, so erhalten wir

() (5 se) (o) 4]

reduziert:

3b%-}4¢? , |, b? b*—4b?c?
sc Y T TYT 33
Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Ordinaten der

Schnittpunkte B.

Die Diskriminante ./ dieser kubischen Gleichung lautet
b2
J = W( 2(b8 l—288b6 2 992 b4 4+ 1024b2 6"" 2!)()(’ )
L
T27.64%¢!
Die Diskriminante verschwindet somit, wenn

1. b=0,

9, == _b_ und

:——\/6\/3 9,

Fall (1) b=0 fallt ausser Betracht, da b nicht variieren -
soll. Die Diskriminante wird demnach fiir 2 Spezialwerte von
¢ zu Null, Wir stossen somit auf das ganz gleiche Resultat wie
beim ersten Losungsverfahren. Nach beiden Verfahren bekommen

3_

s 10 (23)

(4c®—b2)? (16¢*72b% 2 — 27 hY).



— 100 —

wir zusammenfallende Schnittpunkte und Losungen fir die Werte

Gres= b und ¢ = "; \/ 613 —9. Allerdings verschwand die Dis-

2

kriminante im ersten Fall auch fir den Wert ¢c=0 (siehe pag. 89);
allein dort fielen bloss die Abscissen zweler Schnittpunkte zu-
sammen, die Ordinaten nicht; diese differierten im Vorzeichen;
daher gab es kemnen Berithrungspunkt. Im vorliegenden Fall,
wo wir die Ordinaten der Schnittpunkte B der Kurve mit der
Mittelsenkrechten suchen, kann daher fir ¢ =0 ./ nicht =0
werden.

Fir b =0 zerfiillt iberdies die Kurve in die reelle Gerade

c
Y¥==49

und in die Geraden absoluter Richtung.

Was nun die Losungen betrifft, so haben wir die namlichen
Hauptfille mit denselben Unterfallen wie beim ersten Verfahren.

Ist .4>0, wobel ¢ > % \/ 61/ 3— 9 sein muss, so erhalten
wir eine reelle Losung.

Ist 4 <0, so giebt es 3 reelle und unter sich verschiedene
Losungen.

Wenn 4=0 ist, was zweimal eintrifft, so fallen 2 von den
3 reellen Losungen zusammen.

Wir verzichten auf eine ausfihrliche Darstellung der
Losungen. Wir wollen nur noch an einigen Spezialfiillen zeigen,
dass die beiden Verfahren in ihren Ergebnissen iibereinstimmen.

As c:% \/6V§——9.

Berechnen wir den zugehorigen Wert von y, so erhalten wir:
y 3b24-b2(6\/3—9)+(2—V/ 3)12b?
1 —_— e =

[
12b\/6\/3—-9
) T
- b (%—V—g’) \/2\/§+3 — 053728 .. b
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2: 8:

3b% +b2(6Y/3— 9)-} (2—1/3)6b2
Nun ist yo =ys = i; denn

12b\/6\/§——9
=b (\/f—%) \/2\/§+3.
3

b(\/§~%> \/2\/—§:;)=§\/®

Das spitzwinklige Dreieck hat also die Basishohe hy ==0,53728---b
und das doppelt gelegte stumpfwinklige Dreieck die Basishohe

hbm%; somit herrscht Ubereinstimmung mit den Resultaten

nach den ersten Verfahren (vergl. pag. 13)

B. ¢= J%-

Wir bekommen als Ordinaten der Schnittpunkte B, d. h.
als Basishohe der entsprechenden Dreiecke, folgende Werte:

. 4 h? b
1.y im A\ OAC-———T_)‘—B————?;—-—O,
2. y» == vy; fir das doppelt gelegte rechtwinklige /\
4 b?

OAE=EC= + lé— == 12)— (vergl. damit pag. 91).

12b
Cs. ¢=0; Taf. I, Fig. 5.

Wir gehen aus von der Gleichung (23), multiphizieren ¢ 1m
Nenner weg, setzen hierauf ¢ =0 und erhalten

., 3b* bt :
Yy g =

y:ir%\/g-

Der dritte Wert von y ist unendlich gross, da der Koeffizient
von y*=0 geworden ist. Wir bekommen daher auch hier far
das unendlich grosse Dreieck die Basishohe h), = 0o und fir die
2 stumpfwinkligen Dreiecke OAB, und OAB, die Basishohe
g b

6

\/3 wie beim ersten Verfahren (siche pag. 92).



	

