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A. Krebs.

Konstruktionen gleichschenkliger Dreiecke mit Hilfe
von Kurven hdherer Ordnung.

EINLEITUNG.

§ 1. Ein gleichschenkliges Dreieck ist durch zwei Stiicke
bestimmt. Als Bestimmungsstiicke sollen i Betracht fallen
(Fig. 1):

1. Die Basis O A =h.

Der Schenkel OB =AB ==s.

Die Basishohe BC = h,,.

Die Schenkelhéhe AD = h..

Die durch die Schenkelhshe erzeugten Schenkelabschnitte
OD=m und DB=n.

Im ganzen haben wir also sechs Bestimmungsstiicke. In
allen Konstruktionsaufgaben, die wir losen werden, soll die Basis
b das erste gegebene Stiick sein. Als Zweites fiigen wir die
Summe oder Differenz aus je zweien der tbrigen funf Be-
stimmungsgrossen hinzu.

Ein gleichschenkliges Dreieck hat fir uns jetzt vier Funda-
mentalpunkte. Zweil davon sind stets durch die Basis gegeben.
Ist von den andern zweien — es betrifft dies noch die Spitze B
und den Fusspunkt D der Schenkelhohe — der eine bestunmt,
s0 1st das Problem gelost. Jede Aufgabe gestattet daher eine
- doppelte Losungsart. Die Bestimmung des dritten festen Punktes
erfordert, wie wir bald sehen werden, die Konstruktion emer
Kurve hoherer Ordnung. Sollte emne solche Hilfskurve nicht
niher bekannt sein, so erlauben wir uns, dieselbe nebenbei einer
mehr oder weniger eingehenden Untersuchung zu unterwerfen.

L.

§ 2. Erste Aufgabe: Ein gleichschenkliges Dreieck zu kon-
struieren, wenn die Basis b und die Summe oder Differenz aus der
Basishohe und dem an die Spitze grenzenden Schenkelabschnitt ge-
geben sind.
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Gegeben 1. b; '
2. hy + n= H- ¢ = konstant.

Die Losung 1st moglich unter der Bedingung, dass

1. hy+4+n> 1)1,

-

2. >hy,—n>—

| =

Lo| =

. : - b ..
Die Summe hy, 4 n erreicht das Minimum > bei emem un-

endlich klemen und bei einem rechtwinkligen Dreieck. Die
Differenz hy, — n wird bei einem unendlich kleinen Dreieck zum

5 ; b ; . i : .
Minimum = — -5~ und beim rechtwinkligen Dreieck zum Maxi-
-
b .. : : b
mum == - Bei jedem andern Dreieck wird hy — n abs. <C 5
-

was nach einem plammetrischen Satze sofort ersichtlich ist, wenn
wir in Figur (1) D mit C verbinden.

§ 3. Erste Losung. Bestimmung des Fusspunktes D der
Schenkelhihe.

a) Wir konstruieren zu diesem Zweck folgenderweise eine
Hilfskurve. Es sei (siehe Fig. 31, Tafel I) OA =b die gegebene
Basis. Wir ziehen durch ihre Mitte C die Mittelsenkrechte
MM,;. Auf derselben withlen wir den festen Punkt E so, dass
CE = ¢ == der gegebenen Summe oder Differenz ist. Wir ziehen
nun durch O emnen Strahl, der die Mittelsenkrechte in R schneidet.
Auf diesem Strahl tragen wir von R aus nach beiden Seiten die
Strecke RE ab und bezeichnen die so gewonnenen Punkte mit
P; und P, Wird nun der Strahl O R um O gedreht, so beschreiben
die Punkte P; und P; die gesuchte Kurve. Dieselbe muss nach
Konstruktion in E einen Doppelpunkt haben. Fir die Kurven-
punkte P auf Strahlen, welche die Mittelsenkrechte zwischen
Doppelpunkt E und der Basis O A schneiden, gilt die Relation:

PR+ RC=P:R+RC=CE =c.

Schneiden die Strahlen die Mittelsenkrechte oberhalb des
Doppelpunktes E, so entsprechen die darauf liegenden Kurven-
punkte der Bedingung:

Bern. Mitteil. 1902. No. 1529.



Kurvenpunkte endlich, deren Strahlen die Mittelsenkrechte
unterhalb der Basis O A schneiden, geniigen der Relation:
RP,—RC=RP: —RC=EC ==c.

Die drei Relationen entsprechen den drei Bedingungen:

1. hy4n=c;
2. h,—n=:¢;
3. Il-—“hb:(f.

Wir denken uns nun auf der Basis OA ein gleichschenk-
liges Dreieck konstruiert. Ist dasselbe das gesuchte, d. h. ent-
spricht es den gestellten Bedingungen, so muss der Schnittpunkt
des Schenkels OB mit der Kurve Fusspunkt der Schenkelhohe
sein. Nach Fig. 1 liegt der Fusspunkt D der Schenkelhohe auf
einem um OA als Durchmesser gezogenen Kreise. Um unsere
Aufgabe mit Hilfe der konstruierten Kurve zu liosen, haben wir
also noch um O A als Durchmesser den besagten Kreis zu ziehen,
den wir fortan in allen unsern Konstruktionen den Grundkreis
nennen wollen. Die Schnittpunkte des Grundkreises mit der
Hilfskurve liefern die gesuchten Fusspunkte D der Schenkelhohe.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Wir verwenden ein rechtwinkliges Koordinatensystem, wihlen
O zum Nullpunkt desselben und legen durch O A die positive x-Axe.
Es seien x und y die Koordinaten des Punktes P;. Ferner er-

innern wir daran, dass PR+ RC =¢ und dass OC = ; 1st.
Es 1st nun P;R*=P{N? -} NR?; ()
P;R = ¢ — RC nach Konstruktion;
b .
NR =RC—y.
Nun verhilt sich RC: y = 134: X, woraus folgt, dass
2
by
RU=3%

Setzen wir die gefundenen Werte alle in (¢) ein, so er-

hall,-en wiI
5 b y 4 b . ( b y )2
((‘—____)——(___X) _I_ - _} y
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veremfacht
(x*-]- y¥) (b —2x)* — (2ex —by)* = 0. (1)

Die Gleichung (1) stellt eine Kurve 4. Ordnung dar, die im
Nullpunkt einen Doppelpunkt hat. Sie ist aber keine échte
Kurve 4. Ordnung; denn sie zerfillt in eine Kurve 3. Ordnung
und in eine Gerade. Es lidsst sich nimlich der Faktor x ab-
sondern und wegdividieren. Die y-Axe ist somit die Gerade.

Um den Faktor x wegdividieren zu konnen, bringen wir
(1) auf die Form

(2ex —by)?—y?i(b —2x)* = x? (b — 2x)%

Wir zerlegen die linke Seite in zwei Faktoren, worauf wir
ohne weiteres die Gleichung durch 4 x dividieren koénnen. Wir
erhalten schliesslich fir unsere Kurve 3. Ordnung die Gleichung

(x2-v¥)(x—Db)—x (02 A%) ~+bey = 0. (2)

¢) Die Eigenschaften der Kurve.

Die Kurve geht durch den Nullpunkt; denn die Gleichung
. beginnt mit Gliedern ersten Grades.
2

Setzen wir U; = bey —x ( c? — %—) = (0, so erhalten wir

42 —D?
YT T 4be
Tangente im Nullpunkt.

x als Gleichung der (3)

Fiar c= —;— wird y = 0; die Tangente fillt mit der x-Axe
Zusammen.

Fir ¢=0 wird x =0; die Tangente fillt mit der y-Axe
zZusanimen.

Um die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Axe zu be-
kommen, setzen wir y =0 und erhalten

2
x}*—bx*—x ((12 —- %—) = (), woraus

x; =0, Punkt O (Kurve II);
X2 :%—I—c, Punkt J;

b

X35 = ? — (1, » H



Die Punkte J und H sind gleich weit von C. dem Mittel-
punkt der Basis, entfernt.

Setzen wir x = (. so erhalten wir die Schnittpunkte der
Kurve mit der yv-Axe:

hy?—-bev =
vi = 0. Punkt O;
ye=c » G

Der 3. Schnittpunkt der Kurve mit der yv-Axe liegt im Un-
endlichen: denn der Koeffizient des Gliedes v? ist == 0,

Um die Schnittpunkte der Kurve mit der unendlich fernen
Geraden zu bestimmen, machen wir die Gleichung mit 7z homogen.
setzen dann z =0 und erhalten

Us = (x*4 v} x = 0;
., x ==

imagindren Kreispunkte der Ebene geht und dass sie in der
Richtung der y-Axe eme reelle Asvmptote hat.  Die Gleichung
dieser reellen Asvmptote lautetc wie aus der Kurvengleichung
leicht zu crsehen 1st.

x ==l (4)
denn bestimmen wir die Schnittpunkte der Geraden x=1h it
der Kurve, so erhalten wir in v nur eme Gleichung ersten Grades.

5 2
niamlich \—4(47])—— Punkt T:
) dc

folglich schneidet die Gerade x==h 1 Endlichen die Kurve nur
in einem Punkt. Die tibrigen zwer Schnittpunkte miissen, da die
Koeffizienten von v* und v* =0 sind. mm Unendlichen liegen.

Wir losen die Gleichung nach v auf und erhalten

v be - \/f(:z(‘_)-x—l))"’-{—(h---—-:\') [+x?(x—b)4-b*x]

! 2(b—x)
vereinfacht

 heEx- Ve by ox
» 2(h—x) '

Aus diesem Ausdruck fir y resultiert, dass die Kurve meht
symmetrisch zur x-Axe liegt. Die Kurve ist iiberhaupt. vom
Spezialfall ¢ — 0 abgesehen, keine symmetrische Kurve: sie kann
durch keme Transformation symmetrisch gemacht werden.
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So lange ¢2 -bx-—x2 positiv 1st, erhalten wir fir y zwei
reelle und verschiedene Werte. Fir emnen negativen Radikanden
wird y imagindr. Fir den Grenzfall verschwindet der Wurzel-
ausdruck; die beiden Werte von v fallen zusammen, und die
Ordinate wird zur Tangente an die Kurve. wenn

¢? - bx —x*=0, woraus
b VbEde

X = ) ?

—

fiir das positive Zeichen erhalten wir die Tangente WZ. Ordinate
i Berthrungspunkt Z:
B YRV ey
Y/ 4c
Fiar das neg. Zeichen m Ausdruck fiir x bekommen wir die
Tangente UV, Ordinate im Beriithrungspunkt V:
b ('\.,-*'/b2 +4¢2—h)
4¢

VW 4wl

\ <;----~\/bj i

Der absteigende Ast der Kurve, welcher die Asymptote

x="5 1 Punkt T schneidet, kehrt dieser die konkave Seite zu.

Es muss daher die Kurve unterhalb des Beriihrungspunktes 7

der dussersten Tangente W Z einen Wendepunkt besitzen, von dem
aus sie der Asvmptote wieder die konvexe Seite zuwendet.

=y

== POS;

so wird y 1maginir.

)

Die Kurve hat in E einen Doppelpunkt, was nicht nur
aus der Konstruktion folgt, sondern auch analytisch ersichtlich
wird, wenn wir den Nullpunkt nach E verschieben vermittelst
der Transformationsformeln

v=1 +-c
Die Gleichung der Kur\'e nach der Transformation lautet:

(x"*yv'¥H)x’ —]«— —v'%) -} 2ex'y =0. (5)

Der Nullpunkt ist nun Doppelpunkt; denn die Gleichung
beginnt mit Gliedern zweiten Grades.
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Fir die Tangenten im Doppelpunkt erhalten wir die Gleichung
, 2c+\VbEidet

y = = X'. (6
; : )
Die beiden Tangenten stehen senkrecht aufemmander:; denn
: 1
es 1st my = -— ®
11l

Unsere Kurve 1st eine rationale Kurve; denn sie besitzt einen
Doppelpunkt, also das migliche Maximum. Wir kénnen daher
die Koordinaten eines Punktes als rationale Funktionen eines
Parameters A darstellen. Wiihlen wir trigonometrische Funktionen
als Parameter, so erhalten wir, wenn wir Gleichung (5) zu Grunde
legen,

ol == ( esin2 - - u)s‘)go) l
; .5 b
v =—\csin2¢+ 5-cos2¢ | tgo.

¢ bedeutet den Winkel, den der Leitstrahl mit der positiven
x-Axe bildet.

Wir wollen nun untersuchen, welche Modifikationen die
Kwrve erleidet, wenn wir ¢ varueren lassen.

b

1. C:;T

(7)

Die Gleichung (2) bekommt die Form

ﬁziWHY*N4

Die Kurve schneidet sowohl die x-Axe als auch die Asymptote
x ="h 1 Punkte A (b,0).
Die x-Axe 1st, wie schon oben erwihnt, mm Nullpunkt
Tangente.
Die Gleichung nach y aufgelost, ergiebt
 br42x—b)Vb - dbx —4x?
o 4(}3—\;) '

(8)

v wird reell, wenn x zwischen w—(1*\/,2 und —(1{ V2
varliert.

A4(1 ——\/2) ist Tangente im Punkt V,

und X:—— 1-} \/‘)) 15t Tangente 1m Punkt Z.
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Der Doppelpunkt E rickt in den Grundkreis. Wird E zum

Nullpunkt des Koordinatensystems gewiihlt, so erhalten wir, wenn

wir in (D) ¢ = l} setzen, als Gleichung der Kurve:
1
(X2 Yy x 4 5 (X228 y - yH) = 0. (9)
Die Gleichung der Doppelpunktstangenten lautet
Y =(14V2)x" (10)

Gleichung (7) mmmmt die Form an

.
W e J))" V2 cos (2(’0 ﬂi) : ]

I- (11)
, VP % Y
Vie=— g \/3 cos (299 — T) tg ¢.
2. e={}
Die Gleichung der Kurve lautet
Ly
oy b X (12)

Wir verlegen den Koordinatenursprung in den Doppelpunkt

E und erhalten als Kurvengleichung, wenn wir in (5) ¢ = 0 setzen

(5% ¥ ¥ 5 (52— ) =0, (13)

Dies 1st die Gleichung der Strophoide. Es ist der einzige

Spezialfall, in welchem die Kurve. wie schon angedeutet, sym-

metrisch wird. Der Wendepunkt rickt ins Unendliche hinaus

und fillt in die Asymptote. Letztere ist ja wie bekannt eine
Wendetangente.

19- = c<.

Der Doppelpunkt liegt im Unendlichen in der Richtung der
y-Axe. Die Kurve selber besteht aus der y-Axe und der doppelt
gelegten unendhich fernen Geraden.

L. ¢ == negutiv.

Setzen wir fiir ¢ negative Werte ein, so erhalten wu der
Reihe nach dieselben Kurven wie fiir positive ¢; nur sind dieselben
immer Spiegelbilder der erstern in Bezug auf die x-Axe. Die
Kurven fiur positive und negative ¢ liegen daher paarweise
symmetrisch zur x-Axe. Alle besitzen die gemeinschaftliche
Asymptote x==h.
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d. Die Lisungen der Konstrulktionsawfyabe.

Wir suchen die Punkte D. die Fusspunkte der Schenkel-
hohe. Dieselben sind, wie wir schon gezeigt hahen. die Schnitt-
punkte des Grundkreises mit der Kurve. Ein Kreis schneidet eine
Kurve dritter Ordnung in 6 Punkten. Da nun beide Kurven
durch den Nullpunkt und durch die magmiren Kreispunkte
der Ebene gehen. so fallen von vorneherein 3 Schmttpunkte
ausser Betracht. Es bleiben also noch 3 Schmttpunkte zu be-
stinmen abrig.  Als Gleichung der Kurve haben wir

s 'l 2
(x*-}¥?) (x—hb)—x ((‘2-—---- ;T> “+hey =0 (e¢)
und als Gleichung des Kreises
X:—bx L y?=0. ()

Wir losen Gleichung (3) nach y auf und erhalten
y=\bx--x%
Diesen Wert setzen wir in («) ein; es giebt

bx(x—b) —x ((‘F’ o —) == Ty \/E_~—— X

Quadriert, auf Null gebracht und den Faktor x wegdividiert
3b:4-4¢* ,  Ob*-40b%e? - 16¢!
o ¥ 1 (612
Die Wurzeln dieser kubischen Gleichung sind die Abscissen
der Schnittpunkte D. Als Diskriminante der Gleichung erhalten
wir den Ausdruck:
c? -

K

] (-2:({.

A= e — (27T h¥ - 288 b2 — 992 b* ¢t - 1024 h2 ¢+ 256G ¢3).
108 - 64 b* (* ‘ '
A = positiv; die Gleichung besitzt eme reelle und zwet 1imaginire

Wurzeln.

A =0; alle dret Wurzeln sind reell und zwei fallen zusammen.
A =negativ; drei reelle und unter sich verschiedene Wurzeln.

Wir behandeln zuerst den mittlern Fall und untersuchen,
“fir welche Werte von ¢ die Diskriminante verschwindet.  Wir
setzen:

4c¢2=¥% und bP=49 und fihren diese Werte im Aus-
druck fir 4/ ein. Bestimmen wir hierauf die Wurzeln der
Gleichung .#=0, so finden wir, dass sich die Diskriminante
folgendermassen i Faktoren zerlegen lasst:
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23

A= _1(_)85.’_@31 (4 —b3)2 (16¢t -} T2b% ¢ — 2T 1Y),
Es wird somit /==0, wenn
1, @e= U;
, b
2 c=5;
% e \/ 6y3—9.
5 :

In Bezug auf die Loungen unserer Aufgabe konnen wir
folgende drei Hauptfille unterscheiden:
b
A o

-

Far simtliche Dreiecke, die sich als Losung ergeben, gilt
die Relation

hy, }-n=c.
b
B, = ——
=3
Die Dreiecke entsprechen der Bedingung
hyfn=dc= .
Von den beiden Grossen hy, und n ist die eine = 0.
L & 2
Fiar die Dreiecke gilt hy —n=-|-c.
b
A. C > ?

1. c>% 6y3—9.

Die Diskriminante ist positiv; wir erhalten nur eine reelle
Wurzel als Abscisse, d. h. der Grundkreis schneidet die Kurve
nur 1 emem reellen Punkt. Dieser Schmttpunkt liefert emn
spitzwinkliges Dreieck.

b J6y3—9. mat1 Figs

2

2, ==

Die Diskriminante verschwindet. Es giebt 3 reelle Wurzeln,
wovon 2 zusammenfallen. Grundkreis und Kurve schneiden sich
in D¢’ und berithren sich in D>’. Es ist nun

Bern. Mitteil. 1902, No. 1530.
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27h8 324 b 24 720b% ¢* - 64 ¢®

W= AT ;
Fiir x; bekommen wir demnach den Ausdruck
3
. 3b4-de? T Q
e ) X 370
Xp = —+- 2 \// 3 oder
3h2 L h2(6\/ 3¢ _ s
X; = Gl (b\ 1) —b(2-—\V3)=(2V/3—38)b,
6b
wenn wir fir ¢ obigen Wert einsetzen.
3b:ph6YV3—9) b oo b,
S A + oy 2V =5 V3

Setzen wir diese Werte in der Kreisgleichung e, so er-

halten wir
v =Dh \/14\/3 e D

Y2 =Y¥s = \/

Dem  Schnittpunkt Di" (x1y1) entspricht das spitzwinklige
Dreieck OAB{ und dem Berithrungspunkt Dy’ (x2v2) das doppelt
gelegte stumpfwinklige Dreieck O AB,'.

Um zu untersuchen, ob letzteres Dreieck ene besondere
Eigenschaft besitze, wie zu vermuten ist, berechnen wir zunichst
seine Basishohe.

Wir konnen die Proportion aufstellen:

hy,: l} \/3 V3 —3 :l;f }))— VET

\/ 6\3 9.

Nun ist hy -fn=c¢c¢ == g \/6 \/8 —9; folglich ist

1
hb:: é

Das Dreieck besitzt also die Eigentiumlichkeit, dass der
dussere Schenkelabschnitt n das Doppelte der Basishohe be-
trigt. Fir seine Fliche elhalten wir den Ausdruck

()AB) — 1o \/( oy 3 —9. (14)
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Die Basishohe des spitzwinkligen Dreiecks OA B’ lasst
sich aus der Proportion berechnen
b

hy,: b\/lﬁi\/3—'24 = (2Y/3—3)h,
L Py g% wg
woraus by e -% \/ 42\/3 — 124 g \/’ 143 —24

= 033728 . -- b.
Es wird demmnach

F()AB] r = 0,26864 - - - b2, (15}
b/ |
3. 5 \/ 6V3 9 >c> ;)l

Die Diskriminante ist negativ.  Wir erhalten 3 reelle und
unter sich verschiedene Wurzeln, daher auch 3 reelle Schnitt-
punkte D und 3 reelle Losungen. Der Schnittpunkt des auf-
steigenden Kurvenastes erzeugt ein spitzwinkliges Dreieck. in
welchem hy, -}-n=c¢. Die zwel Schnittpunkte des absteigenden
Astes hefern swei stumpfwinklige Dreiecke.

Im ersten ist hy > n, ¢ = pos.
Im zweiten 1ist h, <n, ¢ =neg.
b
B. = —_5"

s

Der Grundkreis schneidet die Kurve im Doppelpunkt
E(b —b-) und 1m Punkt A (b,0). In E fallen 2 Schnittpunkte

292
— d

zusammen, was der Fall sein muss, da die Diskriminante 4 =0
wird. Dieser Spezialfall liefert 3 reelle Losungen:

1. Ein doppelt gelegtes rechtwinkliges Dreieck. fir welches
b '

n=0 wird und hy, = =

2
Em  unendlich kleines, auf die Basis redusiertes Dreieck
O CA, weil der Fusspunkt der Schenkelhohe auf A, also
1 die Basis fiillt, wodurch die Hohe hy, =— 0 werden muss.

C. e< —})l Taf. I. Fig. 3.

-

&

Die Losungen sind dieselben wie in Fall A; mit dem
Unterschied, dass das zweite stumpfwinklige Dreieck seine Spitze
nach unten kehrt.
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Ist speziell ¢ =0, so verschwindet die Diskriminante. Die
Kurve ist die Strophoide. Wir bekommen 3 Schnittpunkte, von
denen zwei D; und D, symmetrisch zur x-Axe liegen. Der Schnitt-
punkt Ds; und damit der Fusspunkt der Schenkelhthe des be-
dingten Dreiecks fillt in den Nullpunkt. Der Schenkel muss
somit senkrecht auf der Basis stehen. Wir erhalten ein wnend-
lich qrosses Dreieck, m welchem hy=n=occ 1st.

,

) . 3b b, ) 3b b,

Die Schnittpunkte D, (T’ —1—\/3, und D> (T -7 \ 5)

erzeugen 2 kongruente, symmetrisch zur x-Axe gelegene stumpf-
S

winklige Dreiecke OAB. Im /\ OAB ist hy,= n=-5; somit ist

) 1
S — 5
a = 30°.

Der Basiswinkel misst also 30°.
Aus der Proportion

finden wir

]) fiezr
h[; — *i.;“\ ;
somit wird
h* i .
FOAB — FOAB1 - TE \ -'}. (1())

Fir negative ¢ gewinnen wir keine ncuen Losungen. Die
Dreiecke werden einfach in Bezug auf die x-Axe Spiegelhnlder
derjenigen, die wir fiir positive ¢ erhalten haben.

§ 4. Zuweites Losungsverfahren. Bestimmung der Spitze B
des gleichschenkligen Dreiecks.
Es gelten natiirlich auch hier die Voraussetzungen des § 2.
a) Konstruktion der Hilfskurve.
Es sei (siehe Figur 5, Taf. I) OA =b die gegebene Basis.
Wir ziehen durch C die Mittelsenkrechte MM; dazu und tragen

auf derselben von C aus hy, +~n=ec ab und erhalten den festen
Punkt E. Uber OA schlagen wir ferner den Grundkreis. Nun



ziehen wir durch O Strahlen, die den Grundkreis in Q schneiden.
Fir jeden Strahl bestimmen wir nach den Gesetzen des gleich-
schenkhgen Dreiecks einen Punkt P so, dass
PQ=PE.

Die Verbindungslinie aller Punkte P 1st die gesuchte Kurve.
Sie 1st also der geometrische Ort eines Strahlpunktes, der vom
Schnittpunkt ) des Strahls mit dem Grundkreis und einem festen
Punkt Iy der Mittelsenkrechten gleichen Abstand hat. Die Schnitt-
punkte der Kurve mit der Mittelsenkrechten, also mit der Ge-

h . : . :
raden x==-5- sind die gesuchten Dreiecksspitzen B; denn

EB = BQ =n nach Konstruktion;
BC == hy; also
h, 4+ n = BC -} BE = CE = ¢ nach Voraussetzung.
Liegt der Schnittpunkt B der Kurve mit der Mittelsenk-
rechten zwischen C und E, so gilt beim Dreieck die Relation

hy, 4-n=c.
Fillt B auf E, so haben wir
hb i I —C¢C.

Liegt endhich B ausserhalb E, so gilt
hb -— 11 = C.

b) Ableitung der Kurvengleichuug.

Zu diesem Zweck legen wir das rechtwinklige Koordinaten-
system so, dass der Punkt O zum Nullpunkt und die Basis O A
samt deren Verlingerung zur positiven x-Axe wird. Die Koordi-
naten des Punktes P seien x und y. Es ist nun

0Q +QP = Vx4 ()
0Q = bceosg; l

QP — PE =\/(X__%)J_} (c——y)%lSUb. n (a);

wir erhalten

b \2 . —_
beose + \/(‘i — g) +c—y)? =Vx*+y%

bx b2 . —
\—/_—m + \/(‘i — 'g) +lo—y) = \/X‘ +¥5
quadriert man noch und bringt auf Null, so ist das Resultat
24 02 5 o ’ D4 3b2 ’ })2 2
(x*+y*) (bx—2¢cy) 4 (c* — ) x? 4 (C-? + _«f) yi=0. (17)

/ \Y
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¢) Diskussion der Kurrve.
Die Kurve hat im Nullpunkt emen” Doppelpunkt; denn die
Gleichung beginnt mit Gliedern 2. Grades. Als Gleichung der
Tangenten im Nullpunkt erhalten wir

a1 9 4 9
3 b#—i.¢®

Spezialwerte: 1. Fir ¢ =0 wird
V== :: X \/3

Die Doppelpunktstangenten ‘bilden mit der x-Axe Winkel von
-+ 60°.

. .
2. Fir ¢= wird
VvV == j—_ X.

Die beiden Tangenten bilden mit der x-Axe Winkel von + 45°.

. . l) —s_ 5
3. Fir c= V'3 wird
y =10, d.h. die beiden Doppelpunkts-
angenten fallen zusammen; die x-Axe wird Rickkehrtangente

tund der Nullpunkt Spitze.
b
4. Fir ¢> Bl V3 wird v = imaginir, d. h.

der Doppelpunkt wird zum 1solierten Punkt.
Wir setzen y = O und erhalten die Schnittpunkte der Kurve
mit der x-Axe

' ih

Die 3. Abscisse bleibt positiv, so lange ¢ < _‘21\/3. Sie

wird also negativ, wenn der Doppelpunkt isolierter Punkt wird.
X = () gesetzt, ergiebt die Schnittpunkte mit der y-Axe:

b2
Cvewt (04 B) g
¥i1 = Far= 4§
 bri-de?
Yi=Tge

Die dritte Ordinate hat das Vorzeichen von c.
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Wir machen die Gleichung mit z homogen, setzen dann
7z = 0 und erhalten

Un = Ug, == (Xe + }'2) (bX — 2(‘}’) B ();
daraus folgt:

bx
1. y== P
2 Y=rFix.

Wir erhalten somit eine reelle und 2 imaginire Asymptoten-
richtungen. Die Kurve geht durch die imaginiiren Kreispunkte
der Ebene.

Die reelle Asymptotenrichtung lisst sich konstruktiv leicht
bestimmen. Wir errichten iiber O E als Durchmesser einen Kreis,
welcher durch C gehen muss und den Grundkreis in Q schneidet.
Die Verbindungsgerade OQ ist die gesuchte Asymptotenrichtung.
Ist ¢ der Richtungswinkel derselben, so ist zu beweisen, dass

=P B ke Fie
tgp = b2~ B¢’ sieche Fig. 2. ()

Nach dem Sehnensatz 1st 1m Kreis iiber O E:

, _ p(c—p)=rv
und 1m Grundkreis:

( 4 p) (.‘L — p) — rv; folglich

cp—pi= L woraus
1 aus
b2
P= g
Setzen wir diesen Wert in (a) ein, so wird
—dc 27 2

Die reelle Asymptotenrichtung ist identisch mit dem Strahl,
fiir welchen der Punkt P ins Unendliche fillt; dies geschieht, wenn
EQ 1 Strahl OQ.

Die Gleichung der Asymptote selbst wird
bt — By B2 g
4(b?+4c?)
b (b —4c¢?)?

Y= 59X T Ber fdc) (19)
Die Asymptote schneidet die y-Axe beir positivem c¢ auf der
positiven, bei negativem ¢ auf der negativen Seite. Um sie zu
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konstruieren, bestimmen wir zuerst den Abschmtt auf der y-Axe.
Ist der Schnittpunkt mit der y-Axe gefunden, so zieht man durch
denselben eine Parallele zu OQ" (siche Fig. 5, Taf. 1). Der
Abschmitt auf der y-Axe 1st konstruktiv leicht zu gewinnen, wenn
wir dem konstanten Glied in der Asymptotengleichung die

Form geben:
(b* —4e®)* 1 ( lr_:_:ic )'
Sc(bi4-4¢t) 8¢ \yh? F4¢?
Spezialwérte: 1. Far ¢ =0 nmmt die Gleichung der
Asymptote die Form an

b
b
4
Die Asymptote steht senkrecht auf der x-Axe.
) ¢ == l)_:
Ed ‘) 7
Asymptote: V=K

Sie geht in diesem Spezialfall duwrch den Nullpunkt und
bildet mit der x-Axe emmen Winkel von 45°

: b=
3. ¢c= 5 yV 3:

/ T xT . 1 'Y [_.'( l) /T
Asymptote: Y= 3 x\ 3| 12 V3

Die Asymptote bildet mit der x-Axe einen Winkel von 30”
4. ¢ = oco; dann wird auch

y = oo, d. h. die Asymptote verliauft par alle
der x-Axe un Unendlichen.

Durchliauft ¢ alle Werte von 0 bis co. so dreht sich die
Asymptote um 90° von der Richtung der y-Axe zur Richtung
der x-Axe.

So lange der Nullpunkt Doppelpunkt oder Rickkehrpunkt
1st, besitzt die Kurve ecinen reellen Wendepunkt. Sie hat deren
drei, wenn der Nullpunkt isolierter Punkt wird.

Wir weisen noch darauf hin, dass die Kurve ebenfalls
rational ist.

Wir betrachten nun noch die verschiedenen Kurven, die
einem verinderlichen ¢ entsprechen; ihre Doppelpunktstangenten
haben wir bereits untersucht.
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Ist ¢ > & \/3, so wird der Nullpunkt isolierter Punkt.
b = :
Ist ¢ < V3, » > » Doppelpunkt.

Ist ¢ = % V3, » » » Riickkehrpunkt.

Im letztern Fall wird die Gleichung der Kurve:
(x*4y*) (x—=V3y) +by*=0 (20)

y =0 1st, wie wir schon gesehen haben, Riickkehrtangente.

Wenn ¢ = g, so lautet die Kurvengleichung:

-

(¥ (=) — 5 (67— y) =0

, b
oder [X2 Ty -5 (x JrY)] (x—y)=0; (21)
daraus folgt:
L y=x;
sz b b
2, x*—f—y‘——é—x —_— E)'* y:—"-O.
Die Kurve zerfiillt also in einen Kreis und in eine Gerade,
welche diametral den Kreis schneidet. Die Gerade ist zugleich
noch Asymptote der Kurve.

Die Kreisgleichung in der Normalform lautet:

b \? b\* b2
—3)+—3)-%
Die Koordinaten des Kreismittelpunktes G sind somit

(72—, %) Der Punkt G fillt also in die Gerade y=x und
liegt in der Mitte zwischen O und E. Der Radius des Kreises
1st l:%\/é

Wenn ¢ =0, so heisst die Gleichung der Kurve:

9 9 b 2
(¢ -y x — o BxE—y?) =0, 22)
Die Kurve gleicht der Strophoide. Ihre Asymptote x =

— % 1st ebenfalls Wendetangente. Von der eigentlichen Strophoide

Bern. Mitteil. 1902. No. 1531.



weicht sie darin ab, dass ihre Doppelpunktstangenten nicht senk-
recht aufeinander stehen; siehe Fig. 5.

Fiir negative ¢ bekommen wir die gleichen Kurven wie fiir
positive ¢. Nur sind sie wieder Spiegelbilder der letztern m
Bezug auf die x-Axe. Durchliuft daher C alle Werte von
— oo bis 4 oo, so liegen die entstehenden Kurven paarweise
symmetrisch zur x-Axe. Die Grenzkurve, fir welche ¢ =0, steht
zwischen den Paaren.

Kurven-Schema:

l. ¢= co. Die Kurve besteht aus dem Null-
punkt O und der zur x-Axe paral-
lelen unendlich fernen Geraden.

: b /5 Der Nullpunkt ist solierter Punkt,
2. ¢ > 5\/3 3 reelle Wendepunkte, Asymp-
totenrichtungswinkel <C 30°.
3 o b V3 Nullpunkt ist Spitze, ein reeller
R . e Wendepunkt, Asymptotenrich-
tungswinkel = 30°; siehe Fig. 5.
B ! . .
4 o< b V3 Nullpunkt ist Doppelpunkt, ein
2 reeller Wendepunkt, Asymptoten-
richtungswinkel > 30°,
b N Schleife reicht nicht bis an die
i) F} \/6\/8 - Mittelsenkrechte.
b . Schleife beriihrt die Mittelsenk-
bb) ¢ = 2 \/b\/3 —9 rechte.

| b - b  Schleife schneidet die Mittel-
) ?\/6\/3_9> €= senkrechte. Beide Schnittpunkte

liegen oberhalb der Basis OA.

dd) ¢ — b | KurYe zerfillt in einen Kreis und
2 in eine Gerade, welche mit der
Asymptote zusammenfillt. Die

Asymptote bildet mit der x-Axe

einen Winkel von 45°.
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Wie ce, nur liegt ein Schnittpunkt
unterhalb der Basis. Asymptoten-

richtungswinkel zwischen 45° und
90°.

f] e=1); Kurve eine Art von Strophoide,
liegt symmetrisch zur x-Axe.
Asymptotenrichtungswinkel=90°

1
ee) _L;_> ¢ l),

d) Die Lisungen der Konstruktionsaufgabe.

Wir haben die Schnittpunkte B der Miitelsenkrechten mit
der Kurve zu bestimmen. Wir bekommen im Maximum 3 Schnitt-
punkte, also auch 3 Losungen. Fithren wir den Wert fiir x aus

der Gleichung der Mittelsenkrechten X:% in der Kurven-
gleichung (17) ein, so erhalten wir

() (5 se) (o) 4]

reduziert:

3b%-}4¢? , |, b? b*—4b?c?
sc Y T TYT 33
Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Ordinaten der

Schnittpunkte B.

Die Diskriminante ./ dieser kubischen Gleichung lautet
b2
J = W( 2(b8 l—288b6 2 992 b4 4+ 1024b2 6"" 2!)()(’ )
L
T27.64%¢!
Die Diskriminante verschwindet somit, wenn

1. b=0,

9, == _b_ und

:——\/6\/3 9,

Fall (1) b=0 fallt ausser Betracht, da b nicht variieren -
soll. Die Diskriminante wird demnach fiir 2 Spezialwerte von
¢ zu Null, Wir stossen somit auf das ganz gleiche Resultat wie
beim ersten Losungsverfahren. Nach beiden Verfahren bekommen

3_

s 10 (23)

(4c®—b2)? (16¢*72b% 2 — 27 hY).
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wir zusammenfallende Schnittpunkte und Losungen fir die Werte

Gres= b und ¢ = "; \/ 613 —9. Allerdings verschwand die Dis-

2

kriminante im ersten Fall auch fir den Wert ¢c=0 (siehe pag. 89);
allein dort fielen bloss die Abscissen zweler Schnittpunkte zu-
sammen, die Ordinaten nicht; diese differierten im Vorzeichen;
daher gab es kemnen Berithrungspunkt. Im vorliegenden Fall,
wo wir die Ordinaten der Schnittpunkte B der Kurve mit der
Mittelsenkrechten suchen, kann daher fir ¢ =0 ./ nicht =0
werden.

Fir b =0 zerfiillt iberdies die Kurve in die reelle Gerade

c
Y¥==49

und in die Geraden absoluter Richtung.

Was nun die Losungen betrifft, so haben wir die namlichen
Hauptfille mit denselben Unterfallen wie beim ersten Verfahren.

Ist .4>0, wobel ¢ > % \/ 61/ 3— 9 sein muss, so erhalten
wir eine reelle Losung.

Ist 4 <0, so giebt es 3 reelle und unter sich verschiedene
Losungen.

Wenn 4=0 ist, was zweimal eintrifft, so fallen 2 von den
3 reellen Losungen zusammen.

Wir verzichten auf eine ausfihrliche Darstellung der
Losungen. Wir wollen nur noch an einigen Spezialfiillen zeigen,
dass die beiden Verfahren in ihren Ergebnissen iibereinstimmen.

As c:% \/6V§——9.

Berechnen wir den zugehorigen Wert von y, so erhalten wir:
y 3b24-b2(6\/3—9)+(2—V/ 3)12b?
1 —_— e =

[
12b\/6\/3—-9
) T
- b (%—V—g’) \/2\/§+3 — 053728 .. b
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2: 8:

3b% +b2(6Y/3— 9)-} (2—1/3)6b2
Nun ist yo =ys = i; denn

12b\/6\/§——9
=b (\/f—%) \/2\/§+3.
3

b(\/§~%> \/2\/—§:;)=§\/®

Das spitzwinklige Dreieck hat also die Basishohe hy ==0,53728---b
und das doppelt gelegte stumpfwinklige Dreieck die Basishohe

hbm%; somit herrscht Ubereinstimmung mit den Resultaten

nach den ersten Verfahren (vergl. pag. 13)

B. ¢= J%-

Wir bekommen als Ordinaten der Schnittpunkte B, d. h.
als Basishohe der entsprechenden Dreiecke, folgende Werte:

. 4 h? b
1.y im A\ OAC-———T_)‘—B————?;—-—O,
2. y» == vy; fir das doppelt gelegte rechtwinklige /\
4 b?

OAE=EC= + lé— == 12)— (vergl. damit pag. 91).

12b
Cs. ¢=0; Taf. I, Fig. 5.

Wir gehen aus von der Gleichung (23), multiphizieren ¢ 1m
Nenner weg, setzen hierauf ¢ =0 und erhalten

., 3b* bt :
Yy g =

y:ir%\/g-

Der dritte Wert von y ist unendlich gross, da der Koeffizient
von y*=0 geworden ist. Wir bekommen daher auch hier far
das unendlich grosse Dreieck die Basishohe h), = 0o und fir die
2 stumpfwinkligen Dreiecke OAB, und OAB, die Basishohe
g b

6

\/3 wie beim ersten Verfahren (siche pag. 92).
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§ 5. Zweite Aufgabe: Ein gleichschenkliges Dreieck zu kon-
struieren, wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Schenkel
und dem an die Spitze angrenzenden Schenkelabschnitt gegeben sind.

Gegeben: 1. b,

2. s+ n=-+ ¢ = konstant.
Bedingungen :

s - n> \/2
2. s—n< & \/2::pos

Im rechtwinkligen Dreleck i1st n=0 und s = \/ 2. Wird

das Dreieck spitzwinklig, so wachsen sowohl s als a,uch n; also

muss s+n>§\/§ sein. Fiar em stumpfwinkliges Dreieck

zichen wir den Grundkreis und finden, dass s +n> g\/ 2 wird

nach dem Satz: In einem Kreise gehoért zu einem grossern

Bogen auch die grissere Sehne. %\/Q 1st somit das Minimum,
das der Wert der Summe s-}n annehmen kann.

Was die 2. Bedingung betrifft, so erreicht die Differenz
s —1n emen maximalen Wert beim Iechtwmkhgen Dreieck, wo

b——n-—b—O————\/Z 1st.

Bei emnem spitzwinkligen Dreieck ist ndmlich s —n < % V2
nach dem oben erwihnten Sehnensatz, und bei einem stumpt-

winkligen Dreieck ist % \/2 schon > als s allein, umsomehr also
}22— \/§ > s—n.

§ 6. Erstes Lisungsverfahren. Bestimmung des Punktes D.
@) Konstruktion der Hilfskurve. Taf. I, Fig. 4.

Mache OA gleich der gegebenen Basis b. Ziehe die Mittel-
senkrechte MM;. Schlage um O einen Hilfskreis, dessen Radius
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r=0H gleich der gegebenen Konstanten c ist. Ziehe durch O
emen Strahl, welcher die Mittelsenkrechte in R und den Hilfs-
kreis in H und H’ schneidet. Mache RP = RH

und RP"=RH'".
Dreht sich nun der Strahl OR um O, so beschreiben die Punkte
P und P’ die Kurve. Die Schnittpunkte dieser Kurve mit dem
Grundkreis liefern die gesuchten Fusspunkte D der Schenkel-
hohe. Es ist nimlich ¢ = OH = OR + RH. OR entspricht
dem s; folglich muss RH = RP den Schenkelabschnitt n
bedeuten. Dieser Schenkelabschnitt erstreckt sich in Wirklich-
keit nur von der Mittelsenkrechten bis zum Grundkreis. Wenn
also der Kurvenpunkt P auf den Grundkreis fillt, so ist RP==n,
OR = s, und wir haben eine Losung der Aufgabe.

Schneidet der Strahl eimnes Kurvenpunktes P die Mittel-
senkrechte mnerhalb des Hilfskreises O, so geniigt P der Be-
dingung OR+RP=s-}n=0H=c.

Fir Kurvenpunkte P, deren entsprechende Strahlen die
Mittelsenkrechte ausserhalb des Hilfskreises O schneiden, gilt
die Relation: OR—RP=s—n=0H=c¢.

Far alle Strahlen haben wir endlich noch Kurvenpunkte
P’, welche der Relation entsprechen:

RP"  —-0OR=n—s=0H"=c.

Weil in emem gleichschenkligen Dreieck der an die Spitze
grenzende Schenkelabschnitt n niemals grosser, hiochstens gleich
s werden kann, so kommt natiirlich der Fall n —s=¢ fir die
Losung unserer Aufgabe nicht in Betracht. Der Kurvenzweig,
auf dem die Punkte P’ liegen, liefert daher keine Losungen
unserer Aufgabe.

b) Ableitung der Kurvengleichuny.

Wir wihlen wieder O zum Nullpunkt eines rechtwinkligen
Koordinatensystems und legen durch OA die positive x-Axe. Es
selen X und y die Koordinaten eines Kurvenpunktes P, dessen
Strahl den Richtungswinkel ¢ habe. Dann ist

OP=0H —-2RP =¢—2RP;
somit F m= (C — QRP) sin Qoo (p’)
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Ziehe PN | MM,, so ist

b
PN == ‘g— — X,
b
s
RP = PN — » sub. 1 (B);
cos ¢ Cos ¢ :
b
- —x)2
wir erhalt = _—E——L) D
rhalten y ((, cong sin ¢
y=(ccos ¢ —b}-2x) -}i";
_ex g
Vo
(x*4v¥) (b—x)—e2x?=0 - (1)
In Polarkoordinaten: Pre== b +F ¢ (la)
cos ¢ '

Unsere Kurve ist somit die Konchoide des Nikomedes.
Die x-Axe ist Symmetrieaxe und die Asymptote x=h= LA
die Leitlinie.
¢ >b; der Nullpunkt ist Doppelpunkt:
c=h; » » »  Spitze;
c<b; » » » 1solierter Punkt.
Es bleibt nur noch nachzuweisen, dass nach der gewohnlichen
Definition der Nikomedischen Konchoide
PY =¥ =g 38t
Nach Konstruktion ist

RP'—OR =c.
Nun 1st OR=RYV,
also RPF—RV=VP —=c. ()
Ferner 1st nach Konstruktion
OR-FPR—¢;
fir OR kann man RV setzen; also ist _
RV+RP=PV=c. (d)

Aus (y) und (J) folgt, dass
PV=P'V=c ist.
‘Wir haben also die Nikomedische Konchoide nicht mit Hilfe
der Leitlinie, sondern mit Hilfe der zwischen dem festen Punkt
O und der Leitlinie gelegenen Mittelparallelen MM; und einem
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Kreis konstruiert. Die Basis b des zu konstruierenden gleich-
- schenkligen Dreieckes ist der Abstand des festen Punktes O von
der Leitlinie AL.

¢) Die Lisungen unserer Aufgabe.

Wir haben die Schnittpunkte D der Kurve mit dem Grund--
kreis zu bestimmen. Die Koordinaten der Punkte D sind die
Wurzeln des Gleichungssystems :

1. (x24y?) (x —b)P*—c?x®2=0; Gleichung der Kurve.

2. r’—brty* =0; » des Grundkreises.

Aus (2) folgt ¥ o= \/x (b —x), sub. in (1); wir er-
halten bx(x —b)*—c?x2=0,

oder b(x—b)*—ec?x=0. (2)

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind die Ab-
scissen der Schnittpunkte D. Wir erhalten statt 8 Schnittpunkte
nur zwel, weil beide Kurven durch die unendlich fernen imagi-
niaren Kreispunkte der Ebene gehen, weil ferner zwei Schnitt-
‘punkte in den Nullpunkt fallen und weil endlich y nur in der
2. Potenz vorkommt.

Gleichung (2) nach x aufgelost giebt
2b? J-c?4c\/4b2 - c?
= 21 '

Nun ist y=\/x(b—x);
x darf also hochstens=b werden; sonst werden die Schnitt-
punkte imaginér. Dies folgt iibrigens schon aus der Konstruktion.
Wir konnen daher im Ausdruck fir x, den Spezialfall ¢ =0 aus-
genommen, nur das negative Zeichen der Wurzel brauchen. Es
wird somit der Ausdruck fir die Abscisse von D
K_2b3-+~c*-—c\/4b2+ c?
i 2b

y=i% 2c] (b2 | e)VIR @ —@Bbieted) | (@)

Weil das Wurzelzeichen unter der Wurzel nur eindeutig
genommen werden darf, so erhalten wir fir y 2 Werte, die sich
nur im Vorzeichen unterscheiden. Wir erhalten somit 2 reelle
Schnittpunkte D, welche symmetrisch zur x-Axe liegen. Dies
bedingt ferner als Losungen 2 gleichschenklige Dreiecke, welche

Bern. Mitteil. 1902, No. 15632,

; dann wird (43)
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kongruent sind und eine symmetrische Lage zur gemeinsamen
Basis b haben.

Bei variablem ¢ erhalten wir folgende Hauptfille unter
den Losungen:

A. C>%\/§.

Die Abscisse der Schnittpunkte D und D; 1st <—l2)— Die

entstehenden Dreiecke sind somit spitzwinklig und geniigen der
Bedingung:
s --n—-c.
3b

1. Unterfall ¢ > S

Der Dreieckswinkel an der Spitze ber B st < 60°. Ist
speziell ¢ = oo, so fallen die Punkte D und D, zusammen in den
Nullpunkt. Es entstehen 2 unendlich grosse Dreiecke.
3b
D]

-

Es wird x = —2— und y= i% V3.

2. Unterfall ¢ ==

Die Drelecke sind gleichseitig.

3h b = Z . ;
5~ >¢ > 5 vV 2. Taf. I, Fig. 4.
Spitzwinklige Dreiecke, deren Winkel an der Spitze zwischen
60° und 90° liegt.

3. Unterfall

B. e= % \/2 = Grenzfall.
Es wird x = g und y =+ }2)-

Die Dreiecke sind rechtwinklig und erfillen die Bedingung:

stn=c¢; n=0.
C. c<l§—\/§-

: b : . .
Es wird x> —-; dies hat zur Folge, dass die Drelecke
-

stumpfwinklig werden. Fiir dieselben gilt die Relation:
S—1n=c.
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Wird speziell ¢=0, so fallen die Schnittpunkte D und D!
zusammen auf A (b,0), und da jeder doppelt zu nehmen ist, so
erhalten wir als Losungen 4 unendlich kleine Dreiecke, die sich
auf die Basis reduzieren.

§ 7. Zuweites Lisungsverfahren. Bestimmung der Punkte B.

Es gelten die Voraussetzungen des § 5.

a) Konstruktion der Hilfskurve. (Ohne Figur.) Mache O A = der
gegeben Basis b. Ziehe den Grundkreis. Schlage ferner einen
Hilfskreis um O, dessen Radius r=OH ==¢, der gegebenen
Konstanten. Lege nun durch O einen Strahl, welcher den Grund-
kreis in Q und den Hilfskreis in H und H; schneidet. Halbiere
die Strecken HQ und H;Q in den Punkten P und P;. Lassen
wir den Strahl OQ um O sich drehen, so erzeugen die Punkte
P und P; die gesuchte Kurve. |

Es entspricht nun die Strecke OP, resp. OP; dem Schen-
kel s; folglich muss die Strecke P(Q, resp. P1Q dem Schenkel-
abschnitt n entsprechen, da n gleich dem Abstand des Schenkel-
endpunktes vom Grundkreis ist, gemessen auf dem zugehorigen
Strahl. ‘

Die Kurve ist der geometrische Ort eines Strahlpunktes,
dessen Summe oder Differenz der Abstéinde vom Ursprung O
und dem Grundkreis eine Konstante ist.

Da OP dem Schenkel s und P dem Endpunkt desselben
entspricht, so haben wir in den Schnittpunkten der Kurve mit
der Mittelsenkrechten die gesuchten Punkte B. Die innere
Schleife liefert nur im Spezialfall ¢ =0 Schmittpunkte.

b) Abteilung der Kurvengleichung.

Wir erhalten, indem wir analog wie friher vorgehen, die
’ 2 g
Gleichung: (Xa +yi— —12)— x) - % (x*+4-vy?) =0. (5)

Dies ist die Gleichung einer Kreiskonchoide.

b . , : |
5 1st der Durchmesser des erzeugenden festen Kreises und

;— der konstante Abstand der Kurvenpunkte vom Grundkreis, ge-

messen auf den zugehorigen Strahlen. Die x-Axe ist Symmetrieaxe.
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¢<<b; Nullpunkf ist Doppelpunkt,
c::b; » » Spitze,

die positive x-Axe ist Riickkehrtangente.
¢ > b; Nullpunkt ist isolierter Punkt.

In Polarkoordinaten lautet die Gleichung der Kurve:

b c .
=5 cosqoiwz—- (6)

¢) Die Lisungen der Aufgabe.

Wir ziehen die Mittelsenkrechte, da es sich um deren
Schnittpunkte B mit der Kurve handelt. Die Abscisse aller
dieser Punkte ist x=g- Fithrt man diesen Wert fiir x in der
Kurvengleichung (5) ein, so erhilt man emme Gleichung in vy,
deren Wurzeln die Ordinaten der Schnittpunkte B, der Spitzen
der gesuchten gleichschenkligen Dreiecke sind. Diese Gleichung
lautet:

i Oy bie*
v 4 16
Die Gleichung, zunichst nach y* aufgelost, ergiebt
§ c*+c\/4b*|-¢?
- 8

Da y nicht imaginir werden darf, so ist nur das positive
Zeichen der Wurzel zu gebrauchen mit Ausnahme des Spezial-
talles ¢ =0; daraus folgt

1 c®}c\4bifc? -
W Ry LIS g

Man erhilt demnach 2 Schnittpunkte, welche symmetrisch
zur x-Axe liegen. Dies bedingt als Losungen im allgemeinen
2 kongruente symmetrisch zur Basis gelegene Dreiecke. Die
Losungen sind spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig, je
nachdem

= (),

c % % V2 ist.

Das zweite Losungsverfahren fiihrt zu denselben Ergebnissen
wie das erste. (Vergleiche damit die Resultate auf pag. 106 und
107.) Wir verzichten darauf, die Ubereinstimmung fiir Spezial-
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falle nachzuweisen. Wir erlauben uns nur noch, die allgemeine
Formel fiir die Dreiecksfliche zu bringen. KEs wird

b /et4c\4bif-c?
Fopos=7 \/ 2 )
Speziell fir ¢ = h entsteht ein gleichseitiges Dreieck; es
. b /T VAR g
wird F= T 5 = % \/3'
1.

§ 8. Dritte Aufgabe: Konstruktion eines gleichschenkligen Drei-"
ecks, wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Schenkelhihe
und dem an die Spitze angrenzenden Schenkelabschnitt gegeben sind.

Gegeben: 1. b;

2. hy +n = + ¢ = konstant.

Bedingungen: 1. hy+n> —12)— ;

B, hs—anrg\/é.
Die Summe h, +n wird ein Mimimum bei einem unendlich

kleinen Dreieck; denn da ist hy =0 und n= %, alsoh, +n= %

Die Differenz hy — n erreicht das Maximum bei einem recht-

winkligen. Dreieck, bei welchen h; =%\/§ und n =0, also h, —
Lo |
= ? \/2.

§ 9. Erstes Lisungsverfahren: Bestimmung der Spitze B des gleich-
schenkligen Dreiecks.

a) Konstruktion der Hilfskurve.

Es sei (siehe Figur 6, Tafel II) OA die gegebene Basis b
Ziehe den Grundkreis. Schlage ferner um A emen Hilfskreis,
dessen Radius r=AH=c ist. Lege durch O einen Strahl, wel-
cher den Grundkreis in () schneidet. Félle von A aus ein Lot
auf diesen Strahl, das durch Q gehen muss und das den Hilfs-
kreis in H und H; schneidet. Trage nun auf dem Strahl OQ
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von Q aus die Strecke QH nach der entgegengesetzten Seite
von O, die Strecke QH,; nach der gleichen Seite ab und erhalte
30 2 Punkte P und Py, so dass
AQ +QP=AQ +QH=AH =¢
und QP —QA=QH,—-QA=AH,=c.

Lisst man den Strahl OQ um O sich drehen, so beschreiben
die Punkte P und P; die gesuchte Kurve. Ziehen wir also in
einem Kreise durch den einen Endpunkt O eines Durchmessers
Strahlen, die den Kreis in Q schneiden, so ist unsere Kurve der
geometrische Ort solcher Strahlpunkte, fir die die Summe oder
Differenz der Abstiinde des Punktes Q) vom Kurvenpunkt P einer-
seits und andererseits vom andern Endpunkt A des Durchmessers
eine Konstante ist.

Die Summe der Abstiinde entspricht der Relation:
hs+n=c,
die Differenz dagegen der Bedingung:
h, —n=-te,

Fillt ein Kurvenpunkt P auf die Mittelsenkrechte MM,, so
wird QP =n und QA =h,; folglich haben wir in den Schnitt-
punkten der Kurve mit der Mittelsenkrechten die gesuchten
Punkte B, d.h. die Spitzen der gleichschenkligen Dreéiecke.

b) Ableituny der Kurvengleichunyg.
Lage des rechtwinkligen Koordinatensystems wie friher.
x und y seien die Koordinaten des Punktes P; dann ist
(0Q+QP)*=x* | y* (e)
0Q=bcosg; _
QP = ¢ — QA —c — bsing, | Sub- I ();
wir erhalten

(b cos ¢ |- ¢ — b sin ¢)? = x*+} y*

_bx . bY _vore.

EETa
(X ¥ by )] — e (62 v =0 W
Polargleichung: r=b(cos¢ — sin¢g)+c. (2)

Gleichung (1) ist die Gleichung einer Kreiskonchoide, deren
Symmetrieaxe mit der positiven x-Axe einen Winkel von —45°
bildet.
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¢ < b\2; der Nullpunkt ist Doppelpunkt;
¢c=b\2; » » »  Spitze;
¢c>b\2; » » » 1solierter Punkt.
Ist ¢=0, so lautet die Kurvengleichung:
(x24y2+by—bx)?=0.
Die Kurve zerfillt in zwei aufeinanderfallende Kreise.
Die Gleichung eines Kreises in Normalform heisst

" bV b\® b2
(-3 ) -

Die Mittelpunktskoordinaten sind (12)-7 m%): und der Radius

des Kreises 1st r= —g-\/ﬁ-

Um die Gleichung der Kurve in normaler Form zu erhalten,
fahren wir eine negative Drehung der Axen um 45° aus. Es
ergeben sich daher folgende Transformationsformeln:

1. x=x'cos¢ -}y sing;

2. y=—x'sing 4 y'cose.

Weil sing =cos¢ == —;— \/2, so erhalten wir

3. y—X-:"_-X’\/é, l

i =¥fytasx® 'y
es resultiert: :
(2 -y —bx' VB — (X -y =0, 4)

Der Durchmesser des erzeugenden festen Kreises ist also by/ 2.
Ziehen wir durch O Strahlen, welche den festen Kreis in V
schneiden, so liegen auf jedem Strahl zwei Kurvenpunkte U und
W, welche von V den konstanten Abstand ¢ haben.

sub in der Kurvengleichung (1);

¢) Die Lisungen der Aufgabe.

Wir ziehen die Mittelsenkrechte x——*-gf; denn ihre Schnitt-
punkte mit der Kurve liefern die Spitzen B der gesuchten gleich-
schenkligen Dreiecke. Alle diese Schnittpunkte haben die Abscisse
x=%; es bleibt daher nur noch die Bestimmung der Ordinaten
der Punkte B ibrig. Zu diesem Zweck setzen wir den Wert
far x::—};— i der Kurvengleichung (1) ein und erhalten

-l
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2.2
<y2—|~by————\ —c? b: = (). ()
Die Gleichung 4. Grades liefert 4 Wurzeln; somit erhalten
wir 4 Schnittpunkte, was richtig ist, da eine Gerade eine Kurve
4. Ordnung in 4 Punkten schneiden kann.
Wir bringen (5) auf die Form
b"—2(: g b? b*— 4bec?

4 D) : -t+--—— . =
y't2by' +—5— 5 ¥ 5 O
b
setzen y=z—§’ setzen ein und erhalten
24— (b% 4 ¢¥) 22 b z~]——i—-0. (o)

Wir zerlegen die linke Seite in 2 Faktoren, wobel wir un-
bestimmte Koeffizienten anwenden, und setzen

(z*-+pz4-t) (*—pz+u) =0, ()
fithren die angedeutete Multlphkatlon aus, vergleichen die Koeffi-
zienten Von (@) und (B), leiten eine Glelchung in p ab, setzen

pi=v —1— (b% -} ¢?) und erhalten schliesslich folgende kublsche

Hllfsglemhung :
4 AN2p2 | ot 6 __ 4,2 1Eh2ad___ 96
v 4b 4b2c+c v_ 16b® —24b*c*—15b%c*—2¢ —0. (6)
3 27
Die Diskriminante dieser Gleichung lautet:
4P3 b2 c* o .
A= Q*— =57 (4c®+3b2c*4+48b'c2—32b8).

Diese Dlskrlmlnante verschwindet fir folgende Werte von c:
1. e=0 I

] 8 3
2 c=%\/3\/13—|—16\/§ +—3\/13_16\/§—1l (7)

= 0,787996- - . .. b

- Demnach bekommen wir 3 Hauptfille fiir unsere Loésungen:
A, ¢>0,787996-... b; 4 =pos.

Die kubische Hilfsgleichung in v (6) besitzt eine reelle und
zwel imagindre Wurzeln; folglich werden bei der biquadratischen
Gleichung (5) in y 2 Wurzeln reell und 2 Wurzeln imaginér.
Wir erhalten zwei reelle, verschiedene Losungen. Laut Kon-

struktion sind die Dreiecke spitzwinklig.
B. ¢=0,787996 - - -+ b; 4=0.



— 113 —

Die kubische Hilfsgleichung hat 3 reelle Wurzeln, wovon
2 gleiche. In diesem Fall besitzt die biquadratische Gleichung
4 reelle Wurzeln, wovon auch 2 gleiche. Wir bekommen 4 reelle
Losungen, wovon 2 zusammenfallen. Die ungleichen Dreiecke
sind laut Konstruktion spitzwinklig, die zwei gleichen stumpf-
winklig.

C. ¢<0,787996--- b
4/ =neg., wenn wir c¢= 0 ausschliessen.

Die Wurzeln der Gleichung (6) sind alle reell und positiv.
Die Gleichung (5) hat folglich ebenfalls lauter reelle Wurzeln
und damit unsere Aufgabe 4 wirkliche Loésungen.

Spezialfille:
1. e= % Ve.
Die Gleichung (6) bekommt die Form
v — 19—2 b*v = 0; die Wurzeln sind
V1 — 0.
2
Va2 — —2-‘- V3.
; s b2 S

Die Gleichung (8) lautet in diesem Fall
2
(z‘-" + bz — %) (z22—bz+0)=0.

Subtrahieren wir von den Wurzeln dieser Gleichung —g, SO

erhalten wir schliesslich folgende Werte fiir y:

L = %))-, bedingt ein rechtwinkliges Dreieck.

2 ya=— 57 » » » »
3. ys=b (% V8 — 1), bedingt ein stumpfwinkliges Dreieck.
4. yuy=—> (—%— V3 1>, » » spitzwinkliges »

2. ¢e=0; 4=0.
Gleichung (6) nimmt die Form an
Bern. Mitteil. 1902. No. 1533.
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4 ht 16b*
3 ——
V . 3 V 27 ().
Die Wurzeln sind:
4, 2 e
Vi = —3 b"; ¥ = ¥Yg = — Lgu b,

Gleichung (3) bekommt die Form
L 2 - 2
(ZZ + b\/2-z+%> (22 4-by2.2 }é ) —F!

Subtrahieren wir wieder von den Wurzeln dieser Gleichung -

%, so finden wir fur y folgende Werte:
1. yi=y:= —121- (V2 —1), bedingt ein doppeltgelegtes
stumpfwinkliges Dreileck.

2. Ya=Yyi= — -g— (V2 4 1), bedingt 2 zusammenfallende
spitzwinklige Dreiecke.
Die Dreiecke, die wir fiir ¢=0 erhalten haben, besitzen

folgende zum teil schon aus der Konstruktion hervorgehende
Eigenschaften:

1. In jedem der beiden Dreiecke ist die Schenkelhéhe hy
gleich dem #ussern Schenkelabschnitt n.

2. Die Schenkelhohe hg des einen Dreiecks ist gleich dem
innern Schenkelabschnitt m des andern und umgekehrt.

3. Die Basiswinkel dieser Dreiecke messen 22 /29, resp. 67 1/2°.

Satz (1) folgt aus der Konstruktion. Satz (2) soll ana-
lytisch bewiesen werden. Zu dem Zweck berechnen wir im spitz-
winkligen Dreieck O AB die drei Grossen s, hy und m. Wir

finden:
1. 82%\/4—{—2\/5;
b/ -
g, hsz?\/2+\/2;
8. m:—gw\/2-—\/§.

Es muss nun im spitzwinkligen Dreieck das von den
3 Stiicken b, hy und m begrenzte Dreieck O AD; gleich dem
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stumpfwinkligen /\ O A B sein, vermehrt um das von den 3 Stiicken
s, hy und n gebildete rechtwinklige /\ ABD; also A\ OAD; =
ANOAB-+ A ABD, sofern Satz (2) bestehen soll. Wir schreiben
fir die Flichen dieser Dreiecke die halben Produkte aus Grund-
linie und Hohe, multiplizieren das 2 im Nenner weg und erhalten:

LXVENRT: RLEVAIE R S Sty S RVE)

2 _ 2 _
% V2= 11— \/2; die Gleichung ist identisch

richtig, somit unsere Behauptung bewiesen.
Die Wahrheit von Satz (3) kann trigonometrisch leicht dar-
gethan werden.

Fir die Flacheninhalte dieser zwei Dreiecke erhalten wir
folgende Ausdriicke:

b
0AB~ 4 (\/2—_1)

Foam, =4 WZ+D

3. ¢ =-§— ;-siehe Figur 6, Tafel II.

F

(8)

Eine Losung wird unendlich klein; denn die Gleichung (5)

wird fir ¢= —g— und y =0 erfillt.

§ 10.  Zweites Lisungsverfahren. Bestimmung der Fusspunkte D der

Schenkelhihe. Voraussetzungen wie in § 8.

a) Konstruktion der Hilfskurve.

Es sei (siehe Fig. 7, Taf. II) OA=Db die gegebene Basis.
Ziehe den Grundkreis und die Mittelsenkrechte MM;. Schlage
ferner um A einen Hilfskreis, dessen Radius r=AH=c ist.
Ziehe nun durch O einen Strahl, welcher den Grundkreis in Q
und die Mittelsenkrechte in R schneidet. Fille von A aus ein
Lot auf den Strahl, welches durch @ gehen muss und den Hilfs-
kreis in H und H; schneidet. Jetzt trigt man auf dem Strahl
OQ von R aus die Strecke QH nach der gleichen, die Strecke
QH: nach der entgegengesetzten Seite von O ab, macht also
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1. RP;, = QH, so dass die Relation gilt
RP; +AQ=QH 4+ AQ=AH=c.

2. RP:=QH,, so dass die Bedingung erfullt wird
RP: —AQ=QH; —AQ=AH, =c.

Der geometrische Ort aller Punkte P bei sich drehendem
Strahl ist die Kurve. Die verschiedenen Punkte dieser Kurve
geniigen einer der Relationen hy+n=ec.

Fallt ein Kurvenpunkt P in den Grundkreis, so wird

RP=BD=n und

QA=DA=h,; wir haben eine Losung
der Aufgabe. Die Schnittpunkte der Kurve mit dem Grundkreis -
liefern die Fusspunkte D der Schenkelhohe der gesuchten Dreiecke.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Es seien in Fig. 7, Taf. II x und y die rechtwinkligen
Koordinaten des Kurvenpunktes P;. KEs besteht nun die Pro-
portion:
die beziiglichen Werte eingesetzt,

\/x2+y2:x=RPz:2x2_b; (o)
RPz =c+4 AQ=c-+bsing, sub. in (e);

wir erhalten
VxEFys  2x = (e bsing) : (2x—h);
(x®4y%) © 2x=(cV/x*Fy* +by) . @x—b);
[ ) (b—2%) + 2bxiP— 4 (Ehy) =0, (9
Polargleichung: .

r =bsing +

Teosg T (10)

¢) Eigenschaften der Kurve.

Die Kurve i1st von der 6. Ordnung. Sie besteht aus zwel
unendlichen Asten, von denen der eine eine Schleife mit Doppel-
punkt in O besitzt. Der Nullpunkt ist 4facher Punkt; denn die
Gleichung beginnt mit Gliedern 4. Grades.

Als Gleichun g der Tangenten im Nullpunkt erhalten wir:

Ly Ovde s, Pt ooy
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Wir konnen diese Gleichung nur fiir Spezialfille auflosen.
1. ¢=0.
Glelchung (11) bekommt die Form

4y°® | 6y 4y 4
L+ g+ x 1 1="0.

)

y=—x ist 4fach gelegte Tangente im Nullpunkt.
Fir ¢=0 lautet nun die Kurvengleichung:

[(x*+¥?) (b—2x) 4-2bxy]*=0. (12)

Die Kurve zerfillt somit in zwei zusammenfallende Kurven
3. Ordnung. Die Gleichung eines Astes lautet

(b —2x) (x*+y? +2bxy=0. (12a)
Die Gerade y = —x 1st fiir jede der beiden Kurven 3. Ord-

nung Riickkehrtangente; denn setzen wir in Gleichung (12a) fir
v den Wert —x ein, so erhalten wir:

x®=0; der Nullpunkt ist also Spitze.

2 02—2—-
Gleichung (11) mmmt die F orm an
4y
—;——— (). (C()
X —0
X
die x-Axe ist Tangente.
Dividieren wir in («) den Faktor % weg, so bleibt
y: 4y
S - S (8)
Setze 2 =—w — 4,
X 3

Die transformierte Gleichung lautet:
w , 56
— 5 to7 =0 (7)
Die Diskriminante dieser Gleichung wird .4 = pos.; somit

besitzt Gleichung (8) eine reelle und zwei imagindre Wurzeln
und Gleichung (¢) im ganzen 2 reelle und 2 imaginidre Werte



— 118 —

fir =

P}

%- Far ¢ = B sind also 2 Nullpunktstangenten der Kurve

reell und 2 imaginér.
3. c¢c=h.

Gleichung (11) erhilt die Form
1 4v3 92 4 ‘
L+ 3+ +F—3-0 (9)

X %

Die kubische Hilfsgleichung, die wir ableiten konnen, hat
eine reelle und zwel imaginire Wurzeln; folglich besitzt Glei-
chung (d) 2 reelle und 2 imaginire Wurzeln. Die Nullpunkts-
tangenten sind wieder zur Hilfte reell und zur Hilfte imaginér.

Uberhaupt hat die Kurve, wie schon die Konstruktion er-
giebt, im Nullpunkt stets 2 reelle und 2 imaginire Tangenten
mit Ausnahme des Falles, da ¢ =0 ist.

Um die Schnittpunkte mit der y-Axe zu erhalten, setzen

wir in der Kurvengleichung (9) x =0 und erhalten
b2y4 e 0;

somit schneidet die y-Axe die Kurve 4mal im Nullpunkt und, da
die Koeffizienten von y® und y®=0 sind, noch 2mal im Unend-
Tichen,

Setzen wir y =0, so bekommen wir die Abschnitte auf der
x-Axe. Wir erhalten die Gleichung:

[x2(b—2x)]* — 4c2x'=0.
1. x*=0; x=0 4mal;

2. (b—2x)!=¢? x= L ¥ ©.

Die x-Axe schneidet die Kurve 6mal im Endlichen, worunter
4mal 1m Nullpunkt.
Zur Bestimmung der Asymptotenrichtungen machen wir die
Kurvengleichung mit z homogen, setzen dann z=0 und erhalten
43 (x3 4y = 0;
1. x=0 2mal;
2. y=-41x 2mal
Die imaginiren Kreispunkte der Ebene sind also Doppel-

punkte der Kurve. Ferner haben wir in

X = -121 (13)

2 zusammenfallende reelle Asymptoten. Um dies zu zeigen,
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machen wir die Mittelsenkrechte x = ~-g— zur y-Axe vermittelst
der Transformationsformeln:
x=x"+4 %,
y=y.
Die Gleichung der Kurve wird:
b b\ [
[«- 2x’ (x'2 + bx’ +T -} y’2) + 2by’ (x’ + ?) —
) b2 ' b2
402(}(’2—}— bx' —{——4—) (X’2+bx’ —}——1——{—}7’2) =0. (14)
\ \
Wir projizieren die unendlich fernen Punkte in der Richtung

der y’-Axe auf die x’-Axe und setzen
1

¥ = vy’
‘ rr
und x' = zi—,—,w
Wir erhalten, wenn wir noch die Gleichung mit y’’® multipli-

zieren,
272 I 2
| = 2w (wrebwry + B 1) ey (42 |-

4(,2‘,!.’2 Xf12+bxfl rr __I__ bzynz rra b L8
3y y 1 x'"?4+bx"y

L bziw .3 1) —0. (15)

Die Schnittpunkte mit der y’’-Axe: Setze x'’ =0, erhalte
f Hhe
b"y”4—b203y”4 (% yrfa_’_ 1) _ O,
woraus 1. y"*=0; y'"=0 4mal.

2. y" =i%\/b2——cg. (¢)

Der Nullpunkt der projizierten Kurve ist Doppelpunkt,
dessen Tangenten in x'’ =0 zusammenfallen, und da fiir x’"=0
y'’* = 0 wird, so ist derselbe und damit auch der unendlich ferne

Punkt der Asymptote x =£; ein Selbstberihrungspunkt. Die Kurve

hat also im Unendlichen einen Selbstheriihrungspunkt, und die

Mittelsenkrechte x = b

5 st Selbstberiihrungsasymptote.



— 120 —

Aus (¢) folgt ferner, dass die Gerade x = —g- die Kurve im

Endlichen im allgemeinen in 2 Punkten schneidet, deren Ordinaten

be 1 ;
Y= 5 \/bﬂ——c” sind.

Die Schnittpunkte sind reell, wenn ¢ <b,

imaginiir, wenn ¢>b
und liegen 1m Unendlichen, wenn ¢ =bh.

Im letztern Fall ist der unendlich ferne Punkt der Kurve
ein Selbstberithrungspunkt, in welchem die Mittelsenkrechte als
Asymptote die Kurve in 6 zusammenfallenden Punkten beriihrt,
also Inflexionsknoten zugleich.

Unsere Kurve ist also rational; denn sie besitzt

einen 4fachen Punkt im Nullpunkt = 6 Doppelpunkte,

einen Selbstbertihrungspunkt = 2 »
2 Doppelpunkte in den imaginiren
Kreispunkten = 2 »

also das Maximum von 10 Doppelpunkten.

Die Kurve hat, wie sich aus der Konstruktion ergiebt,
Wendepunkte und zwar, wenn

1. ¢=b 2 WP im rechten Ast;

2. b>c>0 4 WP, nimlich 3 im rechten Ast und einen

im obern linken Ast;

3. ¢=0 1 WP im aufsteigenden Ast der doppelt

gelegten Kurve 3. Ordnung.

Fiar emn unendlich grosses ¢ besteht die Kurve aus der
doppelt gelegten y-Axe und der unendlich fernen Geraden (linker
Ast) und aus der unendlich fernen Geraden samt dem Nullpunkt
als isoliertem Punkt (rechter Ast), zusammen also aus der doppelt
gelegten y-Axe, der doppelt gelegten unendlich fernen Geraden
und dem Nullpunkt als isoliertem Punkt.

Negative ¢ erzeugen die gleichen Kurven wie positive c,
weil ¢ quadratisch vorkommt.

d) Die Liosungen der Aufgabe,
Es handelt sich um die Schnittpunkte D der Kurve mit

dem Grundkreis. Die Koordinaten dieser Punkte D sind die
Wurzeln des Gleichungssystems:
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1. [(b—2x)(x*+y?) +2bxy]*—4c*x2(x2+y?) =0, Kurve.
2. | x?—bx+y% =0, Grundkreis, (e)
Da die Kurve von 6. Ordnung ist, so Wird sie vom Kreis
in 12 Punkten geschnitten. Von diesen Schnittpunkten absorbiert
der Nullpunkt 4, da er ein 4facher Punkt der Kurve ist. Weitere
4 werden absorbiert durch die imaginiren Kreispunkte der Ebene,
welche der Kurve je doppelt angehéren. Es bleiben somit 4
Schnittpunkte tbrig; folglich kann unsere Aufgabe im Maximum
4 reelle Losungen aufweisen. Wir erhalten mithin das gleiche
Ergebnis wie beim ersten Losungsverfahren. Wir wollen die
Ubereinstimmung in zwei Spezialfillen zeigen.
1. e¢=0, Taf. II, Fig. 7
Das Gleichungssystem («) heisst nun:
1. (b—2x)(x*+y)+2bxy=0
2. x2—bx+y* =0 (#)
Wir losen (2) nach y auf, setzen den Wert in (1) ein und
- erhalten zur Bestimmung der Abscissen von D’ folgende Gleichung

n x: 4b*x?(bx —x?) = (b 2x)*b%x®, woraus
X=-- (2 +v/2).
Fuar y erhalten wir den Ausdruck
y== T \/2-

Da die Koordinaten doppelwertig auftreten, so miissen wir
2 Schnittpunkte haben. Den positiven Zeichen in den Wurzeln
entspricht der eine, den negativen der andere. Die beiden
Schnittpunkte sind somit

[ 2+V2), 1 \/zJ und D [2_(2“\/5),_%\/5].
. Jeder der beiden Schnittpunkte ist indes noch doppelt zu zéhlen,
weill die Kurve 3. Ordnung doppelt gelegt ist.

Die Basishohen der beiden Dreiecke werden aus der Pro-
portion bestimmt:

@V =t VT
b = - b \/2—1), A OAB';

hb2=_7 (\/é_l—l)? A OABl
Bern. Mitteil. 1902. ~ No. 1534,
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Diese Werte stimmen mit denjenigen auf pag. 114 voll-
stindig tiberein.
2, c=-g—v’§. Taf. II, Fig. 7.
Die Gleichung in x, deren Wurzeln die Abscissen der

Schnittpunkte D sind, bekommt folgende Form
64 x* — 128bx®*}84b%*x? — 20b®*x - b* = 0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind:

b . b /= b
1 x=0+45 3. x3=T\/3+?
b b = b
2. =0+ 4, x4:—z\/3+ 5
dann wird
b . ' b
1. Y1 = E“: | 3. Y3=——Tr
b b
9, yZz——Z, 4. Y4:—~‘I'

Dies sind die Koordinaten der Schnittpunkte D.

Als Basishohe fiir die 4 Losungen erhalten wir:

1 b= fir A OABy;

2 hy=—— » A OABy

3, hb=b(-;—\/§-—1) fir A OAB.;
\ /

4, hbz——b<—;~\/§+l) » /\ OAB..

Diese Werte stimmen vollstindig iiberein mit denjenigen
auf Seite 113.

IV.

§ 11. Vierte Aufgabe: Konstruktion eines gleichschenkligen Dreieckes,
wenn die Basis und die Summe oder Differenz der durch die
Schenkelhihe erzeugten Schenkelabschnitte gegeben sind.

Gegeben: 1. b;

2. m+ n=+c = konstant.
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. = b =

Bedingungen: 1. m-+n >?\/2
2. m——n?—!——g—\/g.

Bei einem rechtwinkligen Dreieck wird m 4+n= %\/Q, und
dies ist das Minimum. Wird das Dreieck spitzwinklig, so wird

‘m-4n=s grosser als —12)—\/5, und wird es stumpfwinklig, so wird
m allein schon grosser. Die Differenz m —n erreicht in i2)—\/§

das Maximum beim rechtwinkligen Dreieck. Wird das Dreieck
stumpfwinklig, so nimmt die Differenz m—n an Wert ab bis

zum Grenzwert -g—- Wird das Dreieck spitzwinklig, so mmmt

die Differenz m —n ab bis zu 0 (gleichseitiges Dreieck); dann
wird sie negativ, resp. n—m positiv bis zum Wert oo.

§ 12. Erstes Losungsverfahren. Bestimmung der Punkte B.
a) Konstruktion der Hilfskurve (ohne Figur).

Es sei OA=b die gegebene Basis. Wir ziehen den Grund-
kreis und um O einen Hilfskreis mit der Konstanten ¢ als Radius.
Nun legen wir durch O einen Strahl, der den Grundkreis in Q
und den Hilfskreis in H und H; schneidet. Die Strecken QH
und QH; tragen wir von @ aus auf dem Strahl je nach der ent-
gegengedetzten Seite hin ab und erhalten die 2 Punkte P; und
P,; fir diese gilt:

1. 0Q4-QP,=0Q+QH=0H =c¢;

Der geometrische Ort aller Punkte P bei sich drehendem
Strahl ist die gesuchte Kurve. Wir ziehen die Mittelsenkrechte
MM,;. Fallt nun ein Kurvenpunkt in diese Gerade, so wird

QP=BD=n und QO=DO=m;
wir haben eine Losung. Die Schnittpunkte der Kurve mit der
Mittelsenkrechten sind somit die gesuchten Punkte B.

by Ableitung der Kurvengleichuny.
Addieren wir und subtrahieren wir die Gleichungen bei (),
so erhalten wir
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1. QP1+ QPg =28,
oder PiPa=2¢; )
2. 20Q+4+QP;—QP;=0;
0Q—QP:— 0Q — QP — QP —c;
2 0Q=0P:—c. (»)
Ziehen wir nun um A emen Kreis mit dem Radius r=b,
s0 wird dieser Kreis vom Strahl OP> in V so geschnitten, dass
0V=20Q=0P; —ec.
Der Punkt V hat also von Py den Abstand ¢; da aber nach
(8) P1P3; = 2¢ 1st, so muss V auch von P; den Abstand ¢ haben.
Es haben somit die Kurvenpunkte jedes Strahls gleichen und
konstanten Abstand von einem festen Grundkreis. Unsere Kurve
1st die Kreiskonchoide. Die Gleichung derselben lautet:
(x%2+y*—2bx)?—c?(x2-}y2) =0. (1)
Die x-Axe i1st Symmetrieaxe. _
1. ¢>2b; Nullpunkt ist 1solierter Punkt;

2, ¢=2b; » » Spitze, die positive x-Axe Riick-
kehrtangente;
3. c<2b; » » Doppelpunkt.
Polargleichung:
r=2bcos¢+ec. (2)

¢) Die Losungen der Aufgabe.
Wir bestimmen die Schnittpunkte B. Die Abscisse der-

) b ) ..
selben ist x = 5 Diesen Wert setzen wir in der Kurven-

gleichung (1) ein und erhalten
2 3b2 )2 2 ( 2 b2 ) __
(Y — 4 ) ctly®+ Yy =0,

eine Gleichung in y, deren Wurzeln die Ordinaten der Schnitt-
punkte B und zugleich die Basishohen der gesuchten Dreiecke
sind. Diese Gleichung nach y aufgelost, ergiebt

=t \/3b2+202i20\/m. )

Dieser Ausdruck liefert fiir y 4 reelle oder 2 reelle und
2 1magindre Werte. Bei variablem c¢ erhalten wir daher ent-
weder 4 oder 2 reelle Losungen, welche paarweise symmetrisch
sind. Fir den Grenzfall erhalten wir 4 reelle Wurzeln, wovon
2=0 sind. Dieser Fall tritt ein, wenn
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3b2 4 2¢* — 2¢c\4b | ¢ =0, also
3b .

¢==— 1st.

2
Die Inhaltsformel der Dreiecke lautet:

F_—_%I-L% \/3b2+2c2i2c\/4b=+c2. (4)

Gruppierung der Losungen:

A. c>§2h-

Bei der innern Wurzel gilt nur das positive Zeichen. Wir
erhalten daher nur 2 reelle Losungen und zwar 2 spitzwinklige
Dreiecke.

Fiir den Spezialfall c—=2b wird die Basishohe derselben

hb:ymi-—g— \/11+8\/§.

B. c:-@-

2
Die Wurzeln voy (3) sind:
b = b =
y1=5 VI3 yo=— 5 VI8 ya=yi=0.

Wir erhalten:
1. 2 symmetrische, spitzwinklige Dreiecke, bei denen s =2b,

m:%, n = % b und die also die Bedingung erfiillen:
n—m=_c;

2. 2 unendlich kleine, auf die Basis reduzierte Dreiecke, fir
welche m=2n und m {-n=c ist.

C. c<%}3-
1. ¢=h.

Nach Gleichung (3) wird
y== —g— \/ 5+2V5;

fiir das positive Zeichen unter der Wurzel giebt es 2 symmetrische

spitzwinklige Dreiecke, fir welche s = —g— (1 4 \/5) und der Basis-

winkel = 72° ist. Fir das negative Zeichen sind die Dreiecke

stumpfwinklig; s= % (V5 —1); der Basiswinkel misst 36°.
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2. c=% Ve ’

Es wird y=+ (43
Wir erhalten.
1. 2 spitzwinklige Dreiecke mit den Grossen s =2¢="h /2,

m:%\/ﬁ und n=-34—b\/§;

?

2. 2 rechtwinklige Dreiecke.

b
3. ¢c= 9

Es wird y mi% \/14i2'\/ﬁ;

4 spitzwinklige Dreiecke, paarweise symmetrisch.

Wird ¢ noch kleiner als —- so nihern sich die ungleichen

2
spitzwinkligen Dreiecke in der Grosse immer mehr und fallen

endlich zusammen fiir .

boom0; y=t gV

4 gleichseitige Dreiecke.

§ 13. Zweites Losungsverfahren. Bestimmung der Punkte D.
a) Konstruktion der Hilfskurve. Taf. II. Fig. 8.

Es sei OA=b die Basis des gleichschenkligen Dreieckes.
Wir ziehen den Grundkreis, die Mittelsenkrechte MM; und end-
lich noch einen Hilfskreis um O mit dem Radius r—=-c¢. Durch
O ‘gehe nun ein Strahl, der den Grundkreis in ), den Hilfskreis
in H und H; und die Mittelsenkrechte in R schneidet. Auf
diesem Strahl tragen wir nun von R aus die Strecken QH und
QH; nach derselben Seite gegen O hin ab und erhalten die
2 Punkte P; und P,. Der Punkt P; gentigt der Relation
0Q—RP;=0Q — QH = OH = ¢, und fir P; gilt RP, — 0Q
=QH; — O0Q = OH; = ¢. Der geometrische Ort aller Punkte P
bei sich drehendem Strahl ist die Kurve. Ihre Schmittpunkte mit
dem Grundkreis ergeben die gesuchten Fusspunkte D der Schenkel-
hohe; denn fillt emn Kurvenpunkt P in den Grundkreis, so ist
QH=RP=BD=n, und wir haben eime Lo&sung.



b) Ableitung der Kurvengleichung.

Es seien durch OA die Abscissenaxe und durch O die
Ordinatenaxe gelegt. Sind x und y die rechtwinkligen Koordi-
naten eines Kurvenpunktes P;, so kann man setzen, wenn P; N
1 MM, gezogen wird,

P.R—=\P,N*+NR2: (e)
PLR=HQ=0Q —OH=bcos¢ — ¢,
b
PIN=5 —x sub. in (a);
by
NR=RC—-NC=g5>—y.
Es giebt |

./ —=2x ¥y (b—2x)*

bcosga—c—\/~—-—— 4——+—4XT-——,

[(x2 + v?) (—g— — x) — bx’]u; c*x¥(x*4-y%) = 0. )]

Polargleichung:
v — b
— 2co0s¢

— bcosgFec. : (6)

¢) Diskussion der Kurvengleichung.

Die Kurve ist von der 6. Ordnung. Ihre Gleichung (5) be-

ginnt mit Gliedern 4. Grades; folglich ist der Nullpunkt 4facher

Punkt. Die Gleichung der Nullpunktstangenten lautet
X | /b242ct+2¢\/2b%+¢?

y=t+- A B

(7)
Es 1st nun
A* — B*=Db* — 4b%c® = b? (b2 —4c¢?).

So lange b=2c¢ 1ist, ist auch A > B, und wir erhalten

4 reelle Wurzeln fir y, daher auch 4 reelle Tangenten. Ist

b < 2¢, so werden 2 Wurzeln und damit 2 Tangenten imaginér.

Wir erhalten mithin 2 Hauptfille fir die Tangenten im Nullpunkt.
b

2 Tangenten sind reell, 2 imaginir. Der 4fache Punkt im

Nullpunkt ist daher Doppelpunkt und konjugierter Punkt zu-

gleich; folglich muss die Kurve 2 Aste haben, was die Konstruktion
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auch bestitigt. Der eine Kurvenast geht durch den Nullpunkt,
der andere nicht. |

B. cz—g—-

4 reelle Tangenten; beide Kurvenzweige gehen durch den Null-
punkt.

1. é=

ro| o

, sieche Fig. 8, Taf. IL

Nach Gleichung (7) wird
Vip=1+xV3; ys=y,=0.

Die Tangenten des 1. Astes bilden mit der x-Axe Winkel
von -+ 60° far den 2. Ast ist die x-Axe Rickkehrtangente
und der Nullpunkt Spitze.

2. —g— >c >0,
4 reelle, unter sich verschiedene Tangenten; der Nullpunkt
ist Doppelpunkt fiir beide Kurven-Aste.
3. ¢=0.
Wir erhalten y =+ x je 2mal
Die beiden Aste fallen zusammen. Der Richtungswinkel

der Tangenten = + 45° Die Kurve zerfillt in 2 zusammen-
fallende Kurven 3. Ordnung, deren Gleichung die Form besitzt:

(x*4-y?) (%—x) —bExt=0

. /

oder (x*4-y¥)x— -g— (y2—x%=0. (8)
Diese Kurve ist die Strophoide. Die Achse ihrer Schleife ist
gleich der halben Basis b.

Die Schnittpunkte mit der x-Axe: Setze y =0, erhalte
[(b—2x)x? —2bx?]? —4cixt = 0

1. xt=0; 2. x=~f%jﬂ—c.
Die Schnittpunkte mit der y-Axe: Setze x =0,
erhalte = 0,

4 Schnittpunkte fallen mn den Nullpunkt, die andern 2 ins Un-
endliche; denn die Koeffizienten von y® und y® sind Null.

Da y nur im 2. und 4. Grad vorkommt, so erhalten wir,
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wenn wir die Gleichung nach y auflosen, einen Ausdruck von
der Form

yo= \/ A+VB, d h jedem endlichen Wert

von x entsprechen 4 Werte von y, die paarweise absolut gleich
sind. Die Kurve liegt also symmetrisch zur x-Axe.

Um die Schnittpunkte der Kurve mit der unendlich fernen
Geraden zu gewinnen, machen wir die Gleichung mit z homogen,
setzen dann z = 0 und erhalten:

Un="U; =4x*(x* 4+ 2x%y* - y?) = 0; daraus folgt
1. x2=0,
2 reelle, mit der y-Axe zusammenfallende Asymptotenrichtungen.
2. y=+1ix je 2mal.

Die imaginiren Kreispunkte der Ebene sind Doppelpunkte
der Kurve.

b

Die Gerade x = 5 9)

1st Selbstberiihrungsasymptot>; denn fir x = g werden 4 Werte

von y unendlich gross. Transformieren wir die Gleichung ver-
mittelst der Formeln

x:x’+~g— und y =y,
projizieren nachher die unendlich ferne Gerade in der Richtung

der y-Axe auf die x-Axe mit Hilfe der Formeln

’
x' = ;(u und y = y];r’

so erhalten wir
[__QXH(Xug_l_bXH H_l_ yuz _|_1>
__21)< 172 ll __,_bxffyflz_l_by,,g)
—4c2< 'ty bx y' 't - bzy"f*)z

2+/738
___40 ( 112 rr _I_ bknyrrz_l’_ b y )y‘”=0. (10)

Der Nullpunkt der transformierten Kurve 1st Doppelpunkt

Die Nullpunktstangenten, deren Gleichung

x'"2 =0 1st,
Bern. Mitteil. 1902. No. 1535.
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fallen zusammen, und da endlich fir x’" =0
y'’'4 = 0 wird,
so muss der Nullpunkt und damit auch der unendlich ferne Punkt

der Kurve Selbstberithrungspunkt und die Gerade x z—;Selbst-

berithrungsasymptote sein. Im unendlich fernen Selbstberiihrungs-
punkt hangen die Kurveniiste zusammen.

Fir ¢=0 wird die Mittelsenkrechte doppelt gelegte Wende-
asymptote.

Die Kurve ist rationel; denn sie besitzt 10 Doppelpunkte,
wovon 6 1m Nullpunkt (4facher Punkt), 2 im Selbstberiithrungs-
punkt und 2 in den imaginiren Kreispunkten der Ebene liegen.

Die Kurve hat im rechten Ast 4 Wendepunkte. so lange
b
-
Fiir ¢ =0 speziell liegen die beiden vereinigt im Unendlichen.
Dem rechten Kurvenast gehort jetzt nur noch einer an, da auch
der linke Ast — wie der rechte zur Strophoide geworden — einen
gewinnt,

Bei unendlich grossem c besteht die Kurve aus der doppelt.
gelegten y-Axe, der doppelt gelegten unendlich fernen Geraden
und dem Nullpunkt als konjugiertem Punkt.

Negative ¢ erzeugen dieselben Kurven wie positive, da ¢
nur quadratisch vorkommt.

¢> - 1st. Fir c?% sinkt die Zahl derselben auf 2 herab.

d) Die Lisungen der Aufgabe.

Wie schon erwiihnt, handelt es sich um die Bestimmung
der - Schnittpunkte D). Die Koordinaten derselben sind die
Wurzeln des Systems:

1. [(b—2x)(x* fy') —2bx*]? —4c?x2 (x% | y?) =0, Kurve;
2. x? — bx -} y2=0, Grundkreis.

Wir losen dieses System zunéchst nach x auf und erhalten

2 | 2 4ht L o2
L 2b*te iSP;J\/z_Lb +c (1
als Ausdruck fir die Abscisse des Punktes D.
Fir die Ordinate finden wir

y=j~_18/~62~ \/61)4 —ct+(2b*—cYc\/abE - (12)
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x und y sind die Koordinaten von D, d. h. vom Fusspunkt der
Schenkelhohe. Es besteht nun die Proportion:
hy:y= —12)- i &
Quadrieren wir die Glieder dieser Proportion, setzen hierauf
fir x und y die Werte von (11) und (12) ein, reduzieren, so be-
kommen wir, wenn wir zum Schluss die Quadratwurzel auszichen:

hb::i—;— \/3b2—{—202j—_2c\/4b2+c2. (13)

Dieser Wert stimmt vollkommen mit dem iiberein, den wir
nach dem ersten Verfahren gefunden haben (vergleiche Formel (3),
pag. 142). Beide Verfahren fithren somit zu den gleichen Resul-
taten. Es wird nicht mehr notig sein, auf die Losungen noch
nither einzutreten. Wir erlauben uns noch folgende Bemerkungen:

Fir jede Abscisse giebt es 2 symmetrische Ordinaten, daher

auch 2 symmetrische Dreiecke. Fiir den Grenzfall é:% wird

2
1. x; — b, bedingt 2 unendlich kleine Dreiecke OAC.
2. Xxp— %, » 2 spitzwinklige Dreiecke.

Ist ¢ > %—?, so wird

1. x; > b, die entsprechenden Ordinaten werden 1maginir,
weil die Kurve den Kreis nicht mehr schneiden
kann; also liefert dieser Wert von x keine
reellen Losungen mehr.

b ; :
2. x< 16 Die entsprechenden Dreiecke werden umso

spitzwinkliger, je kleiner x; ist.

' . 3b ..
Nimmt dagegen der Wert von ¢ successive von 5 bis 0

: : . b . _
ab, so nimmt x; ab im Werte von b bis rs und x zu im Werte
b

| J ; " -
von <« bis T Die dem x; entsprechenden Lodsungen sind
b

2
dann spitzwinklig. Die Dreiecke, die dem Wert von x: zuge-

\/Q_ rechtwinklhig und

stumpfwinklig zuniichst, werden fir ¢ =
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horen, werden immer weniger spitzwinklig. Fir ¢ =0 ist x; = x»
und die Dreiecke fallen als gleichseitige zusammen.

V.

§ 14. Fiinfte Aufgabe: Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren.
von welchem die Basis und die Swumme oder Differenz der beiden
Dreieckshihen gegeben sind.

Gegeben: 1. b;
2. hy + hy = - ¢ = konstant.

Bedingung: ooShy 4 he>0; oo = hy—hi = 0.

Far ein unendlich kleines Dreieck verschwinden beide
Hohen, also Summe und Differenz — 0; fir ein unendlich grosses
Dreieck ist h, = oo und hy == b, somit Summe und Differenz
— oo, Die Differenz h, — hs wird ein zweitesmal zu Null, wenn
der Basiswinkel 60° misst. Ist er klemner als 60° so ist h, —h,
= neg., 1st er grosser als 60°% so 1st hy, —hy, = pos.

§ 15. Erstes Lisungsverfuhren. Bestimmung der Punkte B,

a) Konstruktion der Kurve. Taf. II, Fig. 9.

OA — b sei die Basis des gleichschenkligen Dreiecks. Wir
ziehen den Grundkreis und die Mittelsenkrechte MM;. Auf MM,
tragen wir ¢ von C aus nach E ab. Es gehe durech O ecin
Strahl, der den Grundkreis in Q schneidet. Von E aus schlagen
wir nun mit dem Radius r — AQ emen Kreishogen, der den
Strahl OQ 1in P; und P, schneidet. Der geometrische Ort des
Punktes P ist die Hilfskurve. Dieselbe kann daher folgender-
massen definiert werden:

Zieht man durch O Strahlen, so ist die Kurve der geo-
metrische Ort eines Strahlenpunktes, der von einem festen Punkt
E der Mittelsenkrechten denselben Abstand hat wie der Strahl
selber vom festen Punkt A. Fillt ein Kurvenpunkt in die Mittel-
senkrechte, so ist

einerseits EC+PE=h;
andererseits ist EC+ PE—c¢ + hy; folglich
hy =c¢ -+ hs, d. h. wir haben
eine Losung vor uns. Die Schnittpunkte der Kurve mit der
Mittelsenkrechten ergeben daher die gesuchten Punkte B.
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by - Ableitung der Kurvengleichung.

Wir legen durch OA die x-Axe und durch O die y-Axe.
"x und y seien die rechtwinkligen Koordinaten eines Kurven-
punktes Pi. EN sel || AO gezogen; dann ist

EPI—-\/ X—"—°) —l—(y—c) ) (O()
EP,—AQ=bsing, in («) eingesetzt, so giebt es

bsing — \/(x — £)2+ (y —c¢)?, umgeformt
(x*-|-y%) [(X — L) +(y —¢)? ] — bfy*=0. (1)

¢) Diskussion der Kurvengleichunyg.
Die Kurve ist von 4. Ordnung und hat im Nullpunkt einen
" Doppelpunkt. Die Gleichung der Tangenten im Nullpunkt lautet:

iy (U o) =iy =0,

Spezialfille:
1. ¢=0;

et —g—\/g; die Nullpunktstangenten bilden mit der
x-Axe Winkel von +- 30°.

b
2 f= ? 4
Richtungswinkel der Tangenten — + 45° Die Tangente
y = — x 1st Wendetangente.

y =+ x\/3, Richtungswinkel — + 60°.

b 5
— 9 \/3 ]
x=—0 2mal.

Die y-Axe ist Riickkehrtangente und der Nullpunkt Spitze.
H. c>—12)—\/§.
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Die Tangenten werden imaginir, und der Nullpunkt wird
zum isolierten Punkt.

Schnittpunkte mit der y-Axe: Setze x =0 und erhalte

1. yi=y:2=0 und 2. y“—c—f— V3.

Schnittpunkte mit der x-Axe: Setze ymO und finde

1. x{=X2=0 und 2. x3(=— 12) el

So lange ¢ von 0 verschieden ist, schneidet die Kurve die
x-Axe nur im Doppelpunkt O. Ist ¢=0, so werden auch die
beiden andern Schnittpunkte reell und fallen in den Punkt C,
welcher Doppelpunkt der Kurve wird.

Die imaginiren Kreispunkte der Ebene sind Doppelpunkte
der Kurve; denn es ist

Un = (x*4-y%)"

Reelle Punkte hat die Kurve im Unendlichen nicht, daher
auch keine Asymptoten.

Die Kurve ist rational; denn sie hat 3 Doppelpunkte. Fir
¢ =0 besitzt sie 4 Doppelpunkte und zerfillt, wie wir noch sehen
werden.

Fir ¢ =0 nimmt Gleichung (1) die Form an:

(x +y2)[(x~-—)4y|—b y=0;

das Gleichungspolynom lisst sich in 2 Faktoren zerlegen; wir
erhalten:

(sry = e (e -2 VE) =0 )

daraus folgt

: 2 § s 2 b2
oder (x — —}) -I- < —- }T\/e}) = () ]

nd ) ( by (-#ix/ﬁ = W
u - L—"4:)—I“ y 4: 4'—4 }/

Die Kurve zerfillt in 2 Kreise (8) und (y), deren Mittel-
v (Db b —> b b ) .
punktskoordinaten: (Z—, —4—\/31 und (—4—-, = 5 \/3) sind.

(4)
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ro| o

Beide Kreise haben den Radius r —
sich in O und C.

Fiar em unendlich grosses c¢ besteht die Kurve aus der
doppelt gelegten unendlich fernen Geraden und dem Nullpunkt
als 1soliertem Punkt.

. Beide Kreise schneiden

Negative c¢ erzeugen die gleichen Kurven wie positive c;
nur liegen die Gebilde symmetrisch zueinander.

d) Die Lisungen.
Wir suchen die Spitzen B der gleichschenkligen Dreiecke.

Alle haben die Abscisse x—i- Setzen wir diesen Wert 1n der

2
Kurvengleichung (1) ein, so erhalten wir
b2 . . , _
(v + ) (2 — 20y + e — bry* —o. )

Die Wurzeln dieser Gleichung in y sind die Ordinaten der
Schnittpunkte B. Lésen wir (5) auf, so finden wir zunichst
folgende kubische Hilfsgleichung:
9b* —24b*c*4 16¢* v 27b®—972b'c* 4 144 b2t —64c®

3__ i
v I ! 861 0
Die Diskriminante letzterer Gleichung lautet
bte?(64¢8 — 144b*ct + 540bte® — 27h°)
=
432
Es ist nun /=0, wenn
1. ¢=0,
3 3 6
2. c:i%\/3(1+\/4——2\/2). ©)

Wir bekommen daher folgende Hauptfille:

A. c>%\/3(1+\/z _2y3).

Die Diskriminante der kubischen Hilfsgleichung ist positiv;
die biquadratische Gleichung (5) besitzt folglich 2 reelle Wurzeln,
und wir erhalten 2 reelle Losungen.

1. c>% 14+V2).
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Beide Dreiecke sind nach Konstruktion spitzwinklig. Das
kleinere davon ist gleichseitig, wenn speziell ¢ =hy/3.

2, c.—_—g_u +V2).

Fir diesen Wert von ¢ wird Gleichung (5) erfallt, wenn

wir fir y den Wert JQ)— einsetzen. Folglich haben wir hier unter
den beiden Dreiecken ein rechtwinkliges.

3. ¢ <% (1 - %8y,

Ein Dreieck wird stumpfwinklig; das andere bleibt spitz-
winklig.

B. c:% \/3(1+\3/Z—2\?§); A4=0.

4 reelle Losungen, wovon 2 zusammenfallen. Die Kurve
beriihrt die Mittelsenkrechte MM,. Ein Dreieck ist spitzwinklig,
die 3 andern stumpfwinklig, worunter 2 zusammenfallende.

b 3_ 3__
C. e<—+ \/3(1+\/4—2\/2.

Die Diskriminante ist negativ; daher erhalten wir 4 reelle
Losungen. So lange ¢ von 0 verschieden ist, sind simtliche
Dreiecke ungleich, und zwar sind 2 derselben stumpfwinklig,
eines spitzwinklig und das vierte stumpfwinklig, rechtwinklig
oder spitzwinklig, je nachdem c%—g—(\/ﬁ — 1) ist. Taf. II, Fig. 9.

Fiir ¢=0 werden die 2 stumpfwinkligen Dreiecke unend-
lich klein, d. h. sie reduzieren sich auf die Basis. Die 2 spitz-
winkligen werden gleichseitig.

§ 16. Zuweites Lisungsverfahren. Bestimmung der Fusspunkte D
der Schenkelhihen. Die Voraussetzungen sind dieselben wie in § 14.
a) Konstruktion der Kurve, Taf. III, Fig. 10.

Es set OA=D0b die Basis des Dreiecks. Wir ziehen den
Grundkreis und die Mittelsenkrechte und machen auf der letztern
CE = ¢ — konstant. Nun ziehen wir durch O einen Strahl,
welcher den Grundkreis in @ und die Mittelsenkrechte in R
schneidet. Wir verbinden A mit @ und tragen auf dieser Ver-



bindungslinie die Strecke RE von A aus nach beiden Seiten ab,
so dass AP, = AP, —=RE ist.
Der geometrische Ort aller Punkte P ist die Kurve. Fallt

ein Kurvenpunkt in den Grundkreis, so ist

1. RE=AP =AQ=h,,

2. RE=cX hy; folglich
¢ f hy =h, oder ¢ =h, + h,; wir haben also eine Losung vor
uns. Die Schnittpunkte der Kurve mit dem Grundkreis miissen

daher die Fusspunkte D der Schenkelhohen der gesuchten Drei-
ecke sein.

by Ableitung der Kurvengleichung.

- Wir legen das rechtwinklige Koordinatensystem in gewohnter
Weise. Sind x und y die Koordinaten eines Kurvenpunktes P,
so gilt

AP, =\/(b—xF [y~ (@)
Nun 1st AP, =¢—CR. ()
Ferner 1st tgo — %% — cotg (90° — ¢) — B , somit
B(e w, eingesetzt in (8) ergiebt
ARq=— 2cy _O(; —x)b , eingesetzt in (&) fihrt
zur Kurvengleichung:
4y*[(b—x)*+4-y*] —[2cy — (b —x)b]* =0. (7)

¢) Diskussion der Kurvengleichunyg.

Die Kurve 1st von der 4. Ordnung. Verlegen wir den
Koordinatenanfangspunkt nach A durch Parallelverschiebung der
Axen, indem wir setzen

x=x"+b und y=y’,
so erhalten wir nach der Transformation und nach Weglassung
der Indizes folgende einfachere Kurvengleichung:
193 (x*4-y?) — ey +bx)* = 0. ®)

A 1st Doppelpunkt der Kurve; denn die Gleichung beginnt
mit Gliedern 2. Grades. Die Doppelpunktstangenten fallen zu-
sammen und bilden, da die Glieder 3. Grades fehlen, ‘eine Selbst-

beriithrungstangenie. Der Nullpunk! ist also Selbstberiihrungspunkt.
Bern. Mitteil. 1902. No. 1536.



Die Gleichung der Selbstberiihrungstangente lautet:
b

y=—g;% ©)
Spezialfille:
1. o= x=0. Fig. 10.
2. c:%; y=—xX

3. c=oc; y=0.

Wichst also ¢ von 0 bis oo, so dreht sich die Selbst-
berithrungstangente um 90° aus der Richtung der y’-Axe in die
Richtung der x’-Axe.

Die x’-Axe schneidet die Kurve nur im Selbstberiithrungs-
punkt A; die andern 2 Schnittpunkte fallen ins Unendliche, da
die Potenzen x® und x* nicht vorhanden sind.

- Die Schnittpunkte der y’-Axe mit der Kurve liegen fir
endliche Werte von ¢ alle im Endlichen; es ist
Yi,2=— 0 und hEX! :i C.
Die Gleichung nach x aufgeldst, ergiebt
X_2bcyi2y2\/b" —1—402—4y?.
- 4y% —b?

Jedem Wert von y entsprechen 2 verschiedene Werte von
X. Nur fir y=0 fallen die Wurzeln zusammen. In diesem
einzigen Fall liegt die Kurve symmetrisch und zwar zu beiden
Axen. Jede Parallele zur x-Axe schneidet die Kurve im End-
lichen in 2 Punkten, den Fall ausgenommen, da der Nenner Null
wird. Die 2 Parallelen

(10)

b
y=tg (1)

miissen daher Asymptoten der Kurve sein. Der Maximalwert,
den y annehmen kann, ist

y= 5 VI [ 4c.
Um die Schnittpunkte der Kurve mit der unendlich fernen
Geraden zu gewinnen, setzen wir nach bekanntem Verfahren
Un = 4y%(x? 4-y*) = 0; daraus folgt
1. y=02mal wund 2. y=+1x.
Wir haben somit 2 reelle, zur x-Axe parallele Asymptoten-
richtungen und 2 imaginire. Die Kurve schneidet also die imagi-
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niren Kreispunkte der Ebene. Da nun y=0 auch ein Faktor von
Us ist, so muss der unendlich ferne Punkt der x-Axe ein Doppel-
punkt der Kurve sein. Um die Art desselben zu untersuchen,
p10]1z1e1en wir 1hn in den Nullpunkt A und setzen zu dlesem

Zwecke in Gleichung (8):
1 ’
X=— und y:—z%,—-

Wir erhalten, wenn wir nach der Transformation noch mit

x'¢ multipliziert haben:
4y"2(14-y"?) — @ey's' 4bx) =0.

Der Nullpunkt ist Doppelpunkt. Die Gleichung der Tan-

genten 1n demselben lautet
¥ et —g— x’.

Die projizierte Kurve hat im Nullpunkt einen Knotenpunkt
mit 2 verschiedenen Tangenten; folglich ist der unendlich ferne
Punkt der x-Axe auch ein solcher Doppelpunkt. Die Tangenten
in demselben sind

y = yx’ i"g' " oder
b

y e -2f.

Diese Tangenten sind Asymptoten der Kurve, wie dies
schon die Gleichung (10) verraten hat.

Unsere Kurve gehort somit auch zu den rationalen Kurven;
denn sie besitzt einen Selbstberiihrungspunkt und einen Doppel-
punkt, was zusammen fir 3 Doppelpunkte zéhlt.

Fir c=0 besteht die Kurve, deren Gleichung nun die

Form hat
4y2(y? +x2) — hEgt=1, aus 2 kongruenten Asten (12)

zwischen den Asymptoten y —+ -?, siehe Fig. 10, Taf. 111

Fiir ein unendlich grosses c¢ besteht die Kurve aus der
doppelt gelegten unendlich fernen Geraden und der doppelt ge-
legten x-Axe. Asymptoten und Selbstberiihrungstangente laufen
parallel.

Nimmt ¢ negative Werte an, so sind die entstehenden
Kurven Spiegelbilder derjenigen mit positivem ¢ in Bezug auf
die x-Axe.
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d) Die Losungen.

Die Koordinaten der zuniichst gesuchten Schmttpunkte D
sind die Wurzeln des Systems

L. 4y*[(b—x)?-}-y?] — [2ey — (b—X) b]*=0, Kurve.
und 2. x*—bx-}y? — (0, Grundkreis.

Die allgemeine Losung dieser Aufgabe stosst auf bedeutende
Schwierigkeiten.  Wir konnen die Ubereinstimmung mit dem
ersten Verfahren nur in Spezialfillen nachweisen.

1. Fir ein gleichseitiges Dreieck besitzt der Punkt D die

I b b
Koordinaten (_:f i \/)

Setzen wir diese Werte fir x und y in Gleichung (1)
unseres Systems oben ein, so wird
clzb\/§ und  ¢3=0.
Vergleiche damit die Félle A; und C, pag. 136.
2. Bei einem rechtwinkligen Dreieck sind die Koordinaten

b b
von D—("—Z—’?

Orts wieder ein, so wird c“— (1-}-V2). Fig. 10.
Vergleiche damit A., pag. 136.
3. Fiur ein unendlich kleines Dreieck hat Punkt D die
Koordinaten (b, 0). Die Einsetzung dieser Werte liefert
¢ =0, vergleiche damit C, pag. 136; siche Fig. 10.

)- Setzt man diese Werte gleichen

VL

§ 17.  Sechste Aufgnbe: Konstruktion eines gleichschenkligen
Dreieckes, wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Schenkel
und Schenkelliéhe gegeben sind.

Gegeben: 1. b.
2. s+ hy — ¢ — konstant.
Bedingungen: 1. s+ h,= g,
2. s—h>0.
Bei einem unendlich kleinen, auf die Basis reduzierten
Dreieck ist s - hy, — h Minimum; denn s = L3 und h, =0.

2 ’ 2
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Ist das gleichschenklige Dreieck rechtwinklig, so ist s — hy=—0.
In jedem andern Fall ist s als Hypotenuse grosser als hy (Kathete).

§ 18. Erstes Lisungsverfahren: Bestimmung der Dreiecksspitzen B.

@) Konstruktion der Kwirve. Taf. I11, Fig. 11.

Es set OA =b die Basis des Dreiecks. Wir ziehen den
Grundkreis und um A den Hilfskreis mit dem Radius r = ¢. Ferner
zichen wir emen Strahl durch O, der den Grundkreis in Q
schneidet. Die Verbindungslinie AQ endlich schneide den Hilfs-
kreis in H und H;. Liegt nun () innerhalb des Hilfskreises,
dann trigt man die beiden Strecken QH und QH; von O aus
auf dem zugehorigen Strahl nach entgegengesetzten Seiten ab und
zwar die Strecke nach @ hin, welche den Punkt A nicht ent-
hilt. Man macht also

OP]_:QH und OPQZQH1

Bezichungen: 1. OP; + AQ=QH +AQ—=AH=c¢;

2. OP; —AQ=QH; —AQ=AH,=c.

Liegt der Punkt ) ausserhalb des Hilfskreises, so trigt
man beide Strecken nach @ hin ab. In diesem Fall gelten dann
die Relationen:

1. AQ —OP/=AQ —Q H =AH'=¢;
2. OPY —AQ =Q'H/—AQ =AH, =c.

Der geometrische Ort aller Punkte P i1st die Hilfskurve.
Fillt ein Kurvenpunkt P in die Mittelsenkrechte, so wird OP =
OB-sund AQ ~AD-=h , und man kann, wenn diese Werte

in den Relationen oben eingesetzt werden, eine Losung konsta-

tieren. Die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden x_—_%

ergeben somit die zunichst gesuchten Punkte B.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Es seien fir das gewohnte Koordinatensystem x und y die
Koordinaten eines Punktes P’; dann kann gesetzt werden:

0Py =\ +y% ()
Nun ist OPy =c¢ 4+ AQ" =c¢ | bsing, eingesetzt in («), und
man hat ¢ 4 bsing —\/x*> - y2, umgeformt

(4 y*+byf - (x* + y?) =0. (1)
Polargleichung: r= — bsing+ec. (2)



— 142 —

Unsere Kurve ist die Kreiskonchoide. Die y-Axe ist Sym-

metrieaxe.
c<b, O 1st Knotenpunkt; die Konchoide besitzt eine

Schleife;
c=hb, O 1st Spitze und die negative y-Axe Riickkehr-

tangente;
c¢>Db, O ist konjugierter Punkt.

Fiir ¢=0 reduziert sich die Kurve auf den doppelt gelegten
Kreis x2 4 y*4 by =0.

¢) Die Lisungen.

Es handelt sich noch um die Bestimmung der Ordinaten der
Schnittpunkte B. Wir fithren zu diesem Zweck den Wert fir

xz_g—- in der Kurvengleichung (1) ein und erhalten:

b2 \? R
(#roy+5) —e (42 =o
Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Ordinaten von B.
Die Auflosung vorliegender Gleichung fithrt auf eine kubische
Hilfsgleichung von der Form
Bl __ ok 2 ot 6
v3—}—6b (:3 c 5 - 9b 02-7{—20 _o.

Die Diskriminante dieser kubischen Gleichung wird

31/8 —
4= b"ls\/s V/32b% — 13b%¢2 - 4.
Es ist nun 4 =~ 0 nur in dem einen Fall, wenn

c = 0. (3)
Wir erhalten daher 2 Hauptfille fiir die Losungen:
A. 4=0 fir c=0.
Wir bekommen fiir y 4 zusammenfallende Wurzeln, niamlich

= —g—- als Ordinate der Spitze. Damit erhalten wir auch

4 zusammenfallende Dreiecke, welche rechtwinklig sind.
B. 4 =pos. fir ¢c==0.

Die kubische Hilfsgleichung besitzt nur eine und infolge
dessen die biquadratische Gleichung nur 2 reelle Wurzeln. Wir
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erhalten somit fir jeden Wert von e, 0 ausgenommen, nur
2 wirkliche Dreiecke. ,

Wie schon erwihnt, treten fiir ¢=0 4 zusammenfallende
rechtwinklige Dreiecke auf, welche auf der negativen Seite der
y-Axe liegen. Fingt nun ¢ zu wachsen an, so verschwinden
erstens 2 Dreiecke. Die andern 2 verwandeln sich in ein spitz-
winkliges und in ein stumpfwinkliges, und zwar wird fiar ein
wachsendes ¢ das spitzwinklige immer spitzwinkliger.

Far c:%(?—\/@) wird es gleichseitig. Das stumpfwink-

lige wird auch stumpfwinkliger und erreicht fir ¢ = b das

2
Maximum. Der Winkel an der Spitze wird 180°. Das Dreieck
reduziert sich auf die Basis. Wird ¢ > — so mmmt der Winkel

2
an der Spitze stetig ab. Fir ¢c=b\/2 wird das Dreieck recht-
winklig natirlich auf der positiven Seite der y-Axe. Fir jeden

Wert von ¢>b\/2 ist dann auch das auf der positiven Seite
der y-Axe liegende Dreieck spitzwinklig. Gleichseitig ist dieses

spitzwinklige Dreieck fiir den Spezialwert von ¢= —g— 2+V3).

§ 19. Zweites Lisungsverfahren: Bestimmung der Punkte D.
Bedingungen wie in § 17.
@) Konstruktion der Kurve. Ohne Figur.

Es sei O A —b die Basis des Dreiecks, Wir ziehen den
Grundkreis, die Mittelsenkrechte MM; und endlich noch einen
Hilfskreis um A mit dem Radius r=c. Ein durch A gezogener
Strahl schneide nun den Grundkreis in Q, die Mittelsenkrechte
m R und den Hilfskreis in H und H;. Schliesslich wird noch
durch O ein Strahl gezogen, der auch durch ) geht. Nun triagt
man auf dem Strahl OQ von O aus die Strecken RH und RH,
nach entgegengesetzten Seiten ab, macht also

OP; =RH und OP.=RH;,, so dass also
1. AR+OP;=AR +RH=AH=c¢ und ebenso
2. OPg —AR:RHl -—AR:AHl =C.

So darf es aber nur gemacht werden, wenn @ innerhalb

des Hilfskreises liegt. Liegt Q ausserhalb des Hilfskreises, so
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trigt man beide Strecken RH und RH; nach der gleichen Seite
und zwar nach Q hin ab. Der geometrische Ort aller Punkte
P ist die Hilfskurve.

Fillt ein Punkt derselben in den Grundkreis, so wird
OP=0Q-—hy und da AR=s1st, so wird nach den oben stehen-
den Relationen

einem Punkt D geworden; wir haben eine Losung. Die Schnitt-
punkte der Kurve mit dem Grundkreis sind wieder die zunichst
gesuchten Punkte D.

b) Ableitung der Kurvengleichung.
Wir erhalten nach analoger Methode wie friiher

> b\
(x* 4¥?) (y .5 ?) —c2y?=0. (4)
Polargleichung: rz—mic. (4a)
Die Hilfskurve ist die Konchoide des Nikomedes. Die y-Axe
ist die Symmetricaxe derselben und die Gerade y = — % die

Leitlinie. ¢ ist der auf einem Strahl durch O gemessene kon-
stante Abstand zweiler Kurvenpunkte von der Leitlinie.

Fuar (:>*g~ besitzt die Konchoide eine Schleife.

b

2

fir ¢=—- tritt sie mit Spitze auf in O;

» c<—g— wird O zum konjugierten Punkt;

» ¢=0 zerfillt die Kurve in die doppelte Leitlinie und
den konjugierten Punkt O.
¢) Die Lisungen.

Es handelt sich um die Bestimmung der Koordinaten der
Schnittpunkte D. Diese Koordinaten sind die Wurzeln des
Gleichungssystems: ‘

b 2
1. x2+4+y? (y + ?) —c2yr =0, cceeeenn Kurve.
/
2. x2—bx+4+y? =0,:-0c000n Grundkreis.
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Wir fithren den Wert von x aus (2) mn (1) ein und erhalten
211 9OKh2s2 D e ] 3__ 9 a2
y'+2by+ o0 ‘;b; == y'-’+b*—~—2“b(” y
1422
2 0 )
Die Wurzeln dieser Gleichung 4. Grades i y sind die
Ordinaten der Schnittpunkte D. Die kubische Hilfsgleichung
dazu erscheint in der Form
v ¢! (4bt — 2b%¢? 4 ¢t) v S (16b5 +15btc?—6b*ct 4-2¢%)
3bt 27 bt
Als Diskriminante erhilt man
i " (32b! —13b%c* + 4¢)
' 27 b
Es wird /=0 nur fir ¢ =0 wie beim ersten Verfahren.
Auch hier giebt es die beiden gleichen Hauptfille, nimlich
A, /=0 fir ¢e=0.
Wir erhalten wie beim ersten Verfahren 4 zusammen-
fallende rechtwinklige Dreiecke; denn in Gleichung (5) wird

0.

I
y = — T;— +mal.

B. /=pos. tir c==0.
Fir jeden von 0 verschiedenen Wert von ¢ liefert Gleichung
(5) 2 reelle Wurzeln und damit 2 reelle Dreiecke, also dasselbe
Ergebnis wie beim ersten Verfahren. Setzt man in Gleichung (5)
Spezialwerte ein
y=0  fir das unendlich kleine Dreieck,

y:j—g 5 » rechtwinklige »
Y::f:—}% » » gleichseitige »
so erhillt man die namlichen Werte fu1 ¢ wie auf Seite 143.
VIL

§ 20. Siebente Aufgabe: Konstruktion des gleichschenkligen
Dreieckes, wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Schenlkel
und dem an die Basis angrenzenden Schenkelabschnitt gegeben sind.

(GGegeben: 1. b,
| 2. s*+tm=+c.
Bern. Mitteil. 1902, No. 1537,
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Bedingungen: 1. s-4+m=hb\/2,
— i b
B T Seg b

Sie Summe s m ist ein Minimum beim rechtwinkligen

: ; b 5 : .
Dreieck, und da ist s—=m= V2. m —x erreicht den Maxi-

=

malwert —— be1 einem unendlich klemnen Dreieck und nimmt

2
mit wachsendem h;, stetig ab. So lange das Dreieck noch

stumpfwinklig ist, bleibt m — s noch positiv.. m —s wird zu 0
beim rechtwinkligen und negativ beim spitzwinkligen Dreieck
und kann hier dann jeden Wert von 0 bis — o annehmen.

§ 21. Erstes Losungsverfuhren: Bestimmuny der Punkte B.
w) Konstruktion der Hilfskurve. Taf. III, Fig. 12.

Es sei OA=Db die Basis des Dreilecks. Wir ziehen den
Grundkreis, die Mittelsenkrechte MM; und eimnen Hilfskreis um
O mit dem Radius r=—=¢. KEin Strahl durch O schneide den
Grundkreis in Q und den Hilfskreis in H und H;. Nun tragen
wir auf dem Strahl OQ von O aus die Strecken QH und QH,
jede nach beiden Seiten ab, machen also

OP, —=0P; —=QH und
0P, =0P, =QH,.

Fir die Punkte P; und P; gilt die Relation:

1. 0Q4-0P,s=0Q+HQ—=0OH:=—¢, wihrend die Punkte
P, und P; die Bedingung erfiillen: 2. OP,,-—0Q=QH,—QO
—OH;=c¢. Dreht sich der Strahl OQ um O, so beschreiben
die Punkte P; und P4 eine Kurve und die Punkte P; und P. das
Spiegelbild derselben in Bezug auf die y-Axe. Die Schnittpunkte
beider Kurven mit der Mittelsenkrechten ergeben die zunichst
gesuchten Punkte B; denn fiir einen solchen Kurvenpunkt P ist

OP=0B=s und OQ=0D=m, und die oben stehenden
Relationen werden

m-}s=c oder s—m=c. Wir haben emne Losung.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Es seien x und y die rechtwinkligen Koordinaten eines
Kurvenpunktes P> im gewohnten Koordinatensystem; dann gilt:



OP.= \/ x? - y2 (@)
Nun ist OP,=H,Q—=0Q + OH-=-bcos¢ |- ¢, sub. In (¢
beose 4 ¢ -= Vx* y?, umgeformt
(x4 v? — bx)* —c* (x> y7) =0, (1)
Die Punkte dieser Kurve geniigen der Relation
s—m=—=+c.
Fir die Relation: s+ m=c¢ bekommt die Gleichung die
etwas abweichende Form
(x4 32 bx) — (x4 y2) —0. 2)
Die Kurven (1) und (2) sind symmetrisch zueinander ge-
legen in Bezug auf die y-Axe. Die Gleichung der Kurve, die
alle Schnittpunkte B lefert, ist die uniichte Kurve 8. Ordnung:
[+ ¥ - hxP — 2(x2 + yI [ + y2 — bxp
—EP -0 @)
Unser symmetrisches Kurvenpaar besteht aus 2 Kreis-
konchoiden. Fiur beide ist die x-Axe Symmetrieaxe. Bei positivem
bx liegt die Kurve mehr auf der negativen Seite, bei negativem
o
<
fiir beide Konchoiden der Punkt O isolierter Punkt, Riickkehr-

punkt oder Doppelpunkt. Fir ¢=0 zerfillt jede Konchoide in
2 sich deckende Kreise. Die beiden Kreispaare beriihren sich
in O und haben in der y-Axe eine gemeinsame Tangente.

bx mehr auf der positiven Seite der x-Axe. Ist ¢ = b, so 1st

c) Die Lisungen.

Wir suchen zuniichst die Schnittpunkte B der Kurve mit
der Mittelsenkrechten. Dabei handelt es sich nur noch um die
Bestimmung der Ordinaten dieser Punkte. Losen wir das be-
kannte Gleichungssystem nach y auf, so finden wir

1. y:_—!-%ﬁ \/202—310'3 +2¢y/ 2 — 212, wenn bx=pos. (4)
and 2. y=+ ; \/b2+202t20 \ & 212, wenn bx=neg. (3)

Wir bekommen hier 2 gesonderte Losungsgruppen.
Erste Gruppe fiir Formel (4).

A ¢> 32—b
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2 reelle Wurzeln far y far das positive Zeichen der mnern
Wurzel; 2 symmetrische spitzwinklige Dreiecke.

B. ’Zb;cgb\/é.

4 reelle Wurzeln fiwr y, welche paarweise absolut gleich

sind: 4 wirkliche Dreiecke, welche paarweise symmetrisch sind.
3b
L=

Vip=1F %\,’fg und  y3:=100

2 gleichseitige Dreiecke, bedingt durch das positive Zeichen

der innern Wurzel und 2 unendlich kleine, bedingt durch das
negative Zeichen der mnern Wurzel.

2, %;>c>bVQ;ngz,ﬂmIH,Kmmau_

Das positive Zeichen der immern Wurzel erzeugt 2 spitz-
winklige, das negative Zeichen 2 stumpfwinklige Dreiecke. Mit
abnehmendem ¢ werden die spitzwinkligen immer weniger spitz-
winklig und die stumpfwinkligen weniger stumpfwinklig.

3. c:b\/?;
B =
y=%+-5 Je Zmal

Die Kurve beriihrt von der negativen Seite her die Mittel-

senkrechte in den 2 Punkten (“%’ %) und (_g,_gﬁ) 4 recht-

- e
winklige Dreiecke, welche paarweise sich decken und paarweise
symmetrisch sind.

C. e<by2

Alle y-Werte sind imaginir, daher keine reellen Lisungen.

Alle Dreiecke der ersten Losungsgruppe erfillen die Be-
dingung s 4+ m=—c.

Fiir den Flicheninhalt derselben bekommen wir die all-
gemeine Formel:

F:%E— \/2(;9 — 312 4 2¢\/ @ — 2. (6)
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Zwceite Gruppe fiir Formel (5).

A. c>%~ Fig. 12, Kurve 1.

2 reelle Wurzeln fiir y und 2 imaginire, letztere finr das
negative Zeichen der innern Wurzel. 2 symmetrische spitz-
winklige Dreiecke, deren Basiswinkel > 60°,

B. C?% '

4 reelle Wurzeln fir y, daher 4 reelle Losungen, welche
paarweise symmetrisch sind.

1. c:—gw, Grenzfall.

Fir das positive Zeichen der innern Wurzel wird y = jg V3,

bedingt 2 gleichseitige Dreiecke. Fiir das negative Zeichen der
mnern Wurzel wird y—-+0, was 2 unendlich kleine Dreiecke
zur Folge hat.

2. %>c>0.

2 spitzwinklige Dreiecke fiir das positive und 2 stumpf-
winklige fiir das negative Vorzeichen der innern Wurzel. Mit
abnehmendem ¢ nidhern sich beide Formen dem rechtwinkligen

Dreieck.
3. ¢=0.

Die Kurve ist der doppelte gelegte Kreis x> —bx -} y? =0,

welcher die Mittelsenkrechte in den Punkten (%, %) und

(—g—, h——g—) schneidet; 4 rechtwinklige Dreiecke wie ohen
unter Bs. |
Samtliche Dreiecke dieser Gruppe geniigen der Relation
B et == |
Thre Inhaltsformel lautet:

F:% \/b’3+202i2c\/‘2b9-{—c‘3. 0
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§ 22, Zweites Liosungsverfahren: Bestimmung der Schnittpunkte D.
Die Voraussetzungen sind dieselben wie mm § 20.
Wi referieren iiher diesen Fall in gedringter Kiirze.
Analog dem ersten Verfahren erhalten wir als Hilfskurve
eine unichte Kurve 8. Ordnung. Dieselbe hat die Form

/ 2 2
[(x‘h’ +v?) (x -+ %’) — ¢? x’] [(x2~i— y2) (‘( — g) — ("?’xz] =0. (8)

Die Kurve besteht aus 2 Konchoiden des Nikomedes. Fiunr
beide ist die x-Axe Symmetrieaxe. Die Konchoide des Klammer-

; ; B oo .
ausdrucks links hat die Gerade x=— - diejenige des Klammer-
i

) b .
ausdrucks rechts die Gerade X:—Q— zur Leitlinie.

Bei den Losungen handelt es sich um die Bestinmung der

Koordinaten der Schnittpunkte D der Konchoiden mit dem
Grundkreis. Fiir die Abscisse x erhalten wir die Bestimmungs-
gleichung

2
bx (x s —%) — ¢?x? = (; daraus folgt

2+ b2 4-c\/e? 4 2h?
2b ’

2

i, & . g b .

finr das positive Zeichen im Ausdruck ( X+ 5| wird
5 a—

. ¢?— Db+ c\/et— 212 \
X = 5T : (9)

Alle diesbeziiglichen Losungen entsprechen der Relation:
s-}-m=e.
Fihren wir den Wert fiir x aus (9) in der Gleichung des
Grundkreises ein, so erhilt man fir die Ordinate y des Punktes D
den Ausdruck:

y = 21b \/6b202—3b“%204i20(2b2$c‘3)\/02—‘2b2. (10)
Nun besteht die Proportion:
$ M=y i L3
yix=h:5-

Setzen wir hierin fir x und y die gefundenen Werte ein
und lésen nach hy, auf, so finden wir:
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/

hh:i%\/ 3D+ 2c\/E_2D (11)

2
Fiir das negative Zeichen im Ausdruck (x 55 -]%) erlangt
die Abscisse x von D den Wert
_ce?-b?+ Ve 212
X == 51,
und die Ordinate y den Wert
1

y="t 51 \/P—2bc 2t 2V 2B (13)

(12)

Alle diesbeziiglichen Losungen erfilllen die Bedingung:
s —m=—=-+-¢,
Fir die Basishohe dieser Dreiecke finden wir auf dhnliche
Weise wie oben den Wert

hy =+ 1)- \/1»2 +2¢24 2¢\/e® 2Dt (14)

Vergleichen wir (11) mit (4) und (14) mit (5), so finden
wir vollkommene Ubereinstimmung in den Ergebnissen beider
Auflosungsmethoden.

VIIL.

§ 23. Achte Aufgabe. Konstruktion eines gleichschenkligen Dreiecks,
wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Schenkelhihe
und -dem der Basis angrenzenden Schenkelabschnitt gegeben sind.

Gregeben: b,

2. hs 4- m = + ¢ = konstant.

Bedingungen: 1. b\/2> hs - m) > b;

2 b= (hy—m)> —bh.
Im rechtwinkligen Dreieck ist hy - m:=b\/2 = Maximum;

denn da ist hS:::m:—g—\/TZ. In diesem Fall ist nun hy | m

O i

:\/E{\/ —I;— -+ \/ %} Ist das Dreieck nicht rechtwinklig, so st
el /[ ) B

s-+m=VDb \ (75- -+a)+4 —~—a |- KEs 1st aber bekannt-
: b b
(VD W)
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Ber emem unendlich grossen Dreieck ist hy —m—=b—0
=b=Max. und bei einem unendlich kleinen Dreieck =0—b =
—b=Min. Bei emmem spitzwinkligen Dreieck ist hy — m — pos.,
bei einem rechtwinkligen =0 und bei einem stumpfwinkligen
= neg.

§ 24. Ersies Losungsverfahren. Bestimmung der Spitzen B.
n) Konstruktion der Kurve. Taf. IV, Fig. 13.

Es sei’ OA=Db die Basis des Dreiecks. Wir ziehen den
Grundkreis, die Mittelsenkrechte MM; und um A den Hilfskreis
mit dem Radius r=¢. Durch O werde nun ein Strahl gezogen,
der den Grundkreis in @ schneidet. Ferner werde durch A und
Q eine Gerade gelegt, welche den Hilfskreils in H und H;
schneidet. Jetzt tragen wir auf dem Strahl OQ die Strecken
QH und QH; von O aus in gleicher oder ungleicher Richtung
ab und erhalten die Punkte T; und T. Gleiche Richtung ist
notig, wenn () ausserhalb des Hilfskreises liegt. Hat Q negative
Ordinate, so sind die Strecken nach Q hin abzutragen, 1im andern
Fall nach der entgegengesetzten Seite. Endlich trigt man noch
die Strecken QT; und QT> von R aus auf den Strahl OQ ab
der Richtung, wie T von @ aus liegt, und bekommt die Punkte
P; und Ps. Bei sich drehendem Strahl beschreiben die Punkte
P die Kurve. Die Schnittpunkte derselben mit der Mittelsenk-
rechten sind die Spitzen B; denn in diesem Fall 1st RP =0,
also auch QT = 0; folglich fillt T auf Q; damit ist OT =0Q=m,
QA ist =hs, und eine der Relationen ist erfiillt:

hs + m—c.

b) Ableitung der Kurvengleichung.
Es seien (—x, —y) die rechtwinkligen Koordmmaten eines
Kurvenpunktes P, im gewohnten System; dann ist
OP‘_) == \/X2 l- yz.

Nun ib‘t OP),::PQR—OR:TQQ—OR:Tz()»}-OQ——OR,
somit  \Vx*Fy?=Ty040Q—OR. (e

Ferner ist T.O=QH; =AQ 4 AH, =bhsing | ¢,

0OQ =bcosg,

. sub 1n («),
- 2 ] 2
O R’ - 2x \/X {' Yo ’
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es giebt Vx*Jy*=Dsing + ¢ beosp — 2‘—; Vxi4-y%, umge-
formt

[(X2+yJ(M~w) Fhx (x +- y)]—c (x4 y) =0, (1)

: b L .
Polargleichung: r= Booag. b(cos¢ + sing) + c. (2)

¢) Eigenschaften der Kurve.

Vorliegende Kurve ist von der 6. Ordnung. Sie hat 1mn
Nullpunkt emnen 4fachen Punkt. Die Gleichung der Tangenten
im Nullpunkt lautet: ' ' A

L - 2h —4¢? 4c- p
y“*ékxy3+—b2—‘ vi-+4xPy +— }\4-—-() (3)
Spezialfille: 1. ¢=0. |
yi—4xy? 4 2x%y? - 4x3y -} x* =0, aulgelost

y=( i\/ﬁ)x je 2mal.

Die Tangenten miissen paarweise zusammenfallen, da die

Kurve in 2 zusammenfallende Kurven 3. Ordnung zerfillt, deren

Gleichung  (x*>+y?) (h ) +bx (x4 y)=0 ist. 4)
Diese Kurve ist strophoidenartig, siehe Fig. 13, Kurve 11,
b
2, 0= ?

—4xy’ | x?y? -} 4xPy = 0.
y=0; die x- A\e ist Tangente.

Die Gleichung der iibrigen 3 reellen Tanwenten lautet:
y* —4xy? -+ x?y {437 =0.
—2V2
yi—4xy? 4 4x3y — xt=0.
' Da y =x der Gleichung geniigt, so 1st y = x Tangente.
Die Gleichung der iibrigen 3 reellen Tangenten lautet:
Y2 —3xy? 4 x2=0.

' 4, ¢c=oc0.
Bern. Mitteil. 1902. No. 1538.
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Die Kurve besteht aus der doppelt gelegten unendlich fernen
Geraden und der doppelt gelegten y-Axe und dem konjugierten
Punkt in O. Die y-Axe ist doppelt gelegte Tangente; die
2 andern Nullpunktstangenten sind imaginir. '

Die x-Axe schneidet die Kurve im Nullpunkt 4mal; die

5 T
y-Axe schneidet die Kurve 4mal im Nullpunkt und 2mal im
Unendlichen.

Aus der Form der Gleichung geht hervor, dass die ma-
gindren Kreispunkte der Ebene Doppelpunkte der Kurve sind.

: : : B :
andern 2 Schnittpunkte liegen in den Punkten (—— +c)- Die

; , ' b
Ebenso sagt uns die Gleichung, dass die Gerade x:—g—doppelt

gelegte Asymptote ist. Die Natur des unendlich fernen Punktes
der Kurve wird durch Transformation bestimmt. Wir setzen
h
2

(g e fsan(e e 5) (e 5 v)f

x=x"+4 und y=y’ und erhalten

.

o/ b\ b\
el 3 8] o

Nun projizieren wir den unendlich fernen Punkt der Kurve
auf die x-Axe, mmdem wir setzen

1 Xff
v 237'7 und x' = 7 und erhalten:

" L1132 EF gt f l-)gy”z rr
X" 4-by'x" i 41 ]x

/

: N/ r 3
-J[-by”(X” 1 ])X )(X” _l_ b?; —|—1)]—02y”2(x”2+bx”y”

—
b*

h?
+Iyrr2) (X’12+bxlfyfl+ 7 yff2_l_ 1)=0. (5)

Der Nullpunkt der projizierten Kurve 1st Doppelpunkt. Die
Gleichung der Doppelpunktstangenten lautet:

x'"2 = 0; folglich fallen die beiden Tangenten mit der
y'-Axe zusammen. Da ferner fir x"' =0 y”" =0 wird und zwar
4mal, so muss der Nullpunkt Selbstberithrungspunkt sein. Es

1st somit auch der unendlich ferne Punkt der Kurve Selbst-
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: b
berithrungspunkt und die Gerade X = =~ Selbstberiihrunysasymptote.

Die Kurve ist also rational; denn sie besitzt 10 Doppelpunkte,
nimlich 6 1m 4fachen Punkt O, 2 im unendlich fernen Selbst-
herithrungspunkt und 2 in den imaginéren Kreispunkten der Ebene.

Fir ¢="» fallen 5 Schnittpunkte der Geraden x:—g— mit

der Kurve ins Unendliche. In diesem Fall ist die Mittelsenk-
rechte Selbstberiihrungswendeasymptote und der unendhich ferne
Punkt der Kurve ein Selbstberithrungspunkt mit einfachem In-
flerionsknoten.

Die Kurve ist keine symmetrische Kurve.

d) Die Lisungen.
Um die Schnittpunkte B zu bekommen, fithren wir fir x

den Wert x =—- in der Kurvengleichung (1) ein und erhalten
__—b*+ bey/2bi—¢? ;
= 2 —cf) )

‘Fiir jeden Wert von ¢ Zb\{/2 giebt es 2 reelle Werte fiir
y. also 2 reelle Losungen. Die Hauptfiille sind folgende:
A, ec>hye
y wird 1magmir; keine reellen Lisungen.
B. ¢Zh\/2; 2 reelle Lisungen.

1. ¢=hy2.

b oa . : - :
Yi = Y2 = 5; 2 zusammentfallende rechtwinklige Dreiecke.
2. ¢=h.

yi1=0 und ys = oc; ein unendlich kleines und ein unend-
lich grosses Dreieck.

. by b o— /5

3. CE@V@; Yz—g(g—f‘\/&)
b : b =

4. C=75; Y=="7% EF V).

In beiden Fillen ein stumpfwinkliges und ein spitzwink-
liges Dreieck.

D, ¢e=0; yi=ys=—

| o
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2 zusammenfallende rechtwinklige Dreiecke OAB'. Fig. 13.

6. c:l—) V3+1); yi=++ l—’\/? und yy = il—? 3

2 — 2 6

Das spitzwinklige Dreieck ist gleichseitig und das stumpt-

winkhige Dreieck hat Basiswinkel von 30° und eine Schenkel-
b

hohe von h, = —.

2
Liisst man ¢ von b aus einmal wachsen bis ¢ = h\/2, das
andere Mal abnehmen bis ¢ = 0, so sind die Losungen im 2. Fall
symmetrisch zu denjenigen im ersten Fall.
Setzt man v = —y, so geht Gleichung (1) tber in

/

[(x'* v (x— 12)—) Fbx(x— y)]'— ¢x? (x2 -y = 0. (7)

Die Kurve ist das Spiegelbild der erstern in Bezug auf
die x-Axe. Mit den Losungen ist es dasselbe; dabei giebt es
fir die Basishohe den Ausdruck

b3+ bey/2b?—c?

hy=y=—= (b*—¢%) &
Als Inhaltsformel des Dreiecks erhalten wir nach (6)
—b*+b2eyV/2hE 2
g —b'thteyapi—¢ )

£(b* —c¥)

§ 24, Zweites Lisungsverfahren: Bestimmung der Fusspunkte D
der Schenkelhihen. Ohne Figur.

Diese Aufgabe kann elementar gelost werden, wenn wir
aus den drei Grossen b, m und hy zuerst ein rechtwinkliges
Dreieck konstruieren wollen. Will man aber direkt das gleich-
schenklige Dreieck gewinnen, bedarf es auch hier der Konstruktion
emer Kurve hoherer Ordnung. Diese Hilfskurve wird eine Kreis-
konchoide, deren Gleichung:

x24y*+by)? —e? (x*}-y*) =0 ist (vergleiche VI (1), (10)

pag. 64). "
Fir die Koordinaten der Punkte D erhalten wir
b2+ c\/2h2—¢2
X = 2h ‘
e (11)
und y = j!j~—2T, wobel nur das positive J
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Zeichen verwendet werden darf. Das negative Zeichen entspricht
den Losungen der Spiegelbildkurve in Bezug auf die x-Axe.

Setzt man in der Proport.ion'

y:hy=x: fir x und y die Werte von (11) ein.

)
so erhalt man fir h, den Wert- nach Formel (6); damit ist nach-
gewlesen, dass beide Verfahren die gleichen Ergebnisse liefern.
Berechnen wir mit Hilfe von (11) m, denn m==\'x% - y*

und h, denn h, =\/b*—m?, so finden wir, dass bei jedem spitz-
winkligen Dreieck die Stlecke m=0D glelch 1st der Grosse he
bei dem zugehorigen stumpfwinkligen Dreieck und umgekehrt.
Bei allen Losungen gilt die Relation

hy +m=e¢, wenn ¢ > b,

hy m—m=¢, » c¢=Db und

hy—m=¢, » c¢<b ist.

IX.

§ 26. Neunte Aufgabe: Konstruktion eines gleichschenkligen Dreieckes..
wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Schenkel
und Basishihe gegeben sind.

Gegeben: 1. b,

2. s+ hy==-1 ¢ = konstant.
Bedingungen: 1. s-+h,= })) ;

2, s—hp< g .

Die Summe 1st das Minimum bel einem unendlich kleinen

Dreieck; da 1st s = % und hy, = 0. Umgekehrt ist die Differenz.

bei einem unendlich kleinen Dreieck das Maximum und nimmnrt
stetig ab bis 0, wenn das Dreieck wichst und schliesslich un-
endlich gross wird.

§ 27. Erstes Verfahren. Bestimmung der Fusspunkte D.
n) Konstruktion der Hilfskurve. 'Taf. IV, Fig. 14.

Es sei OA=Db die Basis des Dreiecks. Wir ziehen den
Grundkreis und die Mittelsenkrechte, auf welcher wir von C aus.



— 158 —

die Konstanke ¢ nach E abtragen. Dwch O laufe nun ein
Strahl, der den Grundkreis m  und die Mittelsenkrechte in
R schneidet. Nun tragen wir die Strecke RE von O aus auf
dem Strahl OQ nach beiden Seiten ab und bekommen die beiden
Punkte T, und T.. Schliesslich tragen wir noch die Strecken
RT, und RT, auf dem Strahl OQ von Q aus ab und zwar in
der Richtung, in welcher von der Mittelsenkrechten aus die
Punkte T liegen. Die gewonnenen Punkte seien P; und P.,
welche bei sich drehendem Strahl die Kurve beschreiben.
Die Schnittpunkte derselben mit dem Grundkreis liefern die zu-
niichst gesuchten Punkte D; denn fillt ein Kurvenpunkt P in
den Grundkreis, so ist QP =0, also auch RT==0. Im letztern
Fall kommt T in die Mittelsenkrechte zu liegen, und es ist ferner
OT=RE=0B=s und da auch RC==h, ist, so muss sich
eine der Bedingungen erfiillen:
sihbzc.

b) Ableituny der Kurvengleichuny.

Wir legen in gewohnter Weise das Koordinatensystem.
x und y seien die Koordinaten des Kurvenpunktes Py; dann ist

OP; =V/x*-y%;
OP,=0Q-—-T\R=0Q—0R+40T,=\x*4v ()

Nun st OQ=bcosg,
" OR= *;ﬁbﬁﬁ | sub. 1n («), 50
2cos¢ ot
L giebt es
und OT, = EC—RC:C——Q——t-ggﬁ,
bcosy — b +e¢— b tgo =\/x*| vZ%, umgeformt
T 2cosg 2 ’ '

[(x2 4 ¥8) @x—Db)— 2bx*P— (by —2ex)* (x*+4-y3) = 0. (1)

Fir ein negatives ¢ bekommen wir die Spiegelbildkurve in
Bezug auf die x-Axe. In der Gleichung (1) dndert bloss das mit
¢ behaftete Glied Vorzeichen. Lést man Gleichung (1) auf, so
verschwindet das Glied b%y*; dann lisst sich der Faktor.x in
allen Gliedern wegdividieren und wir erhalten:

Dxe
(2 y)x (x b (- By O

+(x*4y%) by —ex)e=0.  (2)
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beos2¢—+(bsing —2ccosg)
2cos¢

_beos2¢ b
__-——~—200w—_—t(—t 9—-(,) (20)

Polargleichung: r=

-

¢) Dishussion der Kurvenyleichuny.

Die Kurve 1st von der 5. Ordnung und hat im Nullpunkt
einen 3fachen Punkt.” Die Gleichung der Nuwllpunktstangenten

lautet: - .
vy 3bi44e [y Ny b4 .
(X) 4bhe "\ x + X ﬁ 4he =i 3)

Spezialfalle:

Lo Q==K 2: X (x*—3y?) =0.
Ct) % ==
‘ X
B y= g \/3-

Die Gleichung der Kurve selbst nimmt die Form an
te]

2 9 2 ) o ’ b2X )
(< y) [ y)x —=b(x* = y)] + (x*=3y*) — =0 (4)
Diese Spezialkurve allein 1st symmetrisch und zwar in Be-
zug auf die x-Axe. Nach y aufgelost erhalten wir
oy /B x —8x%+bx\9b*—16bx
Y= 8(x]-h) '

1st der Maximalwert, den x annehmen kann. Fir

X =

16
diesen Grenzwert von x wird y = :‘l" \/06 Die Kurve bildet

eine Doppelschleife, welche ganz mnerhalb des Grundkreises
liegt, denselben 1m Nullpunkt berithrt und aus 2 kongruenten

Schleifen besteht, die sich im Punkt ( 12) 2 0) schneiden.

2, c=%; (%)';-_2( )+3 =0:

a) y=0; die x-Axe ist Tangente.

B) y =x 2mal; diese Tangente ist eine Selbstberithrungs-
tangente, welche die Kurve im Nullpunkt zudem noch schneidet.
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Alle Schnittpunkte der Geraden y==x mit der Kurve fallen
daher in den Nullpunkt. Von den 3 Doppelpunkten, die im
3fachen Punkte O liegen, ist der eine also ein Selbstberithrungs-
punkt. Die 4 Doppelpunkte, welche die Kurve im Endlichen

)) alle 1im Nullpunkt.

et

hat, stecken fir ¢ ==
Die x-Axe schneidet die Kurve in O 3mal und 2mal in

den Punkten —_))— + ¢. Die y-Axe schneidet die Kurve 3mal n

0. einmal in (0, — ¢) und einmal im Unendlichen.

Die imaginiren Kreispunkte der Ebene sind Doppelpunkte
der Kurve; diese 1st somit rational; denn sie besitzt 6 Doppel-
punkte, 4 1m Endlichen und 2 im Unendlichen, so lange ¢ end-
lich 1st.

Die Gerade x=—"b ist Wendeasymptote. (4)

Die Kurve hat Wendepunkte. Ist O Knotenpunkt, so be-
sitzt die Kurve einen Wendepunkt im Unendlichen. Ist O iso-
lierter Punkt, so sind 3 Wendepunkte vorhanden, wovon 2 im
Endlichen smd.

Fiar em unendlich grosses ¢ besteht die Kurve aus der
y-Axe, der doppelt gelegten unendlich fernen Geraden und dem
isolierten Punkt in O.

d) Die Lisungen.

Wir suchen die Fusspunkte D der Schenkelhéhen zunichst.
Fir die Koordinaten von D finden wir die Werte

. 16 b3 c? (5)

Y= 4y 0
4b%c(4dc*—Db? .

und y =+ (b? (_'_4 c?)? ) (6)

Das negative Zeichen gilt fiir die Losungen der Spiegel-
bildkurve. Wir bekommen fir emen bestimmten Wert von ¢
nur eine reelle Losung; das rihrt daher, weil s -}-h nicht klemer
als ~§ und s — hy, nicht grosser als % werden kann. Wir be-
kommen folgende Haupttiille:

A e> “}3)“
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Alle Losungen gentigen der Bedingung: s + h, =c¢.
b 5 b
1, e +V2); 0 <x< 5
Das Dreieck ist spitzwinklig und wird speziell gleichseitig,
wenn ¢ — —};— (2 4-V/3) ist.

2 c=}7’(1+\/§); x:%.

Das Dreieck 1st rechtwinklig.

! . b 1
3. ‘:(1—{—\/2)>c>—2—; "é)-<x<b.

Das Dreieck ist stumpfwinklig.

B. ¢= g, Grenzfall; x = b.
Das Dreieck ist unendlich klein und geniigt der Relation:
s +Thy=e.
C. ¢eC %
Die Dreiecke erfilllen die Bedingung: s — hy, = 0.

b s b b
1. —2—(\/2——1)<(;<—§—; 7<x<b.

Das Dreteck 1st stumpfwinkhg.

b = b
2. o= 5 (\/2—-1); x:?~
Das Dreieck ist rechtwinkhg.
s b= b
B V2—1) > ¢ > 0; 5 >x>0.

Das Dreieck i1st spitzwinklig und wird fir ¢ = %(2—\/3}
speziell gleichseitig.
1. e=0; x=0.
Das Dreieck ist unendlich gross, wie es ber A fiir c=oc
wird. :
Fir die Basishohe BC findet man nach bekannter Pro-

portion den Ausdruck:

I L .
by = —g— ®)

Bern. Mitteil. 1902, No. 1539.
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Fir die Losungen der Spiegelbildkurve ist dieser Wert
negativ zu nehmen.
Fiir die Dreiecksfliiche erhilt man nach (8) die Formel
e (e —Db) I

S C
16¢ ()

§ 28.  Zweites Verfahren. Bestimmuny der Spitzen .

Diese Aufgabe ist schon elementar ohne Mihe losbar. Es

.. b~ . L WA
18t ja s*= vy -+ h%  Berticksichtigt man, dass s 4 ly,=¢, so
4c?-—h? :
findet man by =+ — 8¢ was mut (8) voll-
¢

kommen iibereinstimmt. Die elementare Losung auf konstruktivem
Wege erfordert 2 verschiedene Konstruktionen, je nachdem die
Summe oder Differenz von s und h, vorliegt. Soll die gleiche
Konstruktion beide Fille einschliessen, so wird eine Hilfskurve
notig. Thre Gleichung lautet:
(x*+v¥)4x*— (by—2ex)? =0 (10)
Wir haben dieselbe unter V (8), pag. 60, bereits kennen ge-
lernt. In unserm Fall hat die Kurve den Selbstberithrungspunkt
in O.
. b

Ihre Asymptoten sind x =+ R

Bei den Losungen handelt es sich um die Schnittpunkte B
der Mittelsenkrechten x.—:—ga mit der Kurve., Fir die Ordinate

2

4¢2—b?

8c.

Dieser Wert stimmt mit (8) iiberein. Beide Verfahren
decken sich somit vollstindig in ithren Resultaten.

X.

§ 29. Zehnte Aufgabe. Konstruktion eines qleichschenkligen
Dreieckes. wenn die Basis und die Summe oder Differenz aus Basis-
hihe und dem an die Basis angrenzenden Schenkelabschnitt
geqeben sind,

(11)

von B finden wir den Wert y =h, =

Gegeben: 1. b,
2. hy + m =+ ¢ = konstant.
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Bedingungen: 1. h, 4+ m>b,

.

2 h,—m —\<= 0.

Die Summe hy +m wird zum Minimum b beim unendlich
kleinen Dreieck, wo m =b und h;, =0 1st. Die Differenz hy, —m
wird = 0 bei einem spitzwinkligen Dreieck, dessen Hihe

by == h: \/2 V17 -2 ist.

Tbersteigt hy, diesen Wert, so ist die Differenz hy, — m = pos.
Ubersteigt hy, d Wert, t die Diff 1

Sinkt dagegen h, unter diesen Wert, so ist h,— m==neg. und
wird fiir ein unendlich kleines Dreieck = — .

§ 30. KErstes Losungsverfahven. Bestimmung: der Spitzen RB.
a) Konstruktion der Hilfshurve.

Es sei OA =b die Basis des Dreiecks. Ziehe den Grund-
kreis, die Mittelsenkrechte und um O noch einen Hilfskreis mit
dem Radius r = ¢. Ein Strahl durch O schneide nun den Grund-
kreis in  und den Hilfskreis in H und H;. Schlage von C aus
einen Kreisbogen mit dem Radius r = QH und einen zweiten
Bogen mit dem Radius r=QH,. Erhalte im Strahl 4 Schnitt-
punkte P,, P>, Py und P,. Bei sich drehendem Strahl be-
schreiben die Punkte P die Kurve. Fiillt ein Kurvenpunkt P
in die Mittelsenkrechte, so 1st QH=CP=CB=h,, und da
ferner i diesem Fall O0Q =m ist, so lisst sich die Relation auf-
stellen: hy+m=0H=¢. Somit haben wir in den Schnitt-
punkten der Kurve mit der Mittelsenkrechten die gesuchten
Spitzen B.

b) Ableitung der Kurvengleichung.

Lege in gewohnter Weise das Koordinatensystem. x undy
selien die Koordinaten des Kurvenpunktes Py; dann gilt

/ 2
oP —\/ (5 —x)+ («)
Nun 1st CPy = QH=0H-—0Q==¢— bcosg, eingesetzt in («)

ergieht ¢ —hcosp == \/ (% — x)_ﬁ- v, umgefnrmf
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[t v (5 ) [ rm—re]

—4bierxi (X yH) = 0. (1)
becosg
9

-

Polargleichung: r =

+%\/(2l)cos¢+—l)singpi 2¢)(2bcosg—bsing+2¢).  (2)

¢) Eiyenschaften der Kurve.

Die Kurve ist von der 8. Ordnung und hat im Nullpunkt
einen 4fachen Punkt. Die Gleichung der Tangenten im Nullpunkt
lautet: '

y=-+ I »~1 - V3b*4-24b%*c?—16c*+16b%c. (3)

L 0Ze<

;O 1st Knotenpunkt; alle 4 Tangenten

sind reell.

2. o> <e< 5 O 1st Doppelpunkt und isolierter Punkt;

2 Tangenten smd reell, 2 1maginér.

; O 1st 1solierter Punkt; alle 4 Tangenten
sind 1maginér.

Die Kurve liegt zur x-Axe symetrisch; denn y kommt nur
in geraden Potenzen vor. Die Kurve hat nicht nur in O, sondern
auch in den imaginiaren Kreispunkten der Ebene 4fache Punkte.
Fiir endliche Werte von ¢ liegen keine Kurvenpunkte im Unend-
lichen; die Kurve kann daher keine Asymptoten haben. Wir
betrachten nun die einzelnen Kurvenformen bei verinderlichem c.

1. v=0,

Die Kurve zerfillt in 2 zusammenfallende Kurven 4. Ordnung,

deren Gleichung die Form hat

(x?-+y?) {y2 + (% — X> } — b#x*=0. (4)
Die Kurve (4) besteht aus emer Doppelschleife mit un-

gleichen Blittern. Die Tangenten in O sind y=+x\/3. Die
y-Axe schneidet die Kurve 2mal in O und 2mal imagiir, die
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2 und Xy = — f}*)ﬁ

2 2
Bei wachsendem ¢ wird die eine Doppelschleife grosser und die
andere kleiner und so geht es, bis ¢=b/: wird. Fiir diesen
Wert von ¢ verliert die kleinere Doppelschleife die kleinere
Schleife, welche zu einer Spitze zusammenschrumpft.
2. g= L
' 2
Die Gleichung der Kurve lautet nun
[(x*4-y) (x*y*—bx) —B*x7] —bix? (x2--y3) = 0. (5)
Die positive x-Axe ist Riickkehrtangente und die y-Axe
doppelt gelegte Wendetangente. O 1st also Doppelinflexions-
knoten und Spitze. Alle Schnittpunkte der Axen mit der Kurve
sind reell und bleiben von da weg reell. In allgemeiner Form

sind die Schnittpunkte mit der x-Axe:

-+ x-Axe 2mal in O und dann noch in x3=

1. x=0, 4mal; 2. X—_—gzp—}_:c; 3. x:—;—jc.
Die Schnittpunkte mit der y-Axe:
1. y==0, 4mal; 2. y=+414\/¢e?— Ki— 2mal.

Wichst nun ¢ von % bis b, so verwandelt sich die Doppel-

schleife in eme 4fache Schleife. Die 2 grossern Schleifen dehnen
sich aus in der Richtung der x-Axe, die 2 kleinern lings der
y-Axe. Das kleinere innere Blatt lost sich los vom Nullpunkt,
nimmt Eiform an, schrumpft mehr und mehr zusammen und wird

schliesslich zum isolierten Punkt in C ( %, O)-
3. ¢e=h.

Die Kurve besteht aus einer in sich geschlossenen Linie,
welche in der y-Axe 3 Doppelpunkte bildet, wovon einer in
O liegt. Ferner gehoren zu ihr noch 2 isolierte Punkte O und
C. Die Gleichung der reellen Tangenten in O lautet

y=+x\/3.

Diese Spezialkurve ist rational; denn sie besitzt neben den
8 vierfachen Punkten noch 3 Doppelpunkte, was zusammen
fir 21 Doppelpunkte zihlt. Die 3 Doppelpunkte haben die
Koordinaten



b b ’ b
( 5 ()), ((), :2—~\/3) und ((), — 2\/3).

AN . \

Wiichst ¢ iber b hinaus, so nihern sich die 2 Schleifen
lings der v-Axe der Mittelsenkrechten und um den Punkt C
bildet sich wieder em isoliertes Blittchen. Fir einen gewissen
Wert von ¢, den wir nicht ermitteln konnten, hingt sich das
klemere innere Kurvenstick an den andern Kurvenzweig.
Wird ¢ noch grosser, so bildet die Kurve 2 Blitter, die
sich tellweise tberlagern und von denen das emne die Form der

| 3D

2
Blatt in O eine Spitze mit der negativen x-Axe als Rickkehr-
tangente,

Kreiskonchoide hat. Fir ¢ = hat das konehoidenidhnliche

4> 3)}’

Die Kurve hat in O keme reellen Tangenten mehr. Der
Mittelpunkt 1st 2fach isolierter Punkte. Die Kurve bildet
2 Blitter, die sich teilweise tberlagern, was beil weiter wach-
sendem ¢ so bleibt.

Fir emn unendlich grosses ¢ besteht die Kurve aus dem
doppelt gelegten unendlich grossen Kreis und dem 2fach 1so-
lerten Punkt m 0.

d) Die Lisunyen.

Es handelt sich um die Bestimmung der Spitzen B. Fur
jeden Wert von ¢ giebt es 4 Schnittpunkte B der Kurve mit
der Mittelsenkrechten. Wir bekommen also immer 4 reelle
Losungen, welche nach Konstruktion paarweise symmetrisch
sind. Die allgemeine Losung stosst aut Schwierigkeiten. Setzt

man jedoch mm der Kurvengleichung (1) fir x den Wert '[2—) und

finr v Spezialwerte wie y = 0, y:%—, y:—%\,g ete. emn, so
kann man fiir besondere Lisungen den zugehorigen Wert von ¢
berechnen. Ehe wir die Hauptfille bringen, bemerken wir noch,
dass ein Dreieckspaar immer spitzwinklig ist, das andere dagegen
jede beliebige Form annehmen kann.
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L meslp yelyes-t —w\/— 2+ )\/1( 2mal.
Alle 4 Dreiecke sind spitzwinklig, kongruent und fallen

paarweise zusammen und sind paarweise symmetrisch.
2 ()<(7<(\/§——1)%;
-
ein Paar symmetrischer Losungen wird spitzwinkliger, das andere
Paar weniger spitzwinklig. .

Das zweite Paar wird rechtwinklig.
4. (\2—1) % <e<h.

| : . IR b 5
Das zweite Paar ist stumpfwinklig. Fir ¢= - M8 — 1)
-

wird das erste Paar gleichseitig.

D, ¢ =h.
Das zweite Paar i1st unendlich klein.

) f?' 1)
6. b<e<<(V241) 5
Das zweite Paar i1st wieder stumpfwinkhg.

7. e=(\2+ 1)%; zweites Paar ist rechtwinklig.

— I i . . N
8. ¢e> (V24 1) ;))— auch das zweite Paar ist spitzwinklig

und wird speziell fir ¢=(\V/3-F1) })) gleichseitig.

9. = oC,

Alle 4 Dreiecke sind unendlich gross.

§ 31.  Zuweites Lisungsverfahren. Bestimmung der Schnittpunkte D
Bedingungen wie in § 29.
Wir bekommen eine uniichte Kurve 8. Ordnung als Hilfs-
kurve. Thre Gleichung hat die Form
[4x2 (v — (2ex—by)? | {dx* (x4 y?) — (2ex+by)H=0. (6)
Die Kurve (6) zerfiillt in die 2 Kurven 4. Ordnung:
4x*(x*4-v%) — (2ex — by)? =0 (7)
und 4x%(x2+v?%) — (2ex +-by)2=6. (8)
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Die beiden Teilkurven sind Spiegelbilder voneinander in
Bezug auf beide Axen. Wir haben es daher im Grund nur mit
einer Kurve 4. Ordnung zu tun. Sie ist uns in der KForm
begegnet in IX, pag. 85, und wurde beschrieben im V. Ab-
schnitt. Die Losungen lassen sich ebenfalls nicht allgemein
bestimmen. Man kann nur fir Spezialdreiecke die zu-
gehorigen Werte von ¢ berechnen. Man findet ganz dieselben
Resultate wie oben. Zu jeder Teilkurve gehoren zwei ungleiche
Losungen mit Ausnahme des Falles, da ¢—o ist, wo dieselben
zusammenfallen. Die Dreiecke, die zu den zwel Teilkurven .
gehoren, sind Spiegelbilder voneinander in Bezug auf die x-Axe.

In allen Fillen, da ¢ <b ist, entsprechen die Dreiecke der
Relation: hy —m=+c¢. Ist ¢=h, so gilt hy +m=+ec. Ist
¢ > b, so finden wir die Bedingung erfillt: h,+m=+4c¢ (ver-
gleiche § 29).

§ 32. Uebersichtliche Zusammenstellung der Resultate.
I.

(egeben: b und hy+n=c.
Losungen:

1. c>%\/ 6 \/3—9; 1 reelles Dreieck;
— b IS X :
= _),\/ 6\/3—9; 3 reelle Dreiecke.

11

Gegeben: b und s+n=c.

Losungen: '

Fir jeden Wert von ¢ 4= 0 2 reelle, symmetrische Dreiecke.
Fir ¢=0 4 reelle, zusammenfallende Dreiecke, die unendlich
klein sind.

I1I.

Gegeben: b und hy +n=c.
Losungen:

3 3 .
1. c>fgl 3V13+416y2 - 3V13—16\/2 — 1; 2 reelle ver-

schiedene Dreiecke;
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. (<—\/ obiger Ausdruck: 4 veelle, ver-
schiedene Dreiecke.
IV.
Gegeben: b und m+n =c.
Losungen:
3b . :
5 2 reelle symmetrische Dreiecke;
- ) ) .
<5 4 reelle, paarweise symmetrische Dreiecke.
V. ,
Gegeben: b und hy,+hs=c.
Losungen:
b 3(1 +\/ 4—2\/2 2 reelle verschiedene Dreiecke.
. (12 do. 4 do.
VL
(regeben: b und s+hs=c.
Losungen:

. ¢>0; 2 reelle verschiedene Dreiecke;
. ¢=0; 4 zusammenfallende rechtwinklige Dreiecke.

VII.
Gegeben: b und s+m=c.
Losungen:
3b N . :
. c>§- 4 reelle, paarweise symmetrische Dreiecke;

3b : , . o
. >c>b \/2: 6 reelle, paarweise symmetrische Dreiecke;

' b\/§> & b —2—; 2 reelle, symmetrische Dreiecke;

sy 1 : : :
L o< 5 4 reelle, paarweise symmetrische Dreiecke.

Bern. Mitteil. 1902, No. 1540.
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VIII.
Gegeben: b und hy +m==c¢,
~ Losungen:
J= g .
1. ¢>by2: kemne reellen Dreiecke:

2. e<<hy2: 2 reelle Dreiecke.

IX.

Gegeben: b und s+ h, = c.
Losungen: Fiir jeden Wert von ¢ 1 reelles Dreieck.

-

(zegeben: b und h, tm=c.
Losungen: Fir jeden Wert von ¢ 4 reelle, paarwelse sym-
metrische Dreiecke.

, Nur bet einem Fall (VIII) kann es vorkommen, dass keme
reelle Losung moglich 1st.  Als Bestimmungsgrosse tritt  hier
hy —m=y¢ auf. hy und m sind nun gerade die Dreiecksgrossen,
die ber endhicher Basis nicht unendlich werden kénnen; das
Maximum fiir beide 1st b.

Fir Spezialdreiecke giebt es folgende Wertetafel finr c¢:
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Unter den 13 Kurven 4. Ordnung, die als Hilfskurven auf-
treten, finden wir 6mal die Kreiskonchoide, 3mal die Konchoide
des Nikomedes und 3mal die Kurve, die bei V (D gesucht) zum
erstenmal auftaucht; siehe Tafel III, Fig. 10. Als Spezalfall
fir ¢==0 erscheint 2mal die Strophoide, nimlich bei I und IV
(D gesucht). Andere Spezalfille fir ¢ =0 sind strophoiden-
dhnlich wie I und VIII (B gesucht). Fir ¢—=— O—=zerfallen alle
Kurven mit Ausnahme von I (B gesucht), welche fiir den Wert

c=5 degeneriert. Beim Zerfallen treten Kreise auf ausser
be1 den Konchoiden noch bei V und 1 (B gesucht).

Im festen Eckpunkt O des Dreiecks besitzen alle Kurven
emen mehrfachen Punkt mit Ausnahme von I und V,;. Bei I»
bewegt sich der mehrfache Punkt auf der Mittelsenkrechten, bei
V; 1st er konstant in A.

Als ein kleines Nebenresultat meiner Arbeit, die ich hiemit
abbreche, betrachte ich das, dass es mir gelungen ist, fiir die
- zwel bekanntern Konchoiden neue Konstruktionsverfahren zu
finden.

Es bleibt mir nur noch die angenehme Pflicht, meinen
hochgeehrten Lehrern, den Herren Prof. Dr. Graf, Prof. Dr.
Huber, dessen freundliche Ratschlige mir bei Fertigstellung
dieser Arbeit sehr wertvoll gewesen, Prof. Dr. Forster, Prof.
Dr. Moser und PD Dr. Gruner fir das mir wihrend meiner
Studienzeit stets entgegengebrachte Wohlwollen den herzlichsten
Dank auszusprechen.
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