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G. Sidler.

Die Schale Vivianis.
(Eingereicht Febr. 1901.)

Die Aufgabe Vivianis, auf der Kugel ein quadrirbares Flichen-
stiick zu begrenzen, lisst eine vollig elementare Behandlung zu.

1. In jedem eingehendern Lehrbuche der Slereometrie finden
wir die Quadratur der sogen. huffirmigen Abschnitte des geraden
Kreiscylinders. Wir konnen daher den folgenden Satz als bekannt
voraussetzen:

Sei A CB die halbkreisformige Basis eines geraden Cylinders
(Fig. 1), so legen wir durch den Durchmesser A O B derselben eine
Ebene A DB, die mit der Basis einen Winkel = 45° bilde. Dies
vorausgesetzt, ist der Flicheninhalt des von der Basis A CB und der
Schnittlinie A DB jener Ebene mit dem Cylindermantel begrenzien
Teiles des Cylindermantels = 2 R?%, wo R der Radius des Cylinders.

In der Thal legen wir durch den héchsten Punkt D der Schnitt-
linie A DB parallel zur Basis die obere Grenzebene D G E des Cy-
linders, welche die Axe OP in P schneide, so ist CD = 0C, also
OP = R. Eine durch die Axe gehende Ebene POlk, die mit der
Ebene POAE den Winkel A bilde, schneide nun die Cylinderfliche in
der Erzeugenden 1k, und 1k treffe die Schnittlinie ADB im Punkte
S; ferner sei nh die Projeklion von 1k auf die Ebene ABGE. End-
lich sei I’k” eine benachbarte Erzeugende des Cylinders und n’h’
deren Projektion. Nun ist 1S =nl =R sin 4 und somit Flichen-
element 11" SS" = 1I" . R sin A.

Das Element 11’ des Aquators bildet mit nn’ den Winkel 90°—A2,
und daher ist nn” = 11". sin 4 und Flichenelement nn’ hh’ ==R.nn’
= 11'. R sin A.

Die Flichenelemente 11"SS’ und nn’hh’ sind also einander
gleich und somit Huffliche ACB, ASDS’'B = Rechteck ABGE = 2 R?
wie z. z.
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2. Betrachten wir nun die Kugel (Fig. 2), deren Durchmesser
AOB ist, die also den Cylindermantel lings des Aquators ACB und
die obere Grenzfliche im Pole P dieses Aquators beriihrt. Dies voraus-
geselzt, Zschneiden wir Cylinder und Kugel durch ein System von
Ebenen parallel zur Basis ACB. Eine dieser Ebenen schneide die Axe
OP im Punkte J und die Ebene ADB in der Geraden SS’’ (Fig. 1),
und S, 8’' seien die Punkte, wo die Gerade SS’’ die Cylinderfliche
schneidet, so mogen die Radien JS und JS'’ des Cylinders die Kugel-
fliche in den Punkten s und s’’ durchdringen (Fig. 2). Der Ort der
Punkte s und s’ ist nun eine sphirische Kurve AsuPu’/s’’B. Nach
einem elementaren Satze der Siereometrie isl aber der Inhalt der vom
Aquator ACB und von der obigen Kurve AsuPu’’s’’B begrenzten
Teiles der Kugelfliche gleich dem Inhalte der Projektion dieser Fliche
auf den dem Kugeliquator umschriebenen Cylinder, d. h. gleich dem
Teile der Cylinderfliche zwischen dem Aquator ACB und der Kurve
ASDS"'B (Fig. 1). Wir erhalten daher den Salz: Der vom halben
Aequator ACB und von der Oriskurve AsPs''B dar Punkte s und s’
begrenzte Teil der Kugelfliche ist quadrirbar: der Inhalt dieses
sphiirischen Flichenstiickes ist == 2 R®, wo R der Radius der Kugel,
oder gleich der Fliche des dem Meridiane AP B umschriebenen Rechi-
ecks ABGE.

3. Auf der obigen Kugel (Fig. 2) sei Psl der durch s gehende
Meridian und A = AOl die geographische Linge dieses Meridians;
ferner sei K die Projektion des Punktes s auf die Aquatorebene und
(Fig. 1) n die gemeinsame Projektion der Punkie S und 1 auf den
Durchmesser AOB, so ist X InS = 45° also Sl —=nl =R sin A
Anderseils S1 = sK. Somit sK = R sin 4 und daher . 7s0K =2,
d. h.: die geographische Breite des Punktes s ist gleich dessen geo-
graphischer Linge. Wir erhalten daher von der Vivianischen Orts-
kurve der Punkle s und s’ auch folgende Erzeugung: Auf der kugel-
formigen Erdoberfliche bewege sich ein Reisender vom Ausgangspunkte
A der geographischen Lingen auf dem Aequator so gegen den Pol P
hin, dass seine geographische Breite stets gleich seiner geographischen
Liinge sei, so beschreibt derselbe den Zweig AsP der Vivianischen
Kurve.  Zihlt man aber vom Diametralpunkt B von A aus die
Liingen im entgegengesetzten Sinne, so beschreibt ein Reisender, der
sich in analoger Weise von B aus zum Pole P bewegt, den zu AsP
symmetrischen Zweig Bs''P der Vivianischen Kurve.
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4. Ziehen wir in Fig. 2 die Gerade AK, so sind die Dreiecke
AOK und sOK kongruent, denn sie haben je zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel A gleich. Daher steht AK senkrecht zu
OK und der Ort des Punkles K ist der um QA als Durchmesser be-
schriebene Kreis. Die Projektlion des Zweiges AsuP der Vivianischen
Kurve auf die Ebene des Aquators ACB ist also der um AO als Durch-
messer beschriebene Halbkreis. Hieraus die gewdhnliche Erzeugungs-
weise der Vivianischen Kurve (Fig. 8) als Durchschnitt der Kugel-
fliche mit dem geraden Cylinder, dessen Basis der in der Aequator-
ebene der Kugel liegende um den Aequatorradius A O als Durchmesser
beschricbene Kreis ist. Bezeichnen wir mit H die Mitte der Strecke
AO, so geht durch H die Axe HL dieses Cylinders, und wir wollen
diesen Cylinder, im Gegensalze zu dem in § 1 belrachtelen Cylinder
O, den Cylinder H nennen.

5. Die Kurve ADB auf der Cylinderfliche O (Fig. 1) ist die
Hilfte einer Ellipse, deren halben Axen respeklive R ¢/2 und R sind.
Der Brennpunkt dieser Ellipse liegt auf der dem Cylinder eingeschriebenen
Kugelfliche in Fig. 2 und ist die Mitte des Quadranten PC. Nun ist
Sl=nl (Fig.1); wird daher die Cylinderfliche abgewickell, so geht
die Kurve ADB in eine Sinusoide iber. Fir die Fliche des be-
trachteten Cylinderhufes ADB erhalten wir somit

T 7T
fB sin A.R.dlzRg.(—cos}.) = 2R? wie oben in § 1.
-5 0

6. Nehmen wir A zum Ursprung rechiwinkliger Koordinaten,
die Aquatorebene ACB zur x, y Ebene und legen die posilive x Axe
durch O (Fig. 8), so ist die Gleichung der Kugelfliche x2 — 2R x -
-} y?-}-22=0, und die Gleichung des in § 4 genannten Cylinders H
x> —Rx-4-y*=0. Durch die Vivianische Kurve geht daher das
Biischel von Rotationsflichen zweiten Grades
(14+K)x* — (2 +K) Bx 4 (1K) y? 22 =0,

wo k eine willkiirliche Konstante. Die Aquatorkreise dieser Flichen
liegen in der x, y Ebene und beriihren einander im Punkle A, die
Mittelpunkte erfiilllen die x Axe und die Rolalionsaxen sind der
z Axe parallel. Da alle Buscheiflichen durch die Vivianische Kurve
gehen, so gehen die in die z, x Ebene fallenden Meridiane dieser
Flichen durch die Pole P und P’ der gegebenen Kugel und beriihren
einander im Punkle A.
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Wenn Kk posiliv, so ist die betreffende Biischelftiche ein ver-
lingertes Rotationsellipsoid und simtliche Meridiane der Fliche haben
dann anf der Rotationsaxe ein gemeinsames Paar reeller Brennpunkte.
Die Abscisse des Mittelpunkles M des Ellipsoides und zugleich der

" 2-+k R
Radius AM des Aquators ist « = 1—|—ik o g A= % - 1—‘1F—k : —2—,
; ; 2
und die halbe Rotationsaxe ist y = —i: . E Wenn Kk von o an
, Vidk 2
ins positiv Unendliche wichst, so nimmt « von R bis —g— ab. Die

Aquatorkreise dieser verlingerten Rotationsellipsoide bestehen also in
dem von den Aquatorkreisen ACB und AKO der Kugel und des Cy-
linders H erzeugten Biischel sich in A beriihrender Kreise aus den-
jenigen Kreisen, die den Raum zwischen jenen zwel Grundkreisen
erfiillen, oder deren Mittelpunkte die Strecke OH erfiillen. Wihrend

- : . R .
die halbe Kkieine Axe « der Meridianellipsen von R bis 5 abnimmt,

wichst die halbe grosse Axe y von R bis oco. Die Distanz der Brenn-
punkle von der Aquatorebene nimmt also von 0 bis oo zu und es
wird somit ein Ellipsoid geben, wo die Brennpunkte auf der Kugel-
fliche liegen. Bestimmen wir dieses Ellipsoid:

Wenn F ein Brennpunkt . dieses speziellen Ellipsoides, so ist
AM = ¢, AF =y und das rechiwinklige Dreieck AFDB giebl y* = 2R,

k)? 2 2-+k
d. h. itk R == 24k R2 woraus 2} k=—4 oder k==2. Das be-

14k 4 14k |
treffende Ellipsoid ist also 8x*—4 Rx-4 8y%2--22==0, und hier ist
{ 2R ; ' :
o === »%R—, y =——— Wenn also M der Mittelpunkt dieses Ellipsoides,
3 \/ 3
1
so ist AM = % AO =g AB, und die Brennpunkte F und F’ desselben

sind die Punkte, wo die in M in der Ebene APB zu AB errichtete
Senkrechte den Kugelmeridian APB (rifft. Ein beliebiger Meridian
dieses speziellen Rolationsellipsoides treffe die Kugelfliche O und
somit die Vivianische Kurve im Punkte s, so besteht fiir die Sehnen
Fs und F’s die Relation Fs - F's=2AF oder Fs—f—F’s_—_Véf%.

Der Strahl AF {treffe die Gerade OP in f und der Strahl BF
treffe die in A an den Kreis APB gelegle Tangente in q (Fig. 3), so
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hat man MNP = AN — 5 und MF = MB = 5 Somit
Of = Aq, und zwar Of=Aq=§—M F = %\/AM. MB =

3 2R 4R o

5 \/ 5 5 Ry/2, oder Of =Aq=AP

Bestimmt man also auf dem Meridian APB der Kugelfliiche O
die beiden Punkte F wnd I’ derart, dass man durch den Punkt M
auf AB, wo AF :—é— AB, zu AB eine Senkrechte zieht, welche
jenen Meridian tn F und F' trifft. oder dass man auf OP die Strecken
Of
of’
APB in F und F' wieder treffen, oder dass man auf der in A an den

} = AP macht und die Strahlen A fund A[’ zieht, welche den Kreis

;22 : A
Meridian APB gelegten Tangente die Strecken Ag’ } = AP macht und

die Strahlen Bq und Bq' zieht. welche den Kreis APB wieder in F
und 1" treffen. so wird, wenn man in F und F' die Enden eines
undehnbaren Fadens befestigt, dessen Lénge gleich der gebrochenen
Linie FAF' ist. ein Stift s, der diesen Faden stets zu einer ge-
brochenen Geraden Fs - F's spannt., auf der Kugelfliche 0 die
Vivianische Kurve beschreiben.

Wir kinnen daher F und F' die Brennpunkte der Vivianischen
Kurve nennen.,

7. Da Of=Aq, so ist die Gerade qf parallel zu AB und das
Dreieck qFf ist zu BF A ihnlich und liegt zu diesem perspektivisch

1
mit dem perspektivischen Zentrum F und da qf=? BA, so ist das

Ahnlichkeitsverhiltnis —;— Der Strahl OF geht daher durch die Mitle

von qf, d. h. durch den Punkt L, wo qf die Axe HL des Cylinders

E] FO, d. h. LF = % R. Beschreiben

H schneidet, und es ist LF = 5

: : . R
wir daher um L als Mittelpunkt eine Kugel mil dem Radius 5 S0

beriihrt diese Kugel die gegebene Kugel O im Punkte F und ist zu-
gleich dem Cylinder H eingeschrieben.
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Wir erhalten so den Satz von d’Arrest: Ist eine Kugel O ge-
geben, und beschreiben wir einen geraden Cylinder, dessen Basis in der
Aequatorebene ACB der Kugel der wm den Radius AO dieses Aequa-
tors als Durchmesser beschrichene Kreis AKO ist und konstruieren
endlich die beiden Kugeln, die dem Cylinder ewngeschrieben sind wnd
die zugleich die gegebene Kugel O von aussen beriihren, so sind die
Beriihrungspunkte F und F' jener beiden Kugeln mit der Kugel O
die Brennpunkte der Vivianischen Kurve, die durch die Schnittlinie
des Cylinders mit der Kugelfliche O gebildet wird.

Fir die Mittelpunkte L und L’ jener beiden Kugeln hat man

ﬂi", ::R\/g_—:. AP. Die Punkte L und L’ sind auch bestimmt als

Schnittpunkte der Cylinderaxe mit dem zum Kreise APB konzentrischen

Kreise vom Radius

5 Wenn { und ¢ die Berihrungspunkte der

Kugel L mit den in der Ebene APB liegenden Erzeugenden OP und
Aq des Cylinders, so liegen die Punkte A, F, f und B, F, q je in
einer Geraden.

8. Fiir k =— 2 geht die Biischelfliche des § 4 in den recht-
winkligen Rotationskegel x2®-}-y®=—1z? {iiber, dessen Spitze A und
dessen Axe die z Axe ist. Die Vivianische Kurve ist daher auch die
Schnittlinie einer Kugelfliche mit einem rechtwinkligen Rotationskegel,
dessen Spitze ein Punkt A der Kugel wund dessen Axe eine Tangente
der Kugelfliche im Punkte A ist.

Fiir x =R erhalten wir aus der Gleichung dieses Kegels die
stereographische Projektion der Vivianischen Kurve fiir den Pol A
22 — y?=R2% Diese Projektion ist also in der Meridianebene PCP’
der Kugel die rechtwinklige Hyperbel, die zu Scheiteln die Punkte P
und P’ hat. Seien f und f' die Brennpunkle dieser Hyperbel, so ist

2R 4R

Of=R\/ 2. Anderseits MF2 =AM .MB = s L

MF:-,?T R\ 2. Somit MF = %-Of. Der Strahl AF trifft also OP

im Brennpunkt f der Hyperbel. Nimmmt man also vom Punkte A der
Kugel aus die stereographische Projektion der Vivianischen Kurve,
so gehen die Brennpunkte F und F' dieser Kurve in die Brennpunfkte
[ und ' der gleichseitigen Hyperbel iiber, welche jene stereographische
Projektion bildet. |
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Sei AwB (Fig. 4) ein beliebiger durch den Durchmesser AB
gehender Hauptkreis der gegebenen Kugel, s ein auf demselben liegen-
der Punkt der Vivianischen Kurve, und seien u und v die stereogr.
Projektionen von s respektive von den Punklen A und B aus, so ist

Ou Bs Ov As ‘ —
0A — as W g = g5 2O Ou . Ov = R%. Wenn also

(u) die stereographische Projektion irgend einer sphirischen Kurve (s)
von einem Punkte A der Kugel aus und wir transformieren (u) mittelst
reciproker Radien in Bezug auf den Grosskreis der Kugel, dessen
sphérisches Centrum A ist, als Grundkreis, so erhalten wir die stereo-
graphische Projektion (v) von (s) vom Diametralpunkte B von A aus.
Nun ist die Gleichung der Hyperbel z* — y? —= R? in Polarkoordinatlen
r? (cosp® —sin ¢*) == R% Die in Bezug auf den konzentrischen Grund-

cos ¢®—sin ¢?
RZ
R2 (Zz_yz)
x* -y
d. h. (z24y®*>=R*(z2—y?). Die stereographische Projektion der
Vivianischen Kurve vom Diametralpunkte B won A aus st also die
Lemniskate, deren Scheitel P und P’ sind. Seien g und g’ zwei
Punkte der z Axe in der Distanz -+ ¢ vom Mittelpunkt O, so hat
man fiir die Radien Vektoren ¢ und g, die von diesen Punkien nach
einem Punkte (z, y) der Kurve gehen, o> =y%} (z— ¢)% o2 =y*+
(z 4 c)?, also %¢'? = (22 - y?)* —2¢? (22 — y») - ¢, d. h. zufolge
der Kurvengleichung. ¢?¢’?*=(R*—2¢?% (z*—y®) 4 ¢*. Wenn also
i .
Ve
auf der Hauptaxe PP’ — 2R der Kurve, wo die von diesen Punkien
nach einem variabeln Punkte der Kurve gehenden Radien Vektoren
o und ¢’ ein konstantes Produkt bilden, sind die Brennpunkte der
Lemniskate. Die Distanz dieser Punkte vom Zentrum O der Kurve

R
Ve
beiden Punkte f und g sind also einander in Bezug auf den Kreis
vom Durchmesser PP’ harmonisch zugeordnet und somit sind g und
f die stereographischen Projektionen von den Diametralpunkten B
und A aus eines nimlichen Punktes F der Kugelfliche. Oder da

kreis von Radius R transformierte Gleichung ist r? = R*.

)

oder wieder in rechiwinkligen Koordinaten z%-y% =

, s0 kommt go’ = ¢? Diese zwei festen Punkte g und g’

C ==

ist also O0g = Nun war Of=R\/2, also Of.0g=R% Die
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2

Strahl BF schneidet also OP im Brennpunkt g der Lemniskate, w. z. z.

Nimmt man also von den Endpunkten A und B des Kugel-
durchmessers A B aus die stereographischen Projektionen der Vivianischen
Kurve, so sind dieselben respektive eine rechtwinkltge Hyperbel mit den
Scheiteln P und P' und eine Lemniskate mit den Scheiteln P und P’.
Die Brennpunkte dieser bziden Kurven sind die stereographisehen Pro-
jektionen eines namlichen Punktenpaares F, F' der Kugelfliche und F,
F’ sind hinwieder die Brennpunkte der Vivianischen Kurve.

ng\/l—%, so ist (Fig. 8) Og=i Aq; der Strahl Bq, d. h. der
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