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-gliedern sich im Wesentlichen gleicharlig, nur lassen sich bei der
einen Definilion diese Eigenschaften, bei der andern jene leichter
aus der Grundgleichung ableiten. Im ganzen soll der historische Gang
moglichst innegehalten werden.

Endlich sei der Vollstindigkeit halber noch bemerkt, dass sich
-bei einzelnen Arbeiten tiber die Bernoullischen Zahlen hie und da eknige
Bemerkungen iber die Bernoullische Funktion finden. Am Schlusse
dieser Arbeit findet sich deshalb ein Verzeichnis simtlicher benutzter
Quellen und Werke.

Die dieser Arbeil beigefiigten Tabellen und Kurven wurden
~selbst berechnet und dargestelit.

. Die Bernoullische Funktion nach J. Raabe.

§ 1. Herleitung der Definition.

Wie schon in der Einleilung erwihnt, gelangt Raabe auf diese

Funktion bei der Entwicklung vonzxm in eine Potenzreihe unter
Anwendung des binomischen Satzes. Der Weg der Herleitung ver-
mitlelst Summation von Differenzreihen ist so ausgedehnt, dass hier
auf eine Wiedergabe desselben verzichlel werden muss, da dies den
Bahmen der vorliegenden Arbeit weit liberschreilen wiirde, umfasst
die Ableitung dieser Definition in Raabes erster Schrift ja nicht weniger
als dreizehn Druckseiten; zudem ist die Herleilung ziemlich einfach
und bietet durchaus keine Schwierigkeiten.$)
Raabe definierl darin

m-1
Z 1. m 1 m m—1 1 m m—3
1 [ T . " . o .
(2) m-1 g “ 2 (1)81/ 4 \3) Pyt

1 m m—>5
..I_ F 5 B3 7 _— _{_ ...... ( [)
als die «Bernoullische Funktion.»

Aus dem Grunde, dass der Funklionsexponent m nicht in der
ganzen Allgemeinheil einer absoluten Variabelen auftritt, hat Raabe
denselben in der Bezeichnung der Bernoullischen Funktion unbeachtet
gelassen. Da sich eine Verschiedenheil der Bernoullischen Funktion
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mil geradem und ungeradem Exponenten ergibt, so bezeichnel er die
Bernoullische Funktion mit geradem Exponenten 2m durch B''(z)
und diejenige mil ungeradem Exponenten (2 m+1) durch B'(z), wobei
m — ganz und positiv, weshalb sich folgende zwei Definilions-
gleichungen ergeben

utich] 2 /2m |
Z 1 oy 1 (el 2m—1 1 2m—3
B0 = 2111—]—1#“?Z +—2"<1)BZ "_"4:_"(3)1324

(_1)’1‘— - 2m
..... 4 <2m_1>Bm.z. (2)

2m
A2 2m--1
rooy & 1 omys
B =5nts —3? +2( 1 )Blz
2m--1 — (_1)‘“—1 2m-}1
e, 22 £m 2
4( 3 )BZ‘ t + (Zm—l B2 (3)

Aus diesen beiden Hauplgleichungen ist ersichtlich, dass nach
Raabe auf der rechten Seite kein von der Variabelen freier Term
vorkommen darf, eine Beslimmung, welche, wie wir sehen werden,
die so definierte Bernoullische Funktion zu wenig allgemein macht.

Bedeulend rascher gelangt Raabe in seiner zweiten Arbeil zu
der nimlichen Definitionsgleichung. Ausgangspunkl dieser Herleilung

ist die bekannte Beziehung
k=oo

{9 2 smkkx'
k=1

Dieser Ausdruck wird mehrmals nacheinander mit dx multipliziert
und zwischen den Grenzen 0 und X integriert; so entstehen successive
die Bernoullischen Funktionen mit den Exponenten 2,3, 4,.......
namhch

k=oco
x2 . 22 1—coskx
1.2~ " -

und sei noch abkiirzend, wie gebriuchlich, bezeichnet
k:.zOO.
1 1 1 1 1 g
= — = L~ ininf. =S8
o km 1m + 2111 —} 3m + 4m+ m?
so werden

k=co

x2 Ecoskx
Ty =7 x —28, —l—2ku1 %




k=o0
= %* sink x
—=7r-———282x+22 _—
3! 2! -k
2m41 2m 2m—1 2m—3
S G— P M. | Y- TN - | . N T
(2m+-1)! (2m)! (2m—1)! 4(2m—3)!
k=oco :
i1 x? m mp1 N sinkx
+=2(=—1) SZm—Zs_!-+2(—1) S, 32 (—1)"F k2‘1 T ()
2m--2 2m-+4-1 2m 2m—2
X X X
— —_ B s S T
(2m--2)! 7 (2m--1)! 25, (2m)! T28, (2m—2)! +
k=00
X2 mi2 N cosKkx
~+2&4f%m§r+u—n“4%ww+ze4J+;%Emﬁ- 8)
Beide gelten fiir alle Werle von x=0 his x=2n; m darf gel1eln
von0,1,2,..... ; eine Ausnahme bildet nur m = 0; denn fiir diesen

Wert bleiben die Grenzwerte x =0 und X =27z ausgeschlossen.
Beriicksichtigen wir, dass

2
B =—=(©2m)! ——— 8§, ,

S : : (2m)! . (2m4-1)!
und multiplizieren wir () mit W qnd (3) mit n)Zm i
so werden
k=oco x 2m+-1
2(—1)" ! (2m)! sinkx ('27,)

1 /x 2m
(2=t = K2t 2m-1 ——?(27!:)
+?<JWGﬁ B +“ﬁ*amqﬁmﬂ'

k=00 ( . )2m+2

2(—1)"(2m+41)! Ecoskx__ 27 i ( )2m+1
(2ﬂ)8m+2 s k2m+2— 2m‘+2 T 9 \9g
1 /2m+1) x \°™ (—1)™ 1 2m+1) x \2
(0 )lan) = S (anen)o(a)
(—D"

T3 m--2 Batr

In diesen beiden letzten Gleichungen ersetzl Raabe (%) durch x und

fiihrt die Beziehungen (2) und (3) ein; dann werden



k=o0c0
9 (—1)" " 2 sin 2k 7z x
k=c0
2 (=" 2 cos2kmwx  (— 1)‘“
B, (X) - ( Zm-f-z (2 +1)! y 2n1+2 2m+2 m-{-l (5)
k=

Durch nbmn Substitution hat sich aber das Giilligkeilsgebiet
verkleinert; die Beziehungen (4) und (5) gelten nur noch fir 0 <x<{1,
inklusive Grenzen, wenn der Fall m = 0 ausgeschlossen wird.

Aus diesen ziemlich komplizierten Formeln leitet Raabe die
Mehrzahl der Eigenschaflen der Bernoullischen Funktion ab, weshalb
seine Ableilungen oft etwas lang und umstindlich werden.

Da wir zu spilern Vergleichungen noch die Bernoullische Funktion
mit dem Exponenten (2m —1) nolig haben, so geben wir Raabes
Definitionsformel fiir dieselbe, nimlich

Féan Zii__l_,‘hn—i L(Zm_—l L2m—2
B =gr—57  +g5( , B Eoeen
(=) 2m—1) PR
"""" + 2m—2 \2m—3 By_y%. (6)

§ 2. Die Derivierten der Bernoullischen.Funktion.
A. Die einfachen Differentialquotienten.

Wir konnen dieselben aus den Definitionsgleichungen (2) und
(3), oder viel einfacher aus (4) und (5) auf folgende Weise finden:
1. Fiir die ungerade Bernoullische Funktion wird nach (2)

J _, 2m+2 ,2mt : 2m
3z 0 W=7 2m+f2” —(2m+1)5
1 21Tl+1 2m—1
—2— ( 1 ) B12 m., z = "I— """
(—1)™ ! /2m-1
...... +—2m (2ni-—1 B 2z

2mt1 1

f z ,2m ! 2m 2m—1
(2m—}—1| ) — gt —{——é— 1 B,z

1/2m\ o (—n®~t/ 2m
T(3)-B2Z ot e emt Bm‘}

%B'(z):(z m--1) B/ (2). oy
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2. Fir die gerade Bernoullische Funktion bedienen wir uns der
Formel (3); es wird

6 7 2m 2m L2m—1 1 2m ’ 2m--2
B @=r" ———u -{——zf | ) Bi2m—1)z

1 /2m —_ (—1)™ 2/ 2m
i, ( —3) 5 S— e e i A 2
4 (% )32‘2"‘ e +on—2 \em—3) Bu?

(—1)™ 1/ 2m .
+ 2m 2m—1 i

2m
Z 1 9m—1 1 2m—1 2m—
—2mj-—— = 2*" -}-—2—< 2,

2m 2 1
1 2m—1 ’m—-4 (_1)111—2 2m—1 2‘
_T( 8 ) L T 2m—3) B2 i
+ (‘””l)m—l Bm
-éa—ZB”(z)—_— 2m. B+ (—1D"'B_. (8)

Es tritt hier eine Komplikation durch Hinzulritt einer Bernoullischen

Zahl auf. ,
Noch einfacher ergeben sich dieselben Formeln aus (4) und (5),

wie ersichllich isl aus

_ . k=00
0 2(—1)" (2 m-}-1)! sin 2k 7z 7
—B'(@)= 5 — 2k ———
P 7 (2 n‘)_m+2 P kZ m-4-2
k=oco
_2(—1""@em)! @uw41) sin 2Kk 7z
(2P T Im
d
5——B’(z) (2m--1) B"'(z). (7)
Analog wird
k=oco
9 g(—1)"* (2m)! 2 cos 2k 2
—B'(z)= 2k 7 - —
ox ( ) (2 Iv)2m-|—1 o k2m+1
_2(=1 _1(21n—1)‘2m2 cos 2k szz
(2 )2m | k2m T 2m
Ziehen wir die Formeln (5) und (6) in Betracht, so wird dieses zu
0 -
—B"(z)=2m."B(z)}(—1)" " B_. (8)

0z
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B. Die wiederholten Differentialquotienten.

Da Raabe den Exponenlten der Funktion nicht, oder nur un-
geniigend andeutet, so lassen sich die wiederhollen Ableitungen nicht
direkt durch die Bernoullische Funktion, wohl aber duarch (rigono-
melrische Summenformeln darstellen; wire bei dem Funktionszeichen
der Exponent bericksichligt worden, so konnten die Derivierlen mit
Leichtigkeit angegeben werden.

Durch successives Differenzieren der Beziehungen (4) und (5)
gelangen wir zu folgenden einfachen Gleichungen, wenn man symbolisch
selzt :
' B, =2 r)® Ableitung von B

k=0c0

2(—1)"*"(2m)! 2 cos2k 7z
r = :
By (&)= (@)t i (Im—2r e (9)

k=0

__q\m+r | .
B’2r(z)= 2( 1) (2m+1). 2 cos2k z (10)

(2”)2m—2r+2 — k2m-2r+2

C. FEinfache Integralformeln.

Aus den Gleichungen (7) und (8) resuitieren durch Multiplikation
mit dz und Integration zwischen den Grenzen 0 und z

s B(2)
fB (z)dz= | und (11)
1Y)

b dy B@ (=D B
bf B(z)dz= T + om & (12)

Fihren wir dieselben Operalionen an den Formeln (4) und (5)
aus, so erhallen wir zwei weilere Inlegralformeln einfachster Art, wenn
als obere Grenze z-——=1 gewihlt wird; denn es werden

. 2( 1)‘““(2m)1k=m T
(B”(Z)dz: FE 2 2m+1fsin2knzdz.
¥ () e L
1 k=00 1
1™ !
B’(z)dz:—_—-z( D (?m-{—l). 2 = cos 2k zwzdz
(2ﬂ)2m+2 K2mte
, k=1 g

1
(—Dn~
Smi2 Bm+1fdz.

Bern. Mitteil. 1900. No. 1479.
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1 1
Nun ist fsiannzdz: fcos2kn:zdz=0, somit

0

: 1 " ! (___1)m—1 |
B (Z)d& =0 (13) und J B (Z) dz =mBm+1. (14)

0

§ 3. Die Bernoullische Funktion mit inversem
und mit negativem Argument.

Raabe widmet diesen beiden Betrachtungen nur wenig Aufmerksam-
keit; doch sind die Grundformeln schen bei ihm wie folgl hergeleitet.
Er erhoht in Formel (25) seiner so langen Ableitung der Definitions-
formel®), d. h., in

m m-1 m m m—1 m—1
(14a)" —ma ~—a —]—(1> {(1—{—3) —a }al

m
2

+ ( >{(1+a)m—2_am—2} tyfr e 4 (miz) [ —etl o,
m
+ (m——1) ‘(1"‘3)”‘3} a, ;=20

m um die Einheit und beachtet die bekannten Ergebnisse (26) und
(29) seiner Schrift und die Definitionsgleichung der Bernoullischen
Funktion, wonach

1 h—1
=5 gy =0 0y, = (—1)" "B,
wobei h geht von 1 bis oo, so resultiert die Gleichheit
B(14-z) — B(z) ==z". (15)

Ersetzen wir in der urspringlichen Formel (1) z durch (—z),
so wird :

. _(—Z)m+1 _-}_ | m. J__(ﬂl) L m—1
B—)="g 5% T35()Bt
1 /M m—3 ‘
.__4_(2)]}2(—-2) 4+ — e
m-}-1
OB =—gqm —et T X



— 11 —

gL 1

b= — (] )B

O=m1 T 2" T\
e B.z _l_-—- ......
L \2)>

B(z) 4 (—1)™B (—z) =— 1™ (16)

Spezialisieren wir diese lelzte Beziehung auf die gerade und
ungerade Bernoullische Funktion, so erhalten wir

B'(—2z)=—B"(z) —z’™ und B (—z)=DB'() 42" (16%

Addieren wir die Formeln (15) und (16), so erkennen wir, dass

B (1}2) 4 (—1)® B (—z) = 0. | (i7)

Aus der lelzten Gleichung ergeben sich zwei Beziehungen, die uns

iiber die geraden und ungeraden Bernoullischen Funkiionen nihern

Aufschluss geben. Je nachdem m gerade oder ungerade, wird, wenn
wir vorher z durch (—z) erselzen,

B(1—z) 4 (—1)" B(z) = 0. (179)
B"'(1—z) =— B''(z); B'(1—z)=-=B'(2). (17)

Fir z=0 folgt aus (15) B(1) = B(0), und da laut Definitionsgleichung
B(0) =0, so wird

B(0) = B(1) = 0. (17¢)

1
Ist der Exponent gerade und z=—-2—, so enlsteht nach (17%)

1 71
|l 2 Y prr
B (2)_ B (2)

und dies kann nur Null sein; somit ist

1
B(O)=B(—2-)=B(1)=O. (1749)
Es sind dies alles Resultate, die uns bei der Diskussion der
Bernoullischen Funktion gute Dienste leisten werden.

Spiter %) leitet Raabe dieselben Eigenschaften aus unsern Formeln
(4) und (5) ab. Er ersetzt in (4) z durch (1—z); dann wird

k=occ
ey 2(—=D"(2m)! sin 2k 7z(1—z)
B"(1—z)= (2ﬁ)2m+1 2 2mt ’
k=1

Da aber sin2k 7 (1—z)=-—sin2k =z, so wird
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k=occ
—9(—1)"t! ! i
B'(1—2) = 2((2 1;2n]+(12m). 2 j‘l‘ng?gj—z T
7T k=1
' B(1--2) = —B"/(2).") (17Y)
Desgleichen wird , o
k=oco
¢ =n" _2(=D"@m+1)! N cos 2k 7 (1—2)
B(l Z)+ +2 m-[-l (2 )2m+2 kél k2m|—2
Da cos2kz(1-—2z)=cos2ksrz, folgl
k=co
(— 1) __2(=1)"2m4-1)! 2 cos2ksrz
B'(1—z) 4+ = ZRerr
( ) }_2 (2 )2m+2 | k2m+2
_-B’(z)—{—( 1) B, somit
B'(1—z) == B’(z). 11) (17°)

Dass die Funktion B(z) bei der Annahme eines ganzen, positivén

Exponenten m die Summe der m™ Polenzen aller Zahlen 1 his (z—1)
darstelll, kann nun gestitzt auf die schon gefundenen Beziehungen
leicht gezeigl werden. Zum ersten Mal sind solche Reihensummierungen
von Jakob Bernoulli allgemein gelost worden, der in seinem fiir die
Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung so wichtigen Werke «ars
conjectandi» 1713 mit Hiilfe der von ihm eingefiihrten Bernoullischen
Zahlen, von denen er die 5 ersten berechnet'?), solche Summierungen
vornimmt. Vor ihm haben verschiedene Mathematiker wohl spezielle
Potenzreihen summiert; der Englinder Wallis summierte die vierten,
finften und sechsten Potenzen'®); auch Faulhaber fiihrte in seiner
«academia algébrae» 1631 solche Operationen aus'!); aber Jakob
Bernoulli*®) gebiihrt das Verdienst, diese Aufgabe allgemein gelost zu
haben.

Ganz einfach lisst sich diese Aufgabe durch Anwendung der
Bernoullischen Funktion ausfiihren. Wir gehen von Formel (15) aus,
erhohen successive das Argument z je um die Einheit und erhalten,
wenn wir schliesslich alle diese Gleichungen addieren und z um K
Einheiten fortschreitet,

B(k-}z)=B(z) |2z} (1+z)‘“,+ Q42"+ -+ k— 14z)™. (18)
Daraus geht fir z==0. die gewiinschle Summationsformel .von
Jakob Bernoulli hervor, nimlich
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Bk)= 1" 2" 438" 4. ... + (k—1)". (182)
Eine weitere wichtige Formel ergibt sich aus (17%). Erselzen wir
darin z der Reihe nach durch i, gf, j—, ¢
n n n
alle diese Gleichungen und dividieren, da jedes Glied doppell auftritt,
durch 2, so folgt fiir die gerade Bernoullische Funktion

B,,(%)JFB,,(_?T%_B,;(%%L ..... +B~(E_:_1):o. (a)

) ) . ) ) ) 1 2
Selzen wir weiler fir z wieder successive die Werle e

L , addieren dann

%,‘---7%—1— in (18) ein, so wird fiir die gerade Bernoullische
Funktion

1) i ) 1 2m 1 2m 1 >2m
r I Rl S o V2 i Rl Nl =
(k)= (34 (5) () 04

:
(ot )= () (2 (4 2) ()
(et )= () + () (e ) e ()

— — e — — — — ——— e o— o —— c— — — e e e ——

n
_I_(2+nn1)2m_{_ ..... +(k—.1+€_)2m
B (k) = (O (1 2) "2+ 2)”
oo (k2 1)

Addieren wir alle diese Gleichungen, so liefert die erste Kolonne
der rechten Seite gemiss (a) Null; simltliche iibrigen Potenzen mit
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1 2m 2m
dem Exponenten (2m), also von (—n—) bis zu (k——2—}—%> lassen

1
sich gestiitzt auf (182) darstellen durch e B’/ (nk); deshalb wird

B”(k)—[—-B” (k _I—%_) _l_BH (k +_§_>+ ...... +B” (k +I'I—E_1‘)
1
, = B"'(nk). (19)
Raabe weist dann nach, dass diese Formel gilt fir k = beliebig

rational gebrochen und positiv, dann fir alle irrationalen positiven
Werle von Kk, schliesslich zeigt er, dass dieselbe auch fir negative
reelle Werte von k die Giiltigkeit nicht verliert.1?)

Um den entsprechenden Satz fiir die ungerade Bernoullische
Funktion zu erhalten, verfihrt er wie folgt: Ausgehend von (7), wird

B’ (z) = (2m+-1) B"/(z). *¥)
¢
Er erselzt darin z durch (z -+ %), summiert beidseilig von k =0 bis

k=n—1 und erhilt unter Anwendung von (19)
kmn——l k=n——1

kZ:)B’l(z+§)=(2m+1)goB”('z +-fj—) =(2—?;ﬂ B” (nz).

Nach (7) ist aber auch B’ (nz) = (2m+-1) B""(nz), daher
k==n—1

1, e k
—l;zTB 1(HZ)=kZ=OB IKZ +—n—>'

Wird beidseitig mit dz multipliziert und in Beziehung auf z

"integriert, so folgt
k=n—1

By =§OB' (%) +m, @)

wo M als Inlegralionskonstante von z unabhingig ist. Um diese zu

bestimmen, setzen wir z=—0, dann wird
k=n—1

0=M—|—2B’ (%)

k=0

=[G () ()




Durch VYergleichung zweier fiir dasselbe bestimmte Integral ge-
fundener Ausdriicke, erhilt Raabe dann

p (L) +5(2) 12 oo 1w (")
n n n n
m—1
2m--2 2ot | Tm
Setzt er die erhallenen Werle in die vorhin erhaltene Formel (3)

ein, so wird

1 2 —1
O+ B (kL) 4B (o 2) b B (2
1 (—1)" "+ —1]
—— W B'(nz) — (2 m+2) n2m+1 Bm-l—l,

eine Formel, die gleich wie (19) fiir simtliche reelle Werte von z und
fir ganze und posilive Werle von n identisch Bestand hat.

(20)

Diese letzien zwei Beziehungen zeigen, wie schon Raabe andeutet,
eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Gauss’schen Fundamentalsatz in der
Theorie der Gamma-Funktion

(). I"(a _|__:l_) r<a + _:“i_) ....... I‘(a +H_El) | )

_na+_.'_1 —

= I'(na).n 2@m) ?

nur finden sich hier alles Produkte, wihrend bei der Bernoullischen
Funktion Summen auftreten.!?) Es wiire wahrscheinlich sehr interessant,

simtliche Analogien beider Funktionen herauszusuchen; doch wirde
uns das zu weil von unserem Thema wegleiten.

§ 4. Diskussion der Bernoullischen Funktion.

Raabe diskutiert seine aufgestellten Definitionsformeln in keiner
einer Arbeilen; doch miissen wir auf diese Frage auch bei dieser
Definition eintreten, damit wir spiter mit den andern vergleichen
konnen. Wir kommen am beslen zum Ziel, wenn wir bei den
Bernoullischen Funktionen mit niedrigen Exponenten anfangen und
allmdhlich zu denjenigen mit hohern fortschreilen.

Setzt man fiir m der Reihe nach 0, 1, 2, 3,...... , S0 erhalten
die acht ersten Bernoullischen Funktionen folgende Werle:



Bo(z) =z .
1
Bl(z)_:—z—z(z-—-l)
Bg(z):%'ﬁ——;—zz—l-—é—z
B3(2)2%74—-——%-Zg+—1—z2
1 . 1 1 /|
s e D e g — 73—
By(z) 52 2z—|—-3z 50
1 1 5 1
—_— 96 ___ _— 45 g4 2
Be)=gr—g7+t13 e’
1
R
Nl L2, T 4 T . L
b)=g @ —g ¢t "+t @™

- Fiir uns sind diejenigen Werte am wichtigsten, fiir welche z
innerhalb des Intervalles 0 und 1 liegt; fiir z ausserhalb nehmen die
Funktionen rasch grosse Werte an; auch kinnen diese Werte aus den
innerhalb dieses Intervalles liegenden berechnet werden. Die Tabelle I
am Schlusse dieser Arbeit gibt die Werlte der sechs ersten Bernoullischen
Funktionen fiir verschiedene z von — 3 bis - 4.

1. Bo(z) = z. Diese Funktion stellt somit eine Gerade dar, die
durch den Ursprung der Zahlenebene geht und den Winkel der
Koordinatenaxen halbiert, indem sie durch den ersten und dritten
Quadranten lauft.

1 ; , ; .
2. Bl(z):—z— z2 — —z. Am meisten interessieren uns die,

2
Maximal- und Minimalwerle der Funktion. Nach der bekannten Regel
aus der Theorie der Maxima und Minima entwickelter Funktionen er-

halten wir hier ein Minimum fiir z=—2m- Es ist leicht einzusehen
dass vonn z = 0 bis z = 5 diese Funktion fortwiahrend abnimmt und

1
negativ bleibl; der kleinste Werl muss somil Bl(u«)_—_% sein.
\

Yon z = 5 bis z=1 beginnt die Funktion fortwihrend grosser zu

-

werden, um fiir z=1 den Nullwert zu erreichen, von wo an die
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- Funktion weiter zunimmt. Der Anblick der Gleichung sagt uns iiber-
haupt sofort, dass diese Funktion eine Parabel darstellt, die durch den
Ursprung gehl.

1 1L 1 . _ "
3. By = 5 z8 — 5 2} e Wir erhalten ein Minimum fiir

1 L & g . 2 1 I &0 -
=5 + 5 \/3 und ein Maximum fir L= — \/3; zudem wird

diese Funktion fiir z=—:— zu 0; daher folgt:

: 1 . , : .
Zwischen z =20 bis 2=—5" ist diese Funktion stets positiv und

weisl ein Maximum auf bei z =%—%\/§; im Intervall von z -_:—;—.
bis z=1 ist dieselbe negativ mit dem berechneten Minimum bei
f= —;— —}—% \/_3— Wie wir spiler sehen werden, stelll diese Gleichubg
eine Parabel hoherer Ordnung dar.

4. Bs _—=% 24 — -;— 28 4+ %T z2. Die Rechnung ergibt zwei

Minima, bei z=—=0 und z=1 und ein Maximum bei ZZ"Q”' Diese

Funktion ist im ganzen Zwischenraum von O bis T positiv und besitzt
eine Maximalstelle fir z = %, wofiir Bs (%) ::6—14—wird. Es slellt
dieselbe wieder eine Parabel hoherer Ordnung dar; diese geht durch
den Nullpunkt, der aber Kkein Doppelpunkt ist; gleichwohl ist die
Abszissenaxe Doppellangente; sie berihrt in z=—=0 und z = 1.

Bei der Diskussion der hohern Bernoullischen Funktionen konnen
wir nicht mehr analog verfahren, da wir auf Gleichungen vierten und
noch hohern Grades gelangen; wir begniigen uns hier mit der
graphischen Darstellung der zwei folgenden, hiohern Bernoullischen
Funktionen. Bei einer spiter zu untersuchenden Definition der Ber-
noullischen Funktion werden wir einen ausreichenden Weg der Dis-

kussion der hohern Bernoullischen Funktionen kennen lernen.??)

§ 5. Entwicklung der Bernoullischen Funktion in {rig. Reihen.

Schon bei der Ableitung der Definitionsgleichung gelangte Raabe
zu Reihen, welche die Bernoullischen Funktionen darstellen, ebenso
Bern. Mitteil. 1900. 1480.



— 18 —

bei der Herleitung der Differentialquotienten. Wir verweisen hier nur
auf die diesbeziiglichen Formeln (4), (5), (9) und (10). Dieselben
zeigen viel Abnlichkeit mit den Reihenentwicklungen der iibrigen
Definitionen der Bernoullischen Funktion.

§ 6. Die Bernoullische Funktion als bestimmtes Integral.

Es handell sich nicht darum, eine erschipfende Darstellung aller
Integrale der Bernoullischen Funktion zu geben; wir wihlen nur die
zuom Vergleich mit den andern Definitionen wichtigen.

Durch Multiplikation mit cos2rmzzdz, resp. sin2rmzzdz und
Integration zwischen den Grenzen 0 und 1 entstehen aus den Formeln
(9) und (10) unter der Vorausselzung, dass r und k ganze Zahlen
seien, die vier leicht herzuleilenden Formeln.?!)

1 =
[B”(z)cos‘arnzdz:& (21)
s _

1 m—1

. (—1)" " r@em41)

B (2)sin2rzrzdz = - 22)
6[‘ ( (2 - I‘)2 m+1 (

1
fB' (z)sin2rsrzdz=0. (23)
0 .

1 m

-1 -9\

fB'(z) cos 21wz dy = L= 1) ng‘ﬁj 4. (24)
. (27cr)y” 7" '

Multiplizieren wir (4) mit B”"(z)dz und integrieren zwischen 0
und 1, so folgt, da die Doppelsumme durch die verschwindenden
Integrale zur einfachen Summe wird,

1 B k:OO 1
; ( I 2“ -
anz(z) dz — _iilﬁlzﬁ —4%;@ rsm2 2Kkzredz.
‘ (2 7) kT
) 0

.1 .
Der Werl des Integrales rechts ist 5 somit
P s Sw 2 (2m)
” 22m)!° Y 1 2m)!?
2
B (z)dz = Imt2 e ks Spmge
J @) " - (27)"F +
Wird S4m+2 durch Bernoullische Zahlen ausgedriickt, so resulliert
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2 _ I'(2m—+-1) | -
J B0 = e T emt2) .. . anfg) Demir (9

Ebenso wird aus (5)

Y rm-}-2)
th@NL—@m+%@m+& ..... @m+@%ma

0

2m--2

Mit Zuziehung der Gammafunklion gelangt Raabe zu einer An-
zahl bestimmter Integrale, welche durch die Bernoullische Funktlon‘
dargestelll werden konnen.

oI {__El_ﬁtl__}z - (26)

o m-}-1 oo -
Bekanntlich 1st —%{H;—LI—Q — | e~ kuy2mdy, Setzen wir diesen
i
Wert in Formel (4) ein, so wird
_ k=oco
%(——l)erl(Qn)t“)m+1 B"(z) = f 2 e *sin2k -z | 0™ du.
0 k=1
. k=00 ,
Da aber E e 'sin2krz = — S_}_{:Qn‘ , 50 wird
- e }-e —2cos2mz
2
. i qum EVT AT By
e' e "—2cos2rz 2sin27z .

Ebenso wird

o0 __a—u 2m--1
f (cos2cz—e ")u du=%(—1)m(2n)2m+gB'(z)

e"J-e "—2cos27mz

0
1 @)™
V Ty 2m2
Durch partielle Integration findet Raabe eine weilere Anzahl von
bestimmten Integralen, ausgedriickt durch Bernoullische Zahlen oder
* Funktionen. Ebenso erhilt er noch andere kompliziertere Formeln,
wenn er die Summenformeln oder andere zweckmiissig gewihlie, mit
den Bernoullischen Funktionen in Beziehung stehende Ausdriicke in
Partialbriiche zerlegl. Alle diese Beziehungen erfordern aber eine
ziemlich umstindliche Herleilung.22)

(28)
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