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H. Renfer.

Die Definitionen

der

Bernoullischen Funktion

und Untersuchung der Frage,
welche von denselben fiir die Theorie die zutreffendste ist.

[Historisch-kritisch beleuchtet.]

Einleitung.

Die Vorgeschichle des hier zu behandelnden Gegenstlandes ist
ziemlich rasch erschopft, was schon aus der spirlichen Litteratur iiber
diese Funktion hervorgehen dirfte, sind es doch d&usserst wenige
Autoren, die sich mit einer speziellen Unlersuchung der Bernoullischen
Funktion befreundet haben.!) Weit grisser ist die Anzahl der Schriften
iiber die Bernoullischen Zahlen, auf deren Theorie sich diejenige der
Bernoullischen Funktion aufbant.®) Die vorliegende Arbeit selzt die
Kenntnis der Theorie der Bernoullischen Zahlen®) voraus, wenigstens
in Bezug auf ihre wichtigsten Eigenschaften und Beziehungen und
die gebriuchlichsten Rekursionsformeln. Wo es notig ist, wird jeweilen
auf die betreffende Litleratur verwiesen.

Eingefiihrt in die algebraische Analysis wurde die Bernoullische
Funktion von Professor Dr. J. L. Raabe in Zirich durch seine Arbeit
«Die Jakob Bernoullische Funktion», die im Jahre 1848 im Verlage
von Orell, Fissli & Cie. in Zirich erschien. Raabe gelangle gestiilzt
auf Reihensummierungen und mit Hiilfe der Bernoullischen Summen-
formel auf diese Funktion; gemiss letzterer Beziehung benannle er
dieselbe nach dem grossen Basler Mathematiker Jakob Bernoulli.*)

Als Beleg diene der Anfang des Vorworles der oben erwihnten Schrift:
Bern. Mitteil. 1900. ) -No. 1478.



- 9

«Bei der Suminalion der ohne Ende fortlaufenden Reihe
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an der dussersien Grenze ihrer Konvergenz, wobei m eine ganze und
posilive Zahl, Null mitbegriffen, vorstelll und a;, a,, a;...... a

endliche Konslanlen sind, wird man auf einen Ausdruck geliilirt, de?
die von Jakob Bernoulli eingefiihrten, nach ihm benannten Zahlen
impliziert, und welcher zur Summierung der Reihe mil dem allgemeinen
Gliede r™, wo r alle ganzen Zahlenwerle von 1 aufwirts gezihll an-
nehmen kann, von ihm benulzt worden ist. Diesen Ausdruck, in
seiner Allgemeinheil, nenne ich die «Jakob Bernoullische Funktion»
oder kiirzer die «Bernoullische Funktion»; und bezeichne solche,
gleich wie die Bernoullischen Zahlen, die sie enthall, durch B, B,
By wsens dargestellt zu werden pflegen, durch B (z), falls
z die allgemeine Grisse oder Variabele dieser Funktion isl.»

Im Jahre 1851 erschien eine zweile Abhandlung Raabes iiber
denselben Gegensland, belitell «Zuriickfihrung einiger Summen wund
bestimmten Integrale auf die Jakob Bernoullische Funktion.»® Durch
diese Arbeit wird seine friithere Schrift bedeutend erweitert und
erganzt.

Nach Raabe hat sich dann auch Dr. O. Schlimilch. Professor an
der polytechnischen Schule zu Dresden, einlisslich mit dieser Funktion
beschiftigt. Seine im Jahre 1856 in der Zeilschrift fir Mathematik
und Physik, Band I, Seite 193 u. ff. verdffentlichle Abhandlung « Ueber
die Bernoullische Funktion und deren Gebrauch bei der Entwickiung
halbkonvergenter Reihen» stellt die Bernoullische Funktion elegant als
Nullwert von Differentialquotienten dar. Diese Darstellung ist sehr
interessant; die Ausdriicke fir die Spezialwerte der verschieden hohen
Derivierten sind ziemlich einfach anzusehen, doch sind die Operationen,
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‘welche damit auszufihren sind, wie wir sehen werden, oft schwierig
und erfordern viel Zeit. Die Schlomilchsche Definition stimmt nicht
mit derjenigen von Raabe iiberein; doch ist die Beziehung zwischen
beiden sehr einfach aufzuslellen, was wir in einem spitern Abschnilt
dieser Arbeit darstellen werden. Eilwas erweitert findet sich die
vorhin erwibnte Abhandlung auch in Schlomilchs «Compendium der
hohern Analysis.» Braunschweig 1866, Seite 207 u. ff. des II. Bandus.

Wie aus den hinterlassenen Manuskripten von Professor Dr.L.Schlifl:
in Bern hervorgeht, hat sich auch dieser eingehend mit der Bernoullischen
Funktion beschifligt. Seine Definition slimmt mit den beiden vorher
erwihnten nicht tiberein; er kommt, allerdings auf ganz anderem Wege,
zu einer den friihern aber nahe verwandien Funktion, ndmlich als Zu-
sammenhang mit den Koeffizienlen einer Binomialenlwicklung. Das
Interessante seiner Definition ist, dass dieselbe aus der gleichen
Fundamentalbeziehung herstammt, wie die Definitionsgleichung der
Bernoullischen Zahlen. Immerhin ldsst sich seine Definition mit den
beiden vorhergehenden in-einfache Beziehungen bringen.

Schliesslich hat sich in den letzten Jahren noch der englische
Mathematiker Dr. J. W, L. Glaisher sehr eingehend mit dieser Funktion
befasst. Yon demselben exisiieren zwei in englischen mathematischen
Zeitschriften erschienene Abhandlungen tber diesen Gegenstand. Nach-
dem derselbe in seiner ersten Arbeil «On the Bernoullian Function,»®)
die allgemeine Theorie der Bernoullischen Funktion ausfiihrlich ent-
wickelt hatte, gab er in seiner zweilen Schrift «On the definite Inte-
grals connected with the Bernoullian Function»?) meist Integral-
darstellungen der Bernoullischen Funktion, wie es ja schon der Titel
sagt; es finden sich jedoch auf Seite 21 einzelne Spezialwerle dieser
Funktion, so dass die letzigenannte Schrift zu den vorliegenden Unter-
suchungen ebenfalls herbeigezogen werden musste.

Es handelt sich nun darum, nachzuweisen, welche dieser ver-
schiedenen Definilionen von Raabe, Schlomilch, Schlifli und Glaisher,
und letzterer hat selbst wieder von einander abweichende aufgestelit,
fir die Theorie die zutreffendste ist. Um diese Frage enlscheiden
zu konnen, miissen wir uns vorerst mit den einzelnen Definilionen ver-
traut machen. Wir betrachten daher der Reihe nach die verschiedenen
Definitionen, miglichst erschipfend und mit Weglassung alles Neben-
sichlichen. Gestitzt auf diese Betrachtungen treffen wir dann unsere
Folgerungen und den Entscheid der Frage. Die einzelnen Abschnitle
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-gliedern sich im Wesentlichen gleicharlig, nur lassen sich bei der
einen Definilion diese Eigenschaften, bei der andern jene leichter
aus der Grundgleichung ableiten. Im ganzen soll der historische Gang
moglichst innegehalten werden.

Endlich sei der Vollstindigkeit halber noch bemerkt, dass sich
-bei einzelnen Arbeiten tiber die Bernoullischen Zahlen hie und da eknige
Bemerkungen iber die Bernoullische Funktion finden. Am Schlusse
dieser Arbeit findet sich deshalb ein Verzeichnis simtlicher benutzter
Quellen und Werke.

Die dieser Arbeil beigefiigten Tabellen und Kurven wurden
~selbst berechnet und dargestelit.

. Die Bernoullische Funktion nach J. Raabe.

§ 1. Herleitung der Definition.

Wie schon in der Einleilung erwihnt, gelangt Raabe auf diese

Funktion bei der Entwicklung vonzxm in eine Potenzreihe unter
Anwendung des binomischen Satzes. Der Weg der Herleitung ver-
mitlelst Summation von Differenzreihen ist so ausgedehnt, dass hier
auf eine Wiedergabe desselben verzichlel werden muss, da dies den
Bahmen der vorliegenden Arbeit weit liberschreilen wiirde, umfasst
die Ableitung dieser Definition in Raabes erster Schrift ja nicht weniger
als dreizehn Druckseiten; zudem ist die Herleilung ziemlich einfach
und bietet durchaus keine Schwierigkeiten.$)
Raabe definierl darin

m-1
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1 [ T . " . o .
(2) m-1 g “ 2 (1)81/ 4 \3) Pyt

1 m m—>5
..I_ F 5 B3 7 _— _{_ ...... ( [)
als die «Bernoullische Funktion.»

Aus dem Grunde, dass der Funklionsexponent m nicht in der
ganzen Allgemeinheil einer absoluten Variabelen auftritt, hat Raabe
denselben in der Bezeichnung der Bernoullischen Funktion unbeachtet
gelassen. Da sich eine Verschiedenheil der Bernoullischen Funktion
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