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Anmerkungen.

I~ Wihrend der Drucklegung vorliegender Arbeit erschien in den «Mit-
teilungen» der naturforschenden Gesellschaft in Bern 1900, von J. H. Graf heraus-
gegeben, und mit Noten versehen, ein Brief L. Schliflis an einen Freund, betitelt
« Praktische Integration.» Derselbe wurde veranlasst durch Fragen des Freundes
iiber die Richtigkeit verschiedener Resultate von J. L. Raabes Differential- und Inte-
gralrechnung, Band I, 1839. In dieser Abhandlung gibt Schldfli Beziehungen, die
sehr grosse Ahnlichkeit zeigen mit seinen spiter aufgestellten Relationen der
Bernoullischen Funktionen. Stammt dieser Brief wirklich aus dem Jahre 1840,
was nach den vorliegenden Untersuchungen von J. H. Graf als bewiesen anzu-
nehmen ist, so st Schldfli, zwar ohne den Namen der Fumktion zu nennen,
schon vor J. Raabe auf diese Funkiion gekommen. Es ist dies ein weiterer
Beweis fiir Schliflis schopferische Thitigkeit.

Folgende wenige Thatsachen sollen einige Ahnlichkeiten hervorhehen:

a) Die auf Seite 7 (89) der «Mitleilungen» der naturforschenden Gesell-
schaft in Bern 1900 gegebenen Koeffizienten ¢y, cqy €5, ..... stimmen
genau iiberein mit denjenigen bei der Herleitung der Definition der
Bernoullischen Zahlen.

b) Die von Schlifli in der angefiihrten Arbeit, Seite 10 (92) angewandte
Formel fiir c,, ist nicht identisch mit der spdier von ihm gebrauchten.
Daher werden die B-Werte nicht gleich den eigentlichen Bernoul-
lischen Zahlen. (Vergleiche Tabelle auf Seite 10 (92) dieses Briefes.)
Trotzdem tritt eine unverkennbare Ahnlichkeit der Beziehungen hier
und spiter bei der Bernoullischen Funktion ein; vergleiche in diesem
bereits erwihnten Briefe

1. Formel (e), Scite 11 (93) und B”(z) von Raabe,
2. »  zwischen (e) u. (f)), » 11 (93) » B (z) » »
3. » (f), » 11 (93) » 'B (Z) » » )

welche bis auf die jedem Gliede vorgesetzten Nenner iibereinstimmen.

¢) Formel (1) ist analog gebaut wic unserc Formel (II) (25); nur zeigt
sie eine Fakultit im Nenner; letztere hat Schlifli spiler durch zweck-
missige Wahl der Definitionsgleichung wegzuschaffen gewusst. Formel
(m) gleicht unserer Formel III (23), zeigt aber eine unliebsame Zuthat
durch e¢in Summenglied.

d) Formel (y) entspricht unserer Formel II[ (24); sie liefert auch die-
selben Werte, trotzdem darin die B-Zahlen andere Werte haben.

e) Auch die unterste Formel auf Seite 13 (95) dieses Schliflischen Briefes,

welche Beziehungen seiner ¢-Funktionen fiir die Argumente O,—;— und
1 gibt, entspricht ganz unserer spétern Formel IIL (10).
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Natiirlich sind durch diese wenigen Aufzihlungen die Analogien beider
noch lange nicht erschdpft.

1) Vergleiche das Verzeichnis der benutzten Litteratur am Schlusse der
Arbeit.

2) Siehe Saalschiitz «Vorlesungen iiber die Bernoullischen Zahlen, ihren
Zusammenhang mit den Sekantenkoeffizienten und ihre wichtigsten Anwendungen,»
wo sich auf den Seiten 204—207 ein grosseres Litteraturverzeichnis befindet.

3) Zum Studium sehr zu empfehlen ist die schon in Anmerkung 2 an-
gefithrte Arbeit von L. Saalschiitz. Siche Litteraturverzeichnis!

4) Jakob Bernoulli (16564—1705) gab in seinem epochemachenden Werke
iiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ars conjectandi, Mutmassungskunst als
Erweiterung der gemeinen ars computandi oder Rechnungskunst, nicht nur eine
beinahe vollstindige Theorie der Kombinatorik und der figurierten Zahlen, sondern
fand auch die nach ihm benaunten Zahlen, dic bekanntlich in der Reihen- und
Interpolationsrechnung von Wichtigkeit sind, und auf welehe sich die Theorie der
Bernoullischen Funktion stiitzt.

) Siehe Journal fiar reine und angewandte Mathematik, herausgegeben
von A. L. Crelle, Band 42, Seite 348—376.

6) Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, Vol. XXIX, pag. 1.

7) Messenger of Mathematies, Vol. XXVI, No. 10—12 und Vol. XXVII,
No. 2—8.

8) Vergleiche J. Raahe «Die Jakob Bernoullische Funktion», Seite 1—16.

9) Seite 13 der eingangs erwiihnten Schrift: J. Raabe «dic Jakob Bernoul-
lische Funktion.»

10) Vergleiche Raabes zweite diesbeziigliche Arbeit. Journal von Crelle.
Band 42.

11y Es sind dies die beiden schon frither gefundenen Formeln (17D),

12) Seite 97 u. ff. und Saalschiitz «Vorlesungen tber dic Belnoulllschen
Zahlen». Anmerkung 1, Seite 7 und 8.

13} Vergleiche Wa]lls «Opera mathematica.» Oxon. 1695 und «Arithmetica
infinitorum.»

14) Siehe A. G. Kiistner «Geschichte der Mathematik,» Band 3, Seite 111 u. ff.

1) Vergleiche «Ars conjectandi.» Basilea 1713. Seite 97 u. ff.

16) Ist Formel 18", nur identisch anders geschricben.

17) Yergleiche Raabes erste Arbeit iiber diesen Gegenstand, Seite 17--23.

18) Wo Bi' (z) = —B (7).

') Raabe spricht sich im Vorwort seiner ersten auf die Bernoullische
Funktion beziiglichen Schrift folgendermassen dariiber aus: «Die Eigenschaften
dieser Funktion B(z) sind Analogicn zu denen der Legendreschen Funktion I'(z),
dic das Eulersche Integral zweiter Art vorstellt. Beinahe alle Eigentiimlichkeiten
die bei dieser I'(z) durch Produkte angedeutet sind, sprechen sich bei jener
B(z) durch Summen aus: so dass gestiitzt auf eine in der niedern Algebra iib-
liche Terminologie, wo von einer arithmetischen und geometrischen Progression
die Rede ist, auch dic hier einzufiihrende Funktion B (z) eine arithmetische, und
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das Eulersche Integral I'(z) eine geometrische Funktion von z genannt werden
diirfte», )

20) Siehe auch Tabelle V am Schlusse dieser Arbeit.

21) Raabe gibt diese vier Formeln, ohne auf ihre Herleitung niher einzu-
treten, in seiner zweiten, diesen Gegenstand behandelnden Schrift in Crelles
Journal, Band 42, Seite 352.

22) Zum genauern Studium verweisen wir wieder auf Raabes Arbeit im
42. Band von Crelles Journal, Sciten 359—362.

P
dx?P

24) Siehe Compendium der hohern Analysis von O. Schlémilch, Teil I
Seite 277 und Teil II, Seite 208.

25) Siehe auch §§ 29 und 30 vorliegender Arbeit.

26) Vergleiche J. Worpitzky «Studien iiber die Bernoullischen und Eulerschen
Zahlen». Journal von Crelle, Band 94, Seite 203 u. ff.

27) Vergleiche § 81 vorliegender Arbeit, sowie Tabelle VL
1

28) Uber die Ausmittlung von f e*“ cos k mz dz, die ziemlich umstindlich

28) Hierin bedeutet wie gebriuchlich D =

bewerkstelligt wird, siehe Schlﬁmilct? «Comp. der Analysis», Band I, Seite 361,
§ 78. 1L

29) Siehe Journal von Crelle, Band 94, Seite 220. Formeln 52.

3} Vergleiche Zeitschrift fiir Mathematik und Physik. Band T, Seite 202
und Comp. der Analysis von O. Schlomilch, Band II, Seite 218 u. ff.

31) Wir bezeichnen in Zukunft Koeffizient stets durch [], z. B.,[y“]
= Koeffizient von y™.

32) Vergleiche § 31 und Tabellen V—VIIL

%) Siehe § 16, Formel (12).

%) Vergleiche auch Tabelle VII amn Schlusse dieser Arbeit.

33) Vergleiche § 12.

36) Siehe § 20, Formeln (40) und (41).

37) Vergleiche Dr. J. H. Graf: «Einleitung in die Theorie der Gamma-
funktion und der Eulerschen Integrale», Seite 30, Formel (86), wie auch bei
andern Autoren.

%) Nach Definitionsgleichung (2).

89) Vergleiche auch § 20, Formeln (29), (81) und (83).

40) Wir verweisen auf dic dariiber hekannten Arbeiten: «Uber Bernoullische
Zahlen und Funktionen», Vorlesungen an der Berner Hochschule von Dr. J. H.
Graf. S.S. 1898 und «Uber eine Verallgemeinerung der Bernoullischen Funktionen
und ihren Zusammenhang mit der verallgemeinerten Riemannschen Reihe» von
Dr. Alfred Jonquiere. Stockholm 1891. Bihang till K. Svenska Vet.-Acad. Hand-
lingar. Band 16. Afd. 1. No. 6.

1) Siehe Dr. J. H. Graf «Einleitung in die Theorie der Gammafunktion»,
Seite 49, 3. Zeile, wie auch bei andern Autoren.
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42} Siehe «Quarterly Journal of pure and applied mathemalics». Vol. XXVIII,
pag. 1—174.

43) Siehe gleiche Zeitschrift, Vol. XXIX, pag. 1—168.

) Vergleiche «Messenger of mathematics», Vol. XXVI, pag.152—182 und
Vol. XXVII, pag. 20—98.

45} Vergleiche dariiber «Quarterly Journal», Vol. XXVII, pag. 4—18.

46) UJber ihren Zusammenhang siehe § 29, Formel (10).

47) Siehe § 23, Formeln (12), (13) und (16).

48) Vergleiche «Quarterly Journal». Band XXVIIIL; § 18, pag. 11.

4%) Siehe § 26, Formeln (23) und (24).

80) Siehe Schlomileh «Compendium der Analysis». Seite 140, Formel 27,
und Seite 141, Formel 32. Diese gehen durch Substitution von A=a und
x = 7 (1—2X) in unsere Formeln iiber.

1) Vergleiche den mehrfach erwiihnten Band des «Quarterly Journal-
pag. 7—18, wie auch an andern Stellen.

52) Ebendort, pag. 26 —83.

53) Siehe § 28.

) «Quarterly Journal», Band XXIX, §§ 58, 75, 85, 88, 109, 115, 119,
123, 132, 134, 143 und 146.

55) Vergleiche «Quarterly Journal», Band XXIX, § 18.

56) Vergleiche Tabelien IV und VIIL

57) Siehe Formeln (23) und (24) von § 26.

58) Vergleiche «Quarterly Journal», §§ 47, 58 und 75 und «Messenger of
mathematics», § 73.

59} Siehe «Messenger of mathematics», Binde XXVI und XXVIL

60) Siehe «Quarterly Journal», §§ 174—216.

61} Vergleiche «Quarterly Journal», §§ 217—311.

62) Siehe «Messenger of mathematics», §§ 99—102 und § 108.

%) Vergleiche vorliegende Arbeit, §§ 1, 7, 14 und 21.

64) Siehe diese Arbeit §§ 2, 8, 15 vnd 22.

65) Vergleiche vorliegende Arbeit, §§ 6, 13, 20 und 27.

¢6) Siehe diese Arbeit, §§ 3, 9, 16 und 23.

67) Vergleiche unsere §§ 3, 10, 17 und 24.

%) Siehe Schlomilch «Comp. der Analysis», Band II, Seite 129, wo fir
f=nx und x<C1 diese Reihe erhaltlich ist.

%) Vergleiche Anmerkung 49).

70) Siehe auch Rogel «Die Entwicklung nach Bernoullischen Funkiionens
in den Sitzungsberichten der kéniglich-b6hmischen Gesellschaft der Wlssenschaften.
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse. Prag 1896.

1) Vergleiche unsere §§ 5, 12, 19 und 26.

72) Siehe § 3, Formel 18, § 10, Formel 16 und § 17, Formel 19.

3) Vergleiche Tabelle VIL
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