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Georg Sidler.

Uber eine algebraische Reihe.

(Eingereicht den 28. Juni 1899.)

§ 1. Der absolute Wert der Variabeln x sei < 1, und n eine
ganze positive Zahl inklusive null. Unter diesen Vorausselzungen be-
trachten wir die Funktion

(1.) Su=1-42". x4 38". x4 4". x*4 .. .ininf.

Wir haben
d

(2.) Sn _— ”—a"x‘— (X . S]l—l)'
Da nun andererseits Sy = Ty so erhallen wir aus (2.) successive
P S S b b S S o o L nk
e N e TE e
S 14-11 x-11x*4-x* g 1426x}66x*-}26*4-x*
4 == y D5 = -

(L—x)° (1—x)°
und allgemein fiir ein heliebiges ganzes und posilives n

Obstehendes ist grossernteils eine Ubertragung einer in Band I (Jahrgang
1856) der «Vierteljahrssehrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirichs von
mir publizierten Arbeit «Sur une série algébrique.» Den Anstoss, auf diesclbe
zuriickzukommen, gab das Interméd. des Math. Jahrgang 1899, p. 51, wo in
Nr. 1465 nach dem Beweise einer Formel gefragt wird, die als spezieller Fall
fir k = 0 in der obigen Formel 9 enthalten ist. Jener frilhern Arbeit hinzu-
gefiigt habe ich den Beweis des Clausen-Staudl’schen Satzes iiber die Bernoullischen
Zahlen, der, wic mich s. Z. L. Schlifli darauf aufmerksam gemacht, in einfacher
Weise aus einer von mir gegebenen independenten Darstellung der genannten
Zahlen hervorgeht. Ausdriicklich bemerke ich, dass die betreffende Formel 25
wie die iibrigen hicr gegebenen Darstellungen der Bernoullischen Zahlen, mit
Ausnahme von 23 und 26, sich schon in der obgenannten, 1856 von mir publi-
zierlen Arbeit finden.
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, n--1
an,0 F n,1 . X an,2. X%, .. -} a5, no1. X
(8) S.= = :
(1_x)n+l
WO 2, 0, an,1, an,2 . . . dn, n— 1 ganze positive Zahlen darstellen, und

wo a,, s = 0, sobald das ganzzahlige s sei es negaliv, sei es > n —1 isl.

In der That, fihren wir diesen Ausdruck in (2.) ein, so sehen
wir, dass derselbe fiir ein beliebiges ganzes und positives n gill. Und
fir die Coeffizienlen a, ¢ ergiebt sich die Relalion

(4.) an,s = (341) . an—1,s + (W—8) . an_1, 51

Gemiss den obigen Ausdriicken fir S, S,, .. 8_ ist fir n = 1,
2.3, 4, 5
(5.) dn, s—1 = dn, n—s-

Aus (4.) aber geht hervor
Myn—s == M—s+1) .81, ns + 5.8 1, n—s-1
an,s—1 = (0—38-41). 8,1, 52 F S. a1, s 1.
Wenn also die Relation (5.) fir den Index n—1 gill, so gilt
dieselbe auch fiir den Index n, und somit gilt dieselbe allgemein.

Schreiben wir die Formel (3.)

an,O —,“‘ 311, 1 - X + an,2 . Xz .. —l—{ln, n-1 . an

(‘1‘%
= (1—x)"T, 2 CE

s—=0
und setzen die Coeffizienlen derselben Potenzen von x auf beiden

n
Seiten einander gleich, so kommt, wenn wir milt (b> den Coeffi-

cienten von x° in der Entwicklung von (l—l—x)" bezeichnen:

an,c.:l"
A nh U
an,1=2 """( 1 )-1
n n+1 n n_,_l n
3n,2:3—"(1).2 +(2).1
u. S. W,

(6) an = (s+1)" — (“Tl) § - (n';l) Cs—1)" .
e (=1 (n+1) 1B,

]
und weiler gewinnen wir die Identitit 0 = a,, nys, d. h.



w1 H =

(1) 0= (st — ("Jlr 1) ()" ("7:1)<n+s_1)“. .

n{-1 l]+1> n
. (—1) .<n+1> .

wo s eine ganze positive Zahl inklusive null und n eine der
Zahlen 1, 2, 3 ... in inl

§ 2. Aus der Rekursionsgleichung (4) folgl

n—1 n—2 n—1
2 an, s ——-Z “ I 1) An—1,s —*—2("—3) In—1, s—1 =
s=0 s=0 s=1
n—2
—_—-"E {(S‘l‘ 1) an_1,s + (H—S— 1) an_1, 32
s=0
d. h, :
n—I1 n—2
)
2 an,s = N 2 dn—1,s = 11 ay ¢
s=0 s=0

Aber a; o = 1, und somil

(8) an, 0 ‘}_ dn, 1 ”l— dn, 2 . ",“ dy, n—1 = n!

und da a, ,4s = 0, wenn s eine beliebige posilive ganze Zahl inklu-
sive null ist, so kénnen wir diese Relation schreiben:

n-}-h—1

E: dp .y = Il

s=0
wo h eine beliebige positive ganze Zahl inklusive null, d. h. wenn wir
fir a,, s die Ausdriicke (6.) einsetzen:

= () (T e ()
we = (T0)+ () e (D) |+
w7+ (1) e (k)
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ot =) |+

+ ("

Aber 1 — (nfl) -+ (11_2H> ‘% 5 (—1)S (n—i—l) ist der Coelfi-

zient von x° in der Entwicklung von (1-—x)~'. (1 —x)"*" also

(@) 1— (nTI) + (“;ri) (=1 ("7:1) — (—1) <:>
und wir erhalten

(9.) n! =

= (4K — ('1') (m+k—1) + (3) (n-fk—2)"..

oder auch
(9.1 ! =

s n' . n ; an/N
= (n4-k) -——(1) (n+k—1) + (2) (n-~}—k—-2)l. . (—1 (n)kna
wo Kk eine beliebige posilive ganze Zahl inklusive null darstellt.

§ 3. Zerlegen wir den Ausdruck rechler Hand in (3.) in Partial-
briiche, indem wir setzen

(u) an,O + 3n,17. X & v s +an,11_1 .Ln—_l _
(l_x)nfl
An, n Anl n—1 n—I1L An, 1
= SRRt
(1—x) (1—x) (L=x)

Schreiben wir x =1 — h, so haben wir
Ann —Annt N A h? (=0 A 0 =
=04 an1.(1—h) Fage. (1 =02 .. 4 agny. (1—0)"7,
und hieraus, wenn wir die Coeffizienten derselben Polenzen von h
einander gleich selzen

An,:n == dan, 0 + an, 1 _f‘" an,2 - - - “]L dn, n—1

1 2 n-}--1
An,n—l == 1 an, 1 -+ 1 ay,2 - "ik 1 ) dn, n—1



n—1
An,l = (I]-—l) dn, n—1
oder mit Riicksicht auf die Relation (5)
( An, 1 ==4dn,0

n—1
An, 2 == 1 a0 ""' dp, 1

(10)¢ Ap s = (n;) a0 |- (H_B) 85,1 - 2

n—1 n—2 1
\ Ap n== 11—1,) an, 0 + n——2) an,1- - - 1 an,n—2+an,n—1
oder allgemein

(10.%) ns—2<n =t 1) 8y, k-

s—k—1

Auch die Coeffizienten A, s sind somil ganze positive Zahlen.

Schreiben wir aber mit Beachtung, dass a, s—; = a5, n—s ist:
die Gleichung (u).
Buynet J-Anue2 - X - Fan 1 X" ano - X =
= Apn — Annt (1=X)F Ap no (1—X)% . .. (— D" Ay (1—)"
und vergleichen die Coeffizienten der ndmlichen Potenzen von x mit
einander, so erhalten wir umgekehrt

r dn, 0 = An,l

n—1
an, 1 — An, 2 —— 1 A-n, 1
n—2 n-}-1
311,2=An,3""( 1 )An,z_{_‘( 1 )An,l
(11.)
1 2
dn, n—1 = An,n - 1 An, n—1+ 9 An, n—2**-
1y (nﬁl) A
5 (_ ) n—1 n, 1

Bern. Mitteil. 1899. No. 1465.




oder

(11.) ans—-E( PO A

k=0 /
Substituieren wir in (10.Y) fiir die a, x ihre Ausdriicke aus (6.),
so erhalten wir

= = ()
gy (n{—{ (nn« }ﬁ—
b)) <“+1><“-z>

s—k

=D S (AT -

\.

W ' n-1 n—s |-k—r
—Z(H-“k)“ 2 E=iT (,' )( kl )
k=10 1——0

Der Coeffizient von (s—k)" ist hier gleich (-—1)*. Coeffizient
von x* im Produkte (L-}-x)" . (1)@ THED also

=P 1l . (;) d. h.:
n+1> n—s+k) n4-1\ /n—s-+k—1 n-1 n‘s+k2)
(0,(1« “(1)(k1)+(2)( k—2 )
' x  /n-1\ /n—s x (S
(3.) s o 1) ( N )( 0 )-_—(_—-1) (k)

oder

e (")) = () )+ (565 -
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Wir bekommen somit

T -0
s—1 )
(12.) An s =k20(—1)“ : (D (s—Kk)"

b

oder auch
N .
’ - ([ s 3 L k . Kt
(12.7) Ap, s = (—1) ‘_‘( 1) (k) k",
k=1 2
d. h.:
(An,l = 1“

A 3]1 (3) 21}_!_(3) 1]1
) ! 2
e
1)(n—-—1) +(2)(n—2) .

n—l( 1 n
| O n-—1>'1’

und infolge der Relation (9) ist
An, n = n!
Da in (u) linker Hand der Nenner umm zwei Grade hoher als

n

/——\

An, n==1

. . Ano .
der Zihler ist, also rechts ein Term TL nichlt auftreten kann, so

haben wir zu selzen
(13.) An’ 0 — 0.

~ Wenn ferner im Ausdruck (10") von AD,'S der zweile Index s
grosser als n wird, so werden rechler Hand simtliche Terme null.
Somil haben wir
(14) 0 = An nyxy1 =

T (nhH;JH) (k-1 .. (—1)"* (":r:l) 1"

wenn k irgend eine posilive ganze Zahl inklusive null darstelll. —
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Oder

m
(14.) > (—1}1'(‘:f) o' =0, wenn m > n.
r=1

Zufolge der Relation (2) haben wir

n
2 (=1 Ans . (1—x) "
s=—1

= D D) A=)

Schreiben wir rechis den erslen variabeln Faktor x = 1 — (1 — x),
so wird die rechie Seite

— Ly A o= T — a0,

oder wenn wir in der ersten Summe s —1 an die Stelle von s

setzen, so haben wir, da Ay,_1, 0 =0 und Ay, , =0 ist:

n
= D s et A (=3

s=1
Wir erhalten also fiir die Coeffizienten A, . die Relation

(15.) An, g =— 5. (Anwl,s + An——l, s—l)-

Wir behaupten aber, es sei A, ¢ durch s! teilbar. In der That, selzen
wir A, ¢ =s! ¢, 5, S0 giebl (15)

Cp,s =58 .Ch-1,s —-I— Cn—1, s—1+
0 und ¢y, 1 == 1 und somit werden die Grossen cy, s simt-

Aber ¢, o =
lich ganze Zahlen sein, w. z. z.

Wir haben daher

(16.) s" — (i)(s—l)“—l— (;) (s—2)" . .. (r—1)“"*1 . (SiJ 1"

= 0 (mod s!), wenn s < n
=0 , wenn s > n.



Wenn wir in der Identitit
1

a0 f 8,1 X An X
(1 __X)n+1

die rechte Seite nach Potenzen von x enlwickeln, und die Coefficienten

derselben Potenzen auf beiden Seilen einander gleich setzen, so er-

halten wir

(17.) (s -1)" =

n [—s) n-f-s—1 n ¥|S_2> .
_( s dn, 0 —l’_ ( 1 )nn,l‘_l—< §_9 3“’2-..—1» (0)_311’3.

Wenn s >~ n, so bricht die rechle Seile in (17) nach dem Gliede

s -1
(s—n+1) au, n—1 ab-

Yerfahren wir auf dieselbe Weise mit der Identitit

142" x 48"y 4" 4 ... ininf. =

14-2"x-F8 x2+ 4 x*4...ininf, =

n-4-1 Ap 1 Ay, 2 Ay s n+1 Ann l
===} ! g 2B v i LB oo ] —_— ey
k( )L { A~ d—w - ixf Y gy
80 Komm
n-j-1 n

D C Y G I A

Mittelst der Relationen (10) oder (11) gehen die rechten Seiten
in (17) und (18) auch direkt in einander iiber.

§ 4. Die Ausdricke (17) und (18) fiihren auf mehrfache in-
dependente Darstellungen der Bernoullischen Zahlen. In der That
aus (17) folgt

k n-1
St =S ([0 + (T ) P
und aus (18) :

k n ' ‘
ES“ ;1};1 (—1". A{((')) +("7;1) l~(\"fg2) o+ (r_;&;l)}-

In diesen Summen ist der Coeffizient von a, . gleich demjenigen

K1 ; _ -1 N—n-l . nl-k—r
von A7 im Produkte (1—x)T0 . (1—x) "7, also = (k—--r—1):
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(n—|—k——r

n i1 ) und der Coeffizient von (—1)" . A, . ist gleich dem-
jenigen von x*7' im Produkte (1—x)‘"l . (1'——);)“'""1, also == (L_i:kl)
__ (r+Kk
A\

Wir gewinnen somit die beiden Resultate

(19.) 1" 2" 3" K==
= (ﬁljl[l;)a,l, o (']_It}?_]”l) an, 1 -+ (nj_;\g2 an,2.. |- (::H) a et

und

(20.) 1" 2" 43" - K'=
s (lrll——tli) o (n—l—?&) Anws | (nJlr]—i—{Q) Ay s
(" (R?BL])A,,, .

Anderseits hat man, wenn By, Bs, B;, . . die Bernoullischen
Zahlen darstellen,
(21.) 1" 42" 4+ 8" .. -} k"=
K+ 1 .
— e ol oo B
n-}1 + 2 t
n) By a1 (n) B | a3 (n) B:s a5
_.{‘._ (1) .._2__ § k —_— 3 I . k —«}— 5 --B—- . I\ -
n-+4-2

i B,
). “ ( " ) LMy k, wenn n gerade

n—1 n
1 Bl Bn—

2 “n
(=1 " ) . —2_ . k% wenn n ungerade.
n—2/ n-—1

Entwickeln wir also die Ausdriicke rechter Hand in den Gleich-
ungen (19) und (20) nach Potenzen von Kk, so ist, vorausgeselzt, dass
n grosser als 1 ist, der Coeffizient von Kk, je nachdem n gerade oder

n-}-2

ungerade ist, entweder = (—1) . By

of

,, oder = 0.

Belrachten wir zuerst die Gleichung (19)

k n—1
N ('n—l—k——r
S _— 1 ) an’ re
s=1 r=0 \ n+



In der Faktoriellen

(“ *"‘“") o b=t - (kB Rk 1) - - (1)

n-}-1 /- _ (n-}-1)!
wird der Coefficient von k sein

m—r)(n—r—1)..2.1.12..r 1 (n—r1)!r!

— (— )., N TR — s
(=1 (n-f-1)! (=1 (n4-1)!
_ (=171
n-}-1  /n\
r
In Gleichung (19) ist also der gesuchte Coelfizient
n—1
1 2 W n,r .
_an—f 2 (—1) in’ und wir erhalten
r=y
r
oty Mz gyt Senet
(4d) /n 'n) | n) (=1) - n
<0 (1/ <2 (n—l
[ i K
= (—1) © (n--1) . By, wenn ngerade und > 0
l e , wenn n ungerade und > 1.

Oder da a,, s = a,s—1, so erhalten wir auch, wenn wir (22)
. n--1 . e
mil (—1)  multiplizieren:

Ay, o

; dn, 0 dn, 1 2
9 e L. L S (= L 1.l P
(28.) ] n) n Ll n ( n
W GG ’
[: _1)1'[“ . (n-f-1) By, wenn n gerade und > 0

wenn n ungerade und > 1.

bl

Erselzen wir in (22) a, s gemiss der Relalion (4) durch

(s-}-1) an—t, s + (0—8) au—1,s—1, 50 Kommt



e D s

dn—-1,0 dn—1,1 dn—1,2 n—1  3n..1,n-2
(24.) S n) + T) () S =
B GG (b)
n4-2
= (—1) : (n+41) . By, wenn n gerade und > 0,
=0 -, wenn n ungerade und > 1.

Die Formeln (22) und (23) stellen die Bernoullischen Zahlen
durch die a,, s mit geraden Indices n, die Formel (24) durch die a,,
mil ungeraden Indices n dar. Die Coefficienten a, ¢ sind durch die
Formeln (6) und durch die Rekursionsgleichung (4) gegeben.

Betrachten wir endlich die Gleichung (20)
k n

2 g% = (_1)““"‘" 3 (k—{—r) + Ap,r. In der Faktoriellen
s=—1 r=1 1‘+1

k _ -
(F:I-I_D — (kﬂgl—{i{r_]_ll));'(k &E ist der Faktor von k gleich‘

r! 1

DT = Wir erhalten somit aus (21)

_— An, 1 Au, 2 An, 3 ’ I

= (——1)n;‘2 . By, wenn n-gerade und > 0,
=0 . wenn n ungerade und > 1.

Selzen wir hier gemiss (15) Ap, s = s (An—1,s + An—1, s—1), SO
kommt

An1,1 Ani2 | Anys n An—1,n-1
, 1 #n—1,2 L g Pl et
@) 53 —331 Tz TV TmED
ri2
=4 {(—1) 2 Bn/z, wenn n gerade und > 0,
0 , wenn n ungerade und > 1.

In (25) sind die Bernoullischen Zahlen durch die A, ¢ mit ge-
raden Indices n. in (26) durch die A, s mit ungeraden Indices n dar-
gestellt. Die Coeffizienten A, . sind durch die Formeln (12) und
durch die Rekursionsgleichung (15) gegeben. |

§ 5. Der Clausen-Staudt'sche Satz. Wir hatten in (25) die
n'® Bernoullische Zahl B, dargestelll durch
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2n
T L gy AZn,s~
(—1) B = (=1 I
s=1
S
Wo Ap s = (—1)° 2 (—1)" . (S)r und A, s = 0 (mod s!).
r

r=1
Untersuchen wir jelzt Ao, ¢ auf die Teilbarkeit durch s--1.
a) Wenn s/ in zwei ungleiche Faktoren zerleghar, s -|-1=a.b,
wo a > b > 1, so sind sowohl a als b kleiner als s 4 1, und daher

2n,s

s-1

findet sich jeder dieser Faktoren in s! Dann ist also eine

ganze Zahl.

b) Wenn s -} 1 = p?, wo p eine Primzahl, so behaupten wir,

2n,s
s+1

Denn wenn zunichst p = 2, so ist zwar

dass wiederum

eine ganze Zahl.
| st _ 31 _ 3
sH+1 4 2

2n 2n on
aber dann ist (Ame  8—8.2 437 nyp st 343" (mod4)
s+1 4

;)

9n Af)n .
=—14+(—1)" =0, und daher —="2 eine ganze Zahl, w. z. z.

s+-1

! 1.2.8...(p*—1)-
Wenn aber p > 2, so betrachten wir LI (1)

s+1 p*

Wenn nun p > 2, so ist pE—1=(p—1) (p-}+1) > 2p. Im Pro-
dukte s! treten daher sowohl p als 2p als Faktoren auf, und daher
s! A2n,s

s+4-1 s+1

¢) Sei nun s 1 =p, wo p eine Primzahl.

ist ganz und somit auch - eine ganze Zahl wie z. Z.

Wenn zunichst s 1==2, so ist im Ausdruck von (—1)" - B,

das betreffende Glied AQ‘;’l — ;
Sei endlich s }+1=p, wo p eine ungerade Primzahl. Im Aus-

druck von (—1)" - B, ist der betreffende Term

5
O (
2
Aens 2 —n __“_\‘") Linl

T g1 -
S_f— r=1

s--1
Bern. Mitteil. 1899. No. 1466.



Yon den hier auftretenden Grossen r ist keine durch die Primzahl
s+ 1 =p teilbar. Wir haben jetzt die Fille zu unterscheiden, wo
2n durch s teilbar und wo 2n nicht durch s teilbar.

Betrachten wir erst den Fall, wo 2n nicht durch s teilbar. Es
sei denn 2 n=a (mods), wo 0 <<a<Ts,also 2n=Kk s -} a=
k (p—1)-} a, wo k eine ganze Zahl, oder

20 ke=na

Da nun r durch p nicht teilbar, so ist nach dem Fermat’schen
Satze r’"' = 1 (mod p), und daher

e* = r* (mod p).

Somit modulo p

S

S
| . S : | : 5
oyt . 5 LI . r4-1 . a
Sy () S ()
r== pe=
Aber, da hier s > a, so isl gewmiss der Relation (14") der Ausdruck
rechter Hand identisch == 0. Also ist nun

]
7o

N rf-1 . 2n . 5. @ 5
(—1)™" - (1_ -1 durch p=s |- 1 teilbar und somit ist jetzt

I'=
A‘j . 7
=" % eine ganze Zahl,
s-]-1 '

Geht aber s=1p — 1 in 2n aul, oder ist 2 n =Kk .s, wo k
; ; T kp -1
eine ganze Zahl, so haben wir r™" =1""" 1 (mod p).

Also modulo p==s |- 1 ist jelzl
5 8
N (s U =yt (/S) = 1= (l=1)=1
:-1! r l-j I ’
d. h. im Ausdruck von (—-1)". B, ist der betreffende Term
_ Ay

{
- =t - = - 7 Z l Io
" ) |- ganze Zah

Alles zusammengefasst erhalten wir also

I

(—1)" . B, :_( ; + 2 , ) - Ganze Zall,



wo die Summe rechier Hand sich auf alle diejenigen ungeraden Prim-
zahlen p bezieht, fir welche p—1 ein Teiler von 2n ist. Oder da
auch 2 eine Primzahl, und 2-—1 slels ein Teiler von 2 n ist, so
konnen wir schreiben

n l 1. 1
27, B, = Ganze Zahl }- (--1) - {-— —— e
(27.) mleal{\){a+), | }
wo «, 7. . A alle diejenigen Primzahlen darstellen, fiir welche «—1,

g—1,..4—1 Teiler von 2 n sind. Dies ist der Clausen-Staudt’sche
Satz.

Z. B.:
2 | Teiler 1. 2
| Primzahlen 2, 3
1
B — — 5+
4 } Teiler . . . . 1, 2, 4
| Primzahlen . 2,3, 5
1 1 1 1
Bo—  =— — {4
780 L (2 + 3 l 5)
6 5 Teiler 1, 2, 3, 6
| Primzahlen. . . 2, 3, 7
1 1 1 1
3-, = - == —_ ———— o e —f— .
b=y =1 (z Pyt g )
8 | Teiler 1, 2, 4, 8
Primzahlen. . . 2, 3, 5
1 1 1 t
10 | Teiler . . . . 1,2 b, 10
’ Primzahlen. . . 2, 3, 11
o) 1 1 1 )
B:‘ == c, s e s
Y60 : (2+3 r11,
12 | Teiler . 1,2, 3, 4,6, 12
| Primzahlen. . . 2, 3, 5 7, 13
691 1 1 1
3 S — 1 S IO
Bs =—9730 gty ts



14 | Teiler .o 1) 2
Primzahlen. . . 2, 3
1

T 1 1)
B7—6'_2—"(2 g )

16 | Teiler . . . . 1,2 4 8, 16
|Primzahlen. . . 2,8, 6

3617 i 1 1 1 )
B’*—_Eﬁ’o_“‘b‘% ("2" + 'f-;"F 3 jL’17’,'

18 | Teiler .. 1,2 3, 6,
lPrimzahlen. .. 2, 3, 7, 19

43867 , o1 11
Bo==—agg =0 — (9‘ Tyttt "I?)")'

20 | Teiler 1, 2, 4, 5, 10, 20
1 Primzahlen. . . 2, 3, b, 11
174 611. 1 1 1 1 )
Bo=""g50 = 528+(—z‘ Ty Ts i)
22 | Teiler .o.1, 2,11, 22
Primzahlen. . . 2, 3, 23
854 513 1 1 1
— e OIS | e e ol s
Bu="33 bLYs (2 F3 r23>
24 Teiler . .. 1,28, 4, 6,8, 12, 24
Primzahlen. . . 2, 3, 8y Ty 13
236 364 091 1 I 1
Ba= Sgrge = 88510 (g + 5
1 1
14 i)
u. 8. w.

Dieser Satz ward zuerst von Thomas Clausen in den «Astro-
nomischen Nachrichten», Bd. VII, Nr. 406 (1840, Juli 23) ohne Be-
weis mitgeteilt, und von Georg Karl Christian v. Staudt im «Crelle’schen
Journal» Bd. XXI, p. 372 und f. (1840, Aug. 16.) bewiesen. Um den
Beweis fiir die Bernoullische Zahl der n*" Ordnung zu leisten, muss
Staudt vorausselzen, dass der Salz fir alle niedrigeren Ordnungen



schon bewiesen sei. Herr Louis Saalschiilz in seinen «Vorlesungen
iiber die Bernoullischen Zahlen, Berlin 1893,, p. 132 und f. repro-
duzierl im wesentlichen den Staudl’schen Beweis. Eine direkte Her-
leitung, die mil der obigen Analogie hat, aber einen andern Ausgangs-
punkt nimmt, giebt Herr K. Schering: «Zur Theorie der Bernoullischen
Zahlen». Mathemat. Annalen. Bd. 52 (1899), p. 171 und f.

(Siehe Tabellen Riickseite.)



Werte von a, = (s+1).a,_, -+ n—s).a :

n—I1, s—1

30

2 | 3 4 4 | 5 6 7 | g
U S | | I I S
_ S N R
’ o | ﬂ _
4 1| 1 |
5 66 26 1| W _
302 302 57 1
7 1191 . 2416 1191 120 1 ,
4298 15619 | 15619 4208 247 | 1
11608 88234 156190 | 88234 14608 50 1

17 840 7 455192 1310354 | 1310354 455 192

47840 ~ 1013

1. 8. W.

Die Summe jeder horizontalen Zeile ist — n!




MO'S '
| | | | .
, , ,V ;
TiEL 99T TE:Q CEEE 16 | LEOBSTIR | IGELE0 1L 2G9RRET 9 00F6LETIC TOUTIO N | 92098 €| LF02iE | T | &
| TITU | @ioF | GOITI6  OSSTLiN| 18689i| LRPGLLIO ORLORCICOGLCTLIT T0SSEi€ €50Tiz | T | T
[i0T - epiG oelis| 088gil lasazi9, GeeeFic cOTFeiR| Ogedig| T1Gig | T |01
Ii6 | ogie @Rl 9F9Ei0  1969iC 0122i%| GR0BiE€ ¢gEic | T |6
| mig seiz| 999 00Tie TOLTiR| 996ie| &1ic | T |8
| | N T 1) oFTic  oceit| Togie| i | T |2
w | Ti9 m:nw @iF  o06ig| T8z, I |9
| W | e onip o gmig @HE | T |¢
| | , 1i% 9ig| Lia | T |¥
i | | rie| ezl 1 |¢€
“ m | | | el 1 |8
m _ | _ _ 1 [1I=u
| | | | | |
e e e e T o
el w0 6 8 r 9 ¢ F 2 g o1 | =
_ ] . ]
ATSIT ST g =) o F ) js ="y uoa ejom




32

Die Grossen Ceyk,s, WO s die Werle 1, 2, 3, 4, 5 . . . in inf. durchliuft, und k konstant bleibt,

bilden eine arithmetische Reihe der Ordnung 2 k, wo die konstante Differenz der (2 k) Ordnung
=1.3.5... 2 k—1) ist.

Z. B. : .
s = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Co
Copr,s = 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 C e
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 1 1 1 1 1 1 1
$ = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 ..
Cof2,s = 1 7 2 65 140 266 462 750 1155 1705 2481 . .
6 18 40 5 126 196 288 405 550 726
12 22 8 51 70 92 117 145 176
10 13 16 19 22 25 28 31
3 3 3 3 3 3 3
§ = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 ..
Cota, s = 1 15 90 350 1050 2646 5880 11880 22275 39325 66066 . .
14 75 260 700 1596 3234 6000 10395 17050 26741
61 185 440 896 1638 2766 4395 6656 9691
124 255 456 742 1128 1629 2260 3036
. 131 201 286 38 501 631 776
0 85 100 115 130 145
15 15 15 15 15
s= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 ..
Ceyas == 1 31 301 1701 6951 22827 63987 159027 359502 752752 1479478 . .
30 270 1400 5250 15876 41160 95040 200475 393350 726726
240 1130 3850 10626 25284 53880 105435 192775 333476
890 2720 6776 14658 28596 51555 87340 140701
1830 4056 7882 13938 22959 35785 53361
2226 3826 6056 9021 12826 17576
1600 2230 2965 3805 4750
630 735 840 945
105 106 105
€. 5. w.
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