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H. Otti.

Eigenschaften Bessel'secher Funktionen
[Itr Art.

Einleitung.

Als Bessel'sche Funktion zweiter Art ist nicht zu allen Zeiten
und von allen Mathematikern, die sich eingehender mit dieser Materie
beschafligl haben, ein und dieselbe Funktion bezeichnet worden.

Die Bessel'sche Funktion erster Arl, fiir welche man allgemein
das Symbol J*(x) angenommen hat, geniigl der Differentialgleichung
zweiter Ordnung:

L, 02Jn(x) S dIM(x)

"2"ax‘-’- + ox
und zwar isl sie dasjenige partikulire Integral derselben, welches fiir
alle endlichen Werte von x endlich und sletig bleibl.

Es lige nun sehr nahe, als Bessel’'sche Funktion zweiter.Arl die
andere parlikulire Lisung der obigen Differentialgleichung zu defi-
nieren. In der That ist dies auch von E. Lommel in seinen «Studien
iiber die Bessel’schen Funktionen»!) und in seinem Aufsatz «Zur Theorie
der Bessel’schen Funktionen» im 3*" Band der Malhematischen Annalen
pag. 475 u. ff. fir die zu J" (x) komplementire Funktion Y*»(x)?) ge-
schehen. Diese Ausdruckweise halt man wohl allgemein verlassen und
bezeichnet nun mit Carl Neumann als Bessel’sche Funktion zweiter
Art eine Funktion O™ (x), welche mit J* (x) in Reihenentwicklungen
fiir Funktionen auftritt, die hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit und Ste-
tigkeit gewissen Bedingungen unlerworfen sind.

-+ (x2—n?) I (x) =0

1) Leipzig, Teubuner, 1868.
*) Vergl. Math. Ann, III, Seite 25 und 31.
Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1451.



Wie Neumann in seiner vorlrefflichen Arbeit «Theorie der
Bessel’schen Funktionen®), Ein Analogon zur Theorie der Kugelfunk-
tionen», II. Abschnitl, pag. 24 u. ff., gezeigt hat, lisst sich ndmlich
jede gegebene Funktion, die beziiglich ihrer Steligkeit und Eindeu-
tigkeil gewissen Bedingungen entspricht, stets in eine nach den J" (x)
fortschreitende Reihe entwickeln oder auch in eine Doppelreihe, welche
nach den J" (x) und O™ (x) fortschreitet.

Neumann ist zu dem obigen Salz mit Hiilfe der hekannten Me-
thode von Cauchy gelangt und hat in § 7 und § 12 des genannlen

. ) :
Werkes den Ausdruck —— in eine Reihe von folgender Form ent-

P

wickelt:
n=0ov

1 0 0 N n (v 1 (v
=) 006 -2 ; P (5) 0" (x),

Die Entwicklung isl dabei nur so lange giiltig, als mod. x >
mod. y ist. Die Funktionen O (x) sind keineswegs komplementir zu
den J" (x), sondern sie geniigen einer andern Differentialgleichung.
Sie stehen aber nach dem obigen Satze zu den Funktionen J" (x) in
dhnlicher Beziehung, wie die Kugelfunktionen I['** Arl zu denen ['** Art,
und aus diesem Grunde hat sie C. Neumann Bessel’'sche Funktionen

II*r Arl genannt.
1. Definition der Bessel’schen Funktion II*r Art duarch
eine Summenformel.

Die Neumann’sche Funktion 0" (x) ist definiert durch folgende
Summenformel: %)

<y / o \n+1—21
n & 1 (n—A—1)! [/ 2\l
A=)

Es ist also eine ganze rationale Funktion vom (n-}-1)*" Grade in—l—-
X
Sie verschwindet fiir x = oo. Die Reihe bricht von selber ab, und

*) Leipzig, Teubner, 1867.

) L. Schlifli, Mathem. Annalen 11, Seite 137. — Vergl. L. Crelier: Sur
quelques propriétés des foncetions Besséliennes, tirées de la «Théoric des fractions
continues». These de doctorat., Annali di Matematica XXIV. Mailand 189¢.
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zwar sind dabei 2 Fille zu unterscheiden, je nachdem n gerade oder
ungerade ist.

[. Fuall. n = gerade =— 2m,
n--1 1
o T by

. ) B : .
also muss dann Z <m —}—7-2--“ bleiben, und daher ist der letzte Wertl,

den 4 annehmen darf:
0
h=m = —
2 b
und der letzte Term der Reihenentwicklung nimmt die folgende Ge-
stalt an:

n
1),
n (2 1)'(2>1 n 2

_n 2 1
4 n'——— x/ 4 n x X
2
[I. Fall. n = ungerade = 2m — 1,
n-}-1 2m .
o T g M

der letzte Term, den /4 annehmen darf, wird in diesem Falle fiir
A= E; erhalten ;

daher ist der Schlussterm der Reihe:

(11—-1>' ,
LIRNE (1) LR
4 (n——l)‘

o )!

X s
e

Demgemiss kann man also zwei Reihen aufstellen fiir ein gera-
des und ein ungerades n.

n, o 1 n? = n®(@0:—2%  n*(n°—2%(n®-4? :
0 x) = < | L+ RE + x* + b 4 }(2)
gerades n;
n . n j | 1]2—13 . (n2—12) (ﬂ2—32)
OC@= g1+ T+ T
(n®—1%) (n?*—3%?) (n>—5H*
i3 %6 - )+ T (3)

ungerades n.
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[n dieser Gestall finden sich die beiden Entiwicklungen in der
schon citierlen Arbeit von C. Neumann, pag. 12 und 13. Mittelst
dieser Reihen ergeben sich, um einige Beispiele anzufiihren, folgende
spezielle Werte:

) e
9 1 4
0 — \_—I‘ \3
.1 16 192
0 =ttt
6 1 36 1152 23040
0 '_X';Fx?,‘l‘xﬁ-*i x7
A 64 3840 1843290 5160960
0 — ")'\,_“l‘ 3 + \? =t X7 T x?
w 1 100 9600 806400 51609600
0" = e 1 200 RO IO
1857945600
-
9 1 144 20160 2580480 278691840
o = g 00 2050 ) BOROIOD ) 2TRC8
292295347200 . 980995276800
TRl LU L
: 196 37632 . 6773760 1083801600
ot = o I TR TTTTR 4 I
143061811200 13733933875200 714164561510400
"ll‘ x 1 _f‘ x 13 ‘l_ 15
1
1
O -‘-’372-
2 3 24
0" = 5 """{Z"
5 1920
0 _ﬁ_+— x4 +
7 13440 322560
0 =+ B0 B
g 720 51840 2903040 92897280
“q - ' -+ x4 + <6 =] X8 + x10



w 1320 | 147840 | 14192640 1021870080
1 - + + "G —}'" x8 + x 10
40874803200
’l* x 12
o 2184 | 349440 | 50319360 6038323200
— X" + + X 6 + x8 —I_ x
531372441600 2550H5877196800
+ x 12 "I" x 14
5__ 15 3360 725760 145152000 25546752000
1 }ﬁ + " + X5 + X1
3678632288000 382H77757952000 . 21424354445312000
+ x 12 + 14 "— 18 )

Diese Entwicklungen zeigen sehr deutlich, dass die Bessel’schen
Funktionen II'*** Art mit wachsendem Index ebenfalls rasch wachsen
und dass sie namentlich fir kleine Argumente schnell grosse Werle
annehmen.

Eine andere, wohl noch einfachere Summenformel erhill man
fiir die O-Funktlion, wenn man die Ausdriicke (2) und (3) nach stei-
genden, statt nach fallenden Potenzen von x ordnet. Man kann als-

dann fir jedes beliebige n 0" (x) folgendermassen darstellen:

# 2nn! x? e
e 07 (x) = F%T{l oy e ey ey
XG

+2.4.6.(2n——2)(2n—4) on—g =W
eine Formel, die sich ebenfalls in der Arbeil von G. Neumann auf
Seile 15 findel. Dabei ist unter e, eine Konslanle zu verstehen,
welche den Wert 1 hat fiir n = 0, dagegen den Werl 2 fiir jedes
hohere n. Die Formel (4) hat gegeniber den Formeln (2) und (3)
aber den Nachteil, dass der Klammerausdruck nicht von selbst abbricht.
Will man, wie in (1), das Summationszeichen  beibehalten, so kann
man (4) auch schreiben:

<‘_1£

n n!/ 2 ot x4
0 (X) :"I — = F e ¢ . (5)
X 2.4..24(2n-2)(2n—4)..2n-22)
L=

Diese Formel isl, wie iibrigens auch die Formel (1), fiir den
Fall n = 0 nichl brauchbar, sondern sie isl mil 2 zu multiplizieren;
deshai™ wohl hat C. Neumann die Konslante &, herausgenommen.




Der letzle Term der Summe lautet dann:

X"
2.4...n(2n—-2) @2n—4)...n

) I 1
fiir ein ungerades n: —

2.4...(n—1)(2n—2) (2n—4) ... (n}1)

fiir ein gerades n:

2. Darstellung der Funktion O" (x) durch ein bestimmtes
Integral und Einfithrung einer Hiilfsfunktion S" (x).

Die Funktion 0" (x) ist ferner definiert durch:
N

n 1 Y
O (\) . __2_ {. e—x8 (Ln _+_ (_1)11 t—n) dS, (6)
‘o

, 1 1 , .
wobei 8 = - - (t— T) und N eine sehr grosse Zahl bedeutet, die

zum Unendlichwerden bestimmt ist. Herr Prof. Dr. J. If. Graf hat nach
Vorlesungen von L. Schlifli ®) dieses Integral aufgestelll direkl aus

o 1 , ,
der Entwicklung von —-- nach Bessel’schen Funktlionen I%* Art, in-

dem er fand:

_1 n .
=" { 67 ds - 2 ) ( e (1 A= (1) ) ds

=1
oder :

1
—

— ()0 ()| 2 \ 1" (y) 0" (v).
lL—l

Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, kamn C. Neumann gerade

. it i ) : :
durch diese Entwicklung von —— nach Bessel’schen Funktionen I

Art dazu, die Funktion 0" (x) einzufihren.®y Er gibt der Entwick-
lung die Form:
5) (. Neumann. Bessel’sche Funktionen, S. 9.
Graf, J. H., Mathem. Annalen XLIIL Seite 136.
¢) Man vergleiche dariiber in seiner Arbeit tiber Bessel’'sehe Funktionen
§ 7. Scite 8 und §§ 11 und 12, Scile 24 uw. f.



nN=co
1 n n
— N ) 0" ()
X—Yy
n—={} :
wobei, wie friher, ¢p=1, &y =63 =1¢3 =-.-==2 und

mod. x > mod. y.

Man sieht sofort ein, dass

N
0° (x) = f Yo ds = (7)

N
0
1sL.
Setzt man in (6)

L:eZ

P % (ez . G_Z) e ﬁﬂ ye)

ds = % (¢ J-e7%) dy = of 7 dy,

so nimmt das Integral die Geslalt an:
>0
0" (x) = - f o (e () ) i (@)
i
Aus dem Ausdruck (8) folgt:

>0
n n 1 —X {in ; ng n_ —n;
0" ®=(1"5 f e XM (o - (—1)" ¢ ) wiy dy,

]
0

was mil (6) verglichen, die Eigenschaft ergibt:
0" (x) = (—1)" 0" (x). (9)

Zur Untersuchung vieler Eigenschaften der Funktion 0" (x) ist
es zweckmissig, eine Hiilfsfunktion einzufiihren, welche der Funktion

J" (x) ndher steht, als 0" (x) selber. Schon L. Schlifli hat diese
Hiilfsfunktion verwendet in seinem Aufsalze «Uber die Bessel'sclien
Funklionen»"); ebenso hat Prof. Dr. J. H. Graf dieselbe verwendel.®)
Bei €. Newmann und E. Lommel dagegen findel sich dieselbe nicht

7) Mathem. Annalen I, Seite 139 u. ft.
) Mathem. Annalen XLIII, Seite 138 u. ff.
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erwihnt. Sie wird nach Schlifli und Graf durch partielle Integration

des Integrals
N

n 1 * _xsfm —n
0(x):_2_f (" 4 (=" ™) ds
‘0
erhallen. Zu dem Ende setze man:
1 n n —n
U=—-—(t +'(_1)t )
2
dv =1¢ " ds, v = — k1 e,
). 4

Da nun s = —é—- (t— %—), so nimmt t fir s = 0 den Werl

1 an, und es wird

N
1 o N7C x _ § i n —ny dl
0" (x) cos? 5 —|—2\ e (P—(—1)" 1™ ") :
1
Selzt man den Integralausdruck:
N
x_ =X 1 n —In dl’ n g
f T (U — (1" 1) T =8"(x), (10)

1 .
so ist dies die gesuchle Hiilfsfunktion, so dass man jelzt schreiben
kann :

0" (x) = b (x) + cos® Egjj (11)
Nz
; cos? —
S" (x) = ﬁ 0" (x) — 2 2 9) (12)

n

Durch die Substitution t = ¢ erhilt man die S-Funktion in der
Form:

O
S" (x) = f e L (M (1) e T) dy. (18)
‘o
Es ist ferner:

& @]
S (x) = — (—1)" f e M (&Y (—1)" ™) dy,
!0 g

*) L. Schlifli, Mathem. Annalen ILI, Seite 139, oben.
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daher durch Vergleichung mit (13):

87N (x) = — (—1)" 8" (x) (14)
Aus Formel (13) folgt:

o0
Sll+1 (x) — [‘ e_x ﬁnx (e("+]—)x _ (_1)“»'—1 e_(n } 1‘2) dz,

0
o0
Sl’l—-1 (X): { xfm/( (11—1)7 __( 1)11_ —(n— 1)/) d
%
o0
S (x) |8 (x) = f o ML (™ L (—1)" 07%) (¢ 4 %) dy,
\_——\/-———J
v 2 cojy
I‘i (X)
S (x) ] 8" T (x) == 4 0“ (x). 1) (15)

Auf dhnliche Weise lassen sich noch andere Beziehungen zwischen

den Funktionen 0" (x) und S" (x) herstellen. Sie sind aber von kom-
plizierterer Form und haben Kkeinen praktischen Wert. Hingegen

kanm man umgekehrl 8" (x) linear und homogen durch O-Funktionen
darstellen. Es ist nach (15):

(=" (S ) 87 ) = (=) £ 07);

A durchlaufe alle alle Werte von O bis n; dann folgt:

A=0 gt et = 40"

A= 1 AR L e |
h=2 ST N e O
L—=3 — 8T = — 4 "

F=n (=087 ()87 =(—1)" 4 07"

Addiert:
A=n
S (ST =4 (DR 0 ),
=0

Nun wissen wir aber, dass:
(__1)11 S—n—l (R) — Sn+1(){);
also jelzl:

19 [.. Schlifli, Mathem. Annalen III, S. 139, in der Mitle.
Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1452.



A=n

2811-}1 _4S( 1)) 11—2]

und entsprechend:
=n—1

/!
S“(x):22 (—1)* 0"y | (16)

]':

]

Um fir 8" (x) eine Summenformel zu erhalten, substituiere
man einfach in der Relation (12) fir 0" (x) den Wert aus (1); dann
ist vorerst

A<Z E_Ll

der gewiinschte Ausdruck fiir S"(x) ist also:

1< i 2cos? 2117
3y (n-A—1)! 2
STx) = \ il X o 7}
/—ﬁu ' ‘

und fiir ein sehr grosses n diirfen wir den konstanten Bruch rechls
vernachlissigen und schreiben:

A/JH—l
n-—24
" Ny (n—Ai—1)! [ 2 o
su_>—~—-l~(x) ¥) (18)
A=0

Unter der Bedingung n = sehr gross ergiebt sich auch ohne
Schwierigkeit direkt aus der Summenformel die Bezichung (15)

ST + 8T () =4 0" (v),
wie man leicht zeigen Kann,

Zur numerischen Berechnung einiger S - Funktionen moge die
Sumine noch in entwickelter Form dargestelll werden; es sind hiebei
ebenfalls zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem n gerade oder
ungerade 1isl:

Yy Dr. L. Crelier, Mitbéilungun der Naturf. Gesellschaft Bern, 1897, pag. 69.

12) Graf, J. H., Mathem. Annalen XLIIL, S. 138 Nr. (13).

Dr. L. Crelier, Mitteilungen der Naturt, Gesellschaft Bern, 1897, pag. 67.
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I. Fall. n=gerade = 2&1,

n--1 1
g~ =Mt g
der letzte Wert, den A annehmen darf, ist also

n
l: — e
m 5

der Schlussterm in der Entwicklung ist daher:

n

s e !

(ll 9 1). 9 n——n_—i
i == .
B !

Im vorleizten Term ist A :—g-— 1, also derselbe:

/n——wg— L—1)! /) \nonte %)' —
e g

Im drittletzten Term ist l:%-—& also der Term selbst:

n
__+ P . n—n--4
: (5__:) HE .
2

Die Reihe hat dabei die Form:

’A\
N =
.—L
S
ol =
/-——n.\
L\'Jl."-'S
|
e
[y
N
P Y
|
| N
- He

()
-3 ()

w22 g (n — 2)n(n—}—2)(i)4
b(X)——T—*“ﬁ"COb? 7 X)—I— 93 X

+@—4Nm—m@+ﬁMW%ﬂ&%>+

25



— 12 —
Mit Ricksicht darauf, dass n — gerade und daher

cos? n?ﬁ: (—1)r=

kann man schliesslich schreiben:

(n4-2) n (n—2)

o n
ST (x) =2 “{5—‘* %

LOtH et a—y |

XG
Ist n=0, so folgt nun:

5% (x)= 0. (20)

Il. Fall. Hier muss in erster Linie bemerkt werden, dass das

2 cos? 17T
; 2
konstante Glied — wegfillt.
n = ungerade = 2 m—1,
n-|1
g
: n—1
letzter Werl von 4 = .

Der Schlussterm der Reihe ist in diesem Falle:

n—1
(n—— 5 —1)!(2)n—n+1— 2.
Tx

n—1
2

h—1 ! n—n+41+42 3
E&Jri;ﬁ(i) ) ()
—1 ),

n—
2

Im vorletzten Term ist A — — 1, also der Term selbst:

fir A = 1 — 2 wird der entsprechende Term:



n—1

fir A = —3 endlich:

e Do) e
) )(e)

u. 8. W,

Die Reihe heisst also entwickelt:

O )
- () (50 ()
Hs=a) ()13 () () (519) (1) -

oder etwas umgeformt:

Sn(x)zz{ ; 4 (n —[—1)){3(11.:1)_{_ (n-}-3) (n—}—l}){b(n—l)(n——?»)

——

n+-5) (n+43) (n+1) (n—1) (n—3) (n—>
4 @45) (04-8) ( +)X(7 ) (n—3) ( )_Jr_._}m)

Die beiden Reihen, sowohl (19) als auch (21), brechen von
selber ab; sie liefern folgende speziellen Werte fiir die ersten

12 S-Funktionen:

=0
4
2
=
. 8 . 96
S——x—“—+ xt



7680

¢ 12
S =F+ x4 _I—

g 16 960 46080 1290240
S =:§E"+‘ X4 + <6 4‘ T

XS

glo__ 1920 161280 10321920 371589120
- xz 4" x4 _+' '4“ X8 “f' x 10

,12 3360 430080 46448640 3715891200
- ‘2 + i x 6 + X8 + x10
163499212800
1
S
X
2 16
Sszz———4— 5
X X
2 48 768
SﬁZT"I— 'E _}" x°
T 2 96 3840 92160
S =ttt 0
2 160 11020 645120 20643840
2y 160 200, sl 200
2 268801 , 2580480 185794560 7431782400
bu:T‘i_ Xs + X2 LI_ X7 + x? + gl

3. Ableitung der Differentialgleichung der Funktionen
0" (x) und S" (x).

Neumann kommt auf verhiltnismissig einfache Weise !%) zu der
Differential - Gleichung fiir 0=(x), indem er fir das Binom (y-}-x) in
seinem schon mehrmals zitierten Werke pag. 11 zwei Reihen auf-
stellt, namlich:

N—0c

1) Y+X=2 &, 3" (x) [yz.fl' 0* (y) — n* 0" ()]s
n=0

13) C. Neumann, Bessel’sche Funktionen, S. 11.



wobei ¢, wieder eine Konstanle bedeulet, welche den Wert 1 hat,
wenn n =0 und den Werl 2, wenn n > 0 und wo unter -/ die
Operalion zu versltehen ist:
o 3 of 1-}-y?
A= oy* 'y 8y+ o
2) yhx=ay ) feay PR fayl |-
+e 1.0 x)+ e3P x)F e 5.5E) -
Wenn diese Entwickelungen einander identisch sind, so fiihren
sie augenblicklich zu den Formeln:
y* 40 (y) — n*0n(y) =y
n — gerade
y? 4 0*(y) — 00" (y) =n (22)
n == ungerade.
Sie lauten in ausfiihrlicher Gestalt:

a’ow) 3 0 (J"(y) n2—1) 1
=t =)o =—
v o, Yy
n = gerade
o2 On(y\ l 3 ¢ On (y) + 1“ n®—1 ) - B Jl_ } (23)
Ty o )=y

n == ungerade.
Von diesen Differentialgleichungen kommt Hr. C. Neamann dann
auf die Summenformel, welche denselben geniigt. Man kann aber
auch umgekehrt, wie Hr. Prof. Dr. J. H. Graf nach Vorlesungen von
L. Schlafli es gethan hat, von der Summenformel ausgehen und mit-
telst der Hiilfsfunktion S"(x) zu der Differentialgleichung gelangen.
Es bietet dieser Weg den Vorteil, dass man dieselbe in einer Form
erhilt, die fir jedes n passt. Wir stellen zu diesem Zwecke vorerst
einige nolwendige Relationen auf, welche schon L. Schlifli, Mathem.
Annalen III S. 139, angegeben hat, allerdings ohne Nachweis. Der-
selbe soll hier milgegeben werden.

(xf——]—n) 5" (%) =18

e

0 (n—1—1)!
(x a—x~{~ n) S*(X)= E T ~“— (2A—n )(

X )21—11




s= BB e

Ersetzt man darin 2 durch 4 -} 1, so wird:

n—1
< :

E) o ow (n—A—2)1 [\

(deteronms 3 ()
A=(

Sn—l(x)
also
a ~n n—1
X-g;-{—n S'(x) = x 8§ (x). (24)

Die Formel stunmt allerdings nur [lir ein ungerades n; fir ein
gerades n ist nach Formel (17) zu schreiben:

/
nzc

a n o n—1
(x i~ - n) S"(x) = x 87 (x) —2 cos?" 5 (25)
ar \
(x F i n) SP(R) = ?

,, J n - (ll—-ﬂx—l)' X 21—n
S ()

N a1 (’L)Ql—“

el Al 2,
)_<‘Lt1,
LIRS
PrA Al ( 2 ’
=0
Sn+1 (X)
also
0
<x y s n) S" (x) = — x 8"H (%), (26)
und fiir ein gerades n ist zu schreiben:
8 n n- >
(\ o n) S"(x) = — x 8§ ¥l (x) + 2 cos® n?” (27)
Durch Addition von (25) und (27) erhalt man:
n n— 8 Y
"t (x) — " (x) - 2 §" (x) = 0. 4 (28)
Subtrahiert man (27) von (25), so erhill man:
ne n— 4:
8" 1 (x) L8 1()+——S():T 052“; (29)

1) Vergl. Crelier: Mitteilungen der Naturf. Gescllschaft Bern, 1897 pag. 71.
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Mit Riicksicht auf die Formeln (25) und (27) hat man ferner:

/> 0 0 n,. ’ 0 -1 . 2 N7
(x ?9;-}-11) (x ?x——n> S (x)—|—<x E{—f—n) X ST (x) == 2n cos o

S

N n

[ = x? -;; §"tx) -+ x Sn+1(x) 4 nx s™H (x)

=& (x aier (n--1) ) S™! (x) = x2 8"(x) — 2x cos® (n+1) .
da aber

n-t-1) ¢ . hs
cos (__Jrz_) = —sin -,
so ist:

Il = x* §"(x) — 2x sin® ©~

[ = &F —Bj—z §" (x) -}- x——i S"(x) 4 nxi S"(x) — xi S"(x) —n%S8" (x)

= d\-Sn( >+x“ §"(x) — n? 8"(x) - x2 8" (x)

T4+ 1= xza——S (K)—FX—S(X)—nzS(X)-[—\JS(X) 2xsm272_

nsr

= 2n cos® ——
_ 2

oder in elwas anderer Schreibweise:

(‘ 8\2+\ }—x~—n)S (%) == Bx sin? " +2n cos“‘—— (30)

und dies ist die Differentialgleichung fir die Funktion 8"(x), wie sie
auch von L. Schlifli, Mathem. Annalen III, S. 139 angegeben wor-
den ist.

Zwischen der O- und der S-Funktion kann man mit Leichtigkeit
noch die folgenden hiibschen Relationen gewinnen. Es ist:

1 1 Nz , N g
0'(x) :—)—‘——cos2 -2m+ o S (x),

also auch:

1 . n--1 :
n+1 _ il T gntl
0™ (x) = —sin 2+ 5 (x) ()
e 1 . . .nz , n—1 .
1_ 2 e . /
0 (X) = ——x Sl 9 I ox S (X) 3 (Ij)

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1453.



(¢) werde multipliziert mit (n —1) und (8) mit (n+1); dann gilt:

. n—1 il o I -
(n—1) 0"F () == ”+ s (v) (7)
e 1. 2—~1 n—
(n--1) 0" ' (x )_i n2 +n2\ 8" (x). (9)
Die Addition ergibt:
(n—1) 0" %) 4 (n4-1) 0" (x) = % sin? nzn
n‘—1

(8™ (x) + $"7'(v)),

4 0" (x) mach (13)

2%

also
N7 1 5)

(1—1) 0" (x) 4 (0+1) 0" (x) — (1) = 0" () =1 sin "2

Es ist nun aber auch nach (99)

nﬂ,'

" (x) 4- 8" = 22 8"(x >+mcos2 =

dividiert man ferner noch durch n2—1, so folgl:

o"tlx) . o™ 1(x) 2n . GNT g N7z
n-}-1 n—1 = x(n*— ) —u+2x( ()—]——c 2)

multipliziert man mit x2 so wird:

2n x sm2 il
x? 0"M(x) P 0"T(x)

n+1 a1 T e

fir ein gerades n wird 51n—2—:() und wird n ferner einiger-

4 nS'(x) -}- 2 00%2 (32)

massen gross, so kann man die lelzle Formel darstelien:

0114—1 (X) 011—1 (X) n i
L T e S ® (38)
Bedenkt man ferner, dass fir n == 2m -}- 1 cos n——;- 0 wird
und dass der Bruch nzn 1 rasch kleine Werle annimmt, so gill die

Formel (33) auch fiir ein ungerades n, also fir jedes grissere n.

12) Graf, J. H., nach Vorlesungen Schliflis.
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Substrahiert man die Gleichung (J) von der Gleichung (y),
folgl eine nene Relation:
2 Nz

. n41, . e n-—1 e .
(n—1) 077 (x) — (-]-D 0" (x) = X sin® 9

i (S““ (x) — s"“l(xl)

8
—2 5~ 8" (x)
(n—1) 0""(x) — (n4-1) 0" ' (x) = -—%sin "2” \‘_“1 o g (x)
n~| 1 n—1
(x) 07 (x) 2 L, hw o .
n+1 T T T e ko 2 ax 51(%)
“+1(\) x) |, 8 2 Nz
X Y _ I S
n—}—l n— + ox $'(x) 1" g (34)

Aus der Formel:

- 1 o 72 )
0 (x)___— cos® =35 +2_x S (x)
fliesst :
, cos? 177 ns ,
neoy 2 2n n ___L n
A V==t T gt
n1 /. n—1 d n - n n41 /. n—I1 asu(x)
07109 = 0025 0" =g | 87 () — 8 5
0
o] i 11+1 n 1 2n 2 2 7z
. [ (x) - 8 ()]—gcﬂb?
4 - o N7C
Tcos o
h n— a n SR
0" (x) — 0" (x) -2 5~ 0°(x) = 0.79) (35)

Zur Herleitung dieser Formel hat man aber die S - Funktion
durchaus nicht notig. Am einfachsten kann man sie wohl aus der
Integralformel erhalten. Auch ohne Miihe findet man sie direkt aus
der Summenformel. Es war:

16y I,. Schlifli, Mathem. Apnalen TII S. 137, unten.  Vergl. auch: Crelier,
Mitteilg. . Naturf. Gesellsch. Bern, 1897, pag. 84. Nach Crelier gilt diese Relation,
sowie auch die enlsprechende fiir S" (x) aunch fiir die Ableitungen von 0" (x)
and S" (x).
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n 1 °° T Z ng n -—I]"__
0 (X)Z—gf . (eer (=1)"e “) cof x dy
0

d n 1 = 7w ny —n/ 5
S0 W=— [ e ™ iy (4 (1)) wiy 0z
0
Nun ist aber
' i
ﬁnx e )

Eingesetzt gibt:

a n 1 Oo—x 7 7 ) ny n -1y
250 (x)=—~—2—[v e T (%) (&% |- (—1)" e™) iy dy
‘

L [ e . Y
=— f o X fin [e(r1+1)/+(__1)11+le (n+1)[] cofy dy
L8
0

— 0°t1 (x)
R ; "
4L f o i [e(n-l)z J(—1)"t e (“‘W] cof x dy
0

v

10
0" (x) — 0" (x) 42 % 0" (x) = 0.
In gleicher Weise wiirde sich selbstverstindlich auch die Relalion
"t (x) — §" T (x) 2 % S"(x) = 0 aus dem Integral ergeben.

Will man aber, um die Relationen zu finden, von der Summen-
formel ausgehen, so ist der Weg folgender:

< |
. G n (n—Ai—1)! [/ x \¥#—n1
rw= 1" (T)

i=0

<x % -+ n+1> 0" (x) =2

0w N n (24—n) (n—/i—1)! )21_”_1
OO =a 5 :

bo|



e 0] s

Statt 4 werde A1 geselzt, dann ist:

n—1

P s
_ U S I (n—24—2)! [ x 2l—n
(x et H)O (x) = X ‘} — (2)
()

Nun ist aber:

0"Y(x )_S n—1 (n—l 2! (2 )fl—ll

Mit Riicksicht darauf, schreibe man also

l<—.:— 2i—n-f1
- P o e (n-—l‘Z)! X | —n-
(x 2 1) 00 =3 070 = (3)
A=
a 1 st O
ney v (Wleey 0 qul ]
(x "g;"l‘“JFl)O (V) = x 0" ) 5 ST A g
s
sin 2

=x0""(x)} —b“ ) (36)

und fiir ein grosses n:

('( _a_' n-- )0" (x) = x 0"7'(x) + ; $" (x) (37)

oder wenn man die ganze Summe durch eine S-Funktion ausdriicken
will, so kann man schreiben:

(x ——}-n 1) 0" (x) = — Sn“1 ) -~ sin? T (38)
n-—1 2
oder fir ein grosses n:
a n . n n—1
(x a—x+n~]—1)0 (x)_~2—S (x). (39)

a n
(x - (nml)) 0" (x) =2?
0 Y o N —A—1)! ‘ q—n—1
n (n—ﬂ,---l)! " \A—n—1
— 2T e (g)

n 2m—2)!/ x \%—n—1
T e+ A\ 2

4



n—{-l
Y 21— —1
(x ——(11—1))0 (x)=—x \ igu—)- (})
\ 2
)'<n-.|-1
1 v (n—=4) / x \2i—n—1
_ nt S (1)
=<0t 15 3 4P ()
A=)
(:osziz—'j
_ n{*l 11-{1
= ()’r (x)+ T
Also wird jetzt:
in2
) 2

0 _
(xaﬁx—(n—i))0"(x)z-x0“+1<x>+~ ST b (0

oder fiir ein grosseres n:

8 n+1 1 n+1
(xa—x-—(n— )O(K)——XO (x)—]—z STT(x). (41)

Will man wieder, wie im ersten Fall die ganze Summe rechts
durch eine S-Funktion ausdricken, so kann man schreiben:

0 neoy o N ntt n 2 nse
(x ox ~(n——l)) 0(x) = — 9 ST (x) — PRE] sin 9 (42)
oder fiir ein grosses n:
0 ) n - n n-+-1
(x Eri (n—l)'. 0'(x) = —5 STH(X). (43)

Werden die Formeln (37) und (41) addierl, so folgt:

QX% On()&) { 20 (\)_\On l(X) '—‘(011+1( ) l_ (Sll+l( )—I—Sn 1 \))
4 0"(x) nach (15)

a 1 n—- . (1
2){3;0] (x) = x 0" (x) —x 0" (x)

0" (x) — 0" (x) -2 % 0™(x) ==

was mit (35) stimmt.
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Addiert man dagegen (39) und (43), so erhilt man:
, 0 n n o n n—1 an4-1 .
2x5£0(x)—|—20(x)-_~—2- ST =5 (%)

X -a_a: 0" (x) 4 0"(x) + % [ §MH (x) — s““(x)] =0

a ~N s B
s 2& S"(x) nach (28)

npy M0 4 0 .

Subtrahiert man dagegen (41) von (37), so ergibt sich die
Relation :

2 011 ()\) — X Un—l (\) _i_ X On+1 N ; ( Snvl(x) - S“'H-(X))

On+1 (K] + On-wl(x) o _2}{ [Sn—[-l(x) . Sn_l(x)] — 2X—n OH(X) (4:5)

L — -
S

0
— 25 Sn(x) nach (28)

0n+1 (X) + On~1 (‘) :ﬁ,A}, ﬁ_ wn( )_ — On( ) (46)

X

Subtrahiert man (43) von (39), so findet man:

2n 0°(x) = Qi (S"“l (x) + S"H(x))
oder wieder Nr. 15.

" (x) -} 8" = 4 0"(x). (47)

- e n . - 1 11 n-— -
Setzt man in (45) fir 2 0" (x) wieder ?<S +1+S 1), S0 ist

endlich :

0 ) 0w =0t s s . )

Es eriibrigl nun noch fir die O-Funktion die Differentialgleichung
abzuleéiten. Wir hatten gefunden:

(x —5-1— }—x )S(\)_2'< sin? 7% —}—9n cos® n27r
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Setzen wir aber darin den Werl fir

9« 20032n—§
ein, so gibt
2cos‘n—
d d 2 X5 9
2 _ I S ks L
(Xt?&‘i‘xﬁ\_lx n)( 0" (x) 1 )
== 2x sin® n—;—]—zn cos? Egﬁ
Nun ist
’xzaz_l AV
( ax‘é '—‘\ax —X-a;(xa—x-:
ferner
d 2" n 2‘( i
Xa(gﬁ*m) O R )
daher
02 Jd \ 2x o /9x2% o
2 - R st o £ o ex
(xﬁxzi_xax)no(x)ﬁxax(naxo()l O())
62 a 2,‘( n 2?(3 6-' n 4\3
(%.w*"‘m)?o ()= 7@ 0" = oy 0"
2x% 0 -
+ -3 0 (%) f““o (x).

Linke Seile:

~N3 0% 6x2 0

n ox’ ()+M__o()+_0( ~l—(x2—n2)-2;150“(x>

2 2 2 g NvC
- —n—(n —x?) cos 5

Rechte Seite:
. o 7T g N7t
2x sin > -1 2n cos 5
Wir multiplizieren die ganze Gleichung mit n und dividieren
durch 2x, so dass wir erhallen:

o

ot d 2 . o 7T
a ¥ oAneo 9 2 Y Ay n 2 g n . _ g 7T
X 8){20 (\)+3k 8X0 (‘)+O(X)+(X n)O (x) n sin 5

Nnse 5 Nse N
4- n¥ gos® — — n® cos® —— - x wos® —
f 2 2 + 2
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Die O"-Funktion geniigl also der Differentialgleichung:

g N7C

0? 0
2 Qv 2 _ 2 _
(x Fpe {—Sxax—{-x (n 1))0 (x) = nsin 5
+xcos - (49)

Sie findet sich in dieser Form zuerst in der schon c:lllelten
Arbeit von L. Schlifli.'?)
Fiir ein gerades n wird 47:

(o2 F 1) 0= (1) ()

oder:
a n n 1 n _1 —I;
S0 S0 H—(l——x—-)ﬂ SE—
und fur ein ungerades n:
e P i n n—1
(x~a—x2—|—3xa—x—}—x2 —n® - 1)0 (x)=(—1)2 n
oder
n—1
n n ( - ) 0" () =(—1)7

Dnebe Futmeln stimmen iiberein mit den von Neumann aufge-
steliten.  Will man bei der Ableitung direkt von der Summenformel
fiir 0"(x) ausgehen, so kann man die Formeln (39) bis (43) zu
Hiilfe nehmen.

Es ist dann
(Xi n 4 1)<X —"‘(H—l)) 0 (X)»’—(xi_{ +1> n+1( )——O
9 u 0 ) ) .
55 079 B2 0"(0)~(n7-1) 0°(x) == — 2 §7(x) + n cos? 7

Nun erseize man darin S"(x) wieder durch die 0"(x)-Funklion :

0® n ; 0 n 2 n 1 nse
X2 5 0"x) -} 3x - 0"x) — (n°—1) 0°(x) =—x*0"(x) -} x cos* -~

-+ nsin? %‘f,
also wie frither:
6" ;
[ s - 6x S + x? — (n? — 1)] 0"(x) = x cos? ? —|— n sm2n—27€-

17y L. Schlifli. Mathem. Annalen III S. 137.
Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1454.




— 926

Ueber die Relationen zwischen den Funktionen $%(x) und 0"(x)
vergleiche die Arbeit von Dr. L. Crelier: Sur les fonctions Besséliennes
de deuxieme Espece S"(x) et 0" (x), erschicnen in den Mitteilungen
der Naturf.- Ges. Bern 1897, pag. 61—96. Seine dort aufgestellten For-
meln ergeben sich auch nach dieser Methode mitl Leichligkeit. Die
interessante Arbeil von Dr. L. Crelier wurde mir erst bekannt, als
der vorliegende Aufsalz bereils beendigl war.

4. Die Funktionen T°(x) und U" (x).

Die zu J" (x) Komplementire Funklion, welcher also von der-
selben Differcntialgleichung Geniige geleistel wird, ist definiert durch
die folgende Summenformel: '3)

A==n—1
ne oy 1 N ([]—-l___ 1)1 § X 2,—n
=== >_4 “7;—(7)
A=0
( >u+7i
A=0C .5
1 A\ 9 ‘ ]
T - (7Y M—JFT)»[“(% — A1) —A <n+z+1].(_30)

Dabei haben die von Gauss eingefiihrlen Symbole der Klammer
die Bedeutung:

A1) =) 1 | : |~fi~~ -+é
A@FH) =AW+ 1+ 5 +5+r+o g
wenn 6_0§XF\X) == _4(x) geselzt wird. Fiihrt man nun durch die

Selzung:
L5ty =87
1 1 |

g +gt t a5
das Zeichen S ein, so iiberzeugt man sich leicht von der Relalion:
1
— 4 (1) — A (n A1) = -2 4 (1) —2 Sﬁrr‘l-—ﬁ:
-1 (a2 1) — (1)

¥) Yergl. Anmerkung Seite 37.
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Die Definitionsgleichung nimmt daher die Gestalt an:
l=n-1

1N (—a—1)! 2e—n
K==  —r (z)
A=10

N ( N )n |-24
2 L\ 2
L2N Ly
7

= (—1 A Il)' l2L()g?—~-—2/I(1) ZSM—!—A

+ A (n+A4-1) — A (1—}-1)].
Zur AbKirzung seien nun die folgenden Funktionszeichen ein-
gefiihrt:
A=n—1

N ~ -—l—1) ' 2A—n
T (‘(} = — > (““?2“)

l>n__1

oo (;>|1+ 2
+ 0 gy [0y — G ey

- ( )114—2)
e = ('S H T (52)

2—0
Es wird nun die komplementire Funktion: !*)
n 2 X n 1 ll 1 n 2 n
K'(x) — — Log — J'(x) = T"(x) — -— I LY
(0) = Log 5 1) =—T"(x) — 5 — — T()
2 " 3
T A (1) 1 (x); (53)

. . . 2 ; . - i
dabei ist das konstante Glied — cos?® 902, das bei der S-Funktion auf-
7T e

tritt, vernachlissigl worden. K"(x) hingl aber mit 9" (x) durch die Glei-
chung zusammen : 2%)
1 —n
. J(x).
sin nzr (x)
Iis besteht also die ganze linke Seite nur aus Bessel'schen Funk-
tionen I'** Art, folglich muss es auch die rechte sein, und miissen sich

K" (\) = cotg nze J'(x) —

) Vergl. Anmerkung Seite 37.
20) Yergl, Anmerkung Scite 37.
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die neu eingefiihrten Funktionen T"(x) und U"(x) durch J-Funktionen
darstellen lassen; dies ist auch der Fall, und es sollen die beiden
neuen Funktionen im folgenden nach dieser Hinsicht untersucht werden.

Fiihrt man in den Ausdruck fir T"(x) die S-Funklion ein, in-
dem man in der ersten Summe A wieder von 0 an laufen lisst, und
bedenkt man ferner, dass

AFA41) = S n_lmb + (1)

AGF) = S+ A (D)

ist, so kann man nun T" (x) die Form geben:

Ai=n—1 0
i __@n N (n—l —1)' X ~—1
" (x) =8 (x) — T(E)
A=0
PR C )11—{»21
-+ ("_1) )«! (n +—/l)' [é H—-’—’/I S LS —I"J "'l—-ﬁ“COb ’2" (04)

A=0

oder durch Einfihrung eines weilern Zeichens:

— <_‘\_)u|~2)v _
T°(3) == 80— Rx) - (—1) l* —S 1]

aind A (n-[-A)! n 44 /
A=0 ‘
e 2 T (55)
n 2
wobei:

i=n—1 9
BR (n—A—1)1 [ x \**— 1 .
Ro= 3 () (56)

A=0

[Fiir jedes einigermassen grosse n kann das konstante Glied

2 o N7T o
Tcos > vernachlassigt werden.

K

0 1 _ ,
Wir beantworten nun die Frage: (x —&-F n) T (x) =1? Es ist

N7r

(x %Jr- n) S"(x) = x 8" (x) — 2 cos? g nach Formel (25) («)
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0 2 N7 o N7T
}(x 874"}_ n) o sty = 2 cos 5 5]
(x ;;_{_ n) R (x) = x R"7'(x), denn es ist: ()
Fag=1 2i—n
g u N (n—A—1)!
(ot “) He= % '(—“ﬁ““)“( ) [l

- e RGP D

Man ersetze darin A durch 21, dann wird:

A—n—2

(x 53} + ") R*(x) = x 2 %ﬂ ( 2 )a e

A=0

g .
— o

R™'(x) nach (56),

also ist (y) richtig. Ferner isl
i (_Xﬂ)n—%%
0 2 LA\ 2 | ,
(X ax L n) st = Al (n4-4)! [AS n--14 —= ]
P "¢ \nH-21-1
o N 2 (—2_> | 1 L1
=x > (=) [S S 7]

Al (n4-A—1)! n-}-Ai—1 o

P i)l1+?l_1
Y ) 2

-+ x (=1 Al m4-A—1)! (n+-4)

A=0
s )"
N i\ 2 | 1
= %(_1) Al (mA—1)! [‘5 nf-A—1 A T]
" ( X )n~|—21
i) 2 )

T @ = A ()

Jll (x)
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Werden nun () (8) (y) und (0) zusammengenommen, so folgl:

0 iy . oh—1 g 17T o /T n—1
(x ;Ji‘kn)l‘(x)_\s (x) — 2 cos 5 [- 2 cos 5 xR (x)

(‘ )n—l—?l—l
1 n
+X2( A1 (nf-A— 1)|[ - ]+2J(")

P ( )n+2/1 1
X n— n—1 W Y 1 < 1
- ()= R0 24( Z'(nH—l)‘ [ S n+i-1 —& 7[']

A=0

Nun ist aber nach (55):

l=

( X )114—2). -1
] 'é— i n+i—1
: [S ~82

n—1l,  an-—1 . n—1 L t i Tl
™ '(x)=8 @>[{(n|10(nluwkh! 2

2 g (n—1)7¢
e oS 5 (e)

Der obige Klammerausdruck entspricht dem Wert

und wird dieser Wert fiir die Klammer subslituiert, so ist dann:

nsr

(x (—%-]— n) T"(x) == x T (x) — ——sin® — +— 2 J" (x).

Fiur jedes elwas grissere n kann man aber sowohl in (b5) wie
in (¢) das konslante Glied vernachlissigen, dann fillt (3) weg und der

. . . . mn—1 .
fragliche Klammerausdruck entspricht dann einfach T" " (x), so dass die
Relation herans kommt:

(x ;; -+ n) ™ (x) = x T" 7" (x) — 2 cos? nn+ 21%x):  (B7)

8 h &
— — Sem— 1)
(x o n) T (x) ?
0 5 7 e
(x - n) S"(x) = — x §"*' - 2 cos? 9-25 nach (27);  («)

0
das konstante Glied Tcos2 1125 n (55) soll vernachlissigl werden.
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8 _
(X 5;-——— n) BH(X) — — X l{m}_l(X), (ﬁ)
denn es ist
A=n—1 51
0 " N (n—lﬁ-—l)' X 1
(‘( 4= n) R'(x)= N ( 5 ) [2).ﬁ—11—n]
i=0
l=n—1
. :S 2n_mv(x)%—n
= — ?/
A=
)—n 21—n—1
= — X 2 (n l)! ( >
A
A=—0

-

R* (x) nach (56);
also ist () richlig.

g
e S e

=0

- \n-}-24
_§O 1’*2@_) sL_o_g 11
B RV =AT) B S A B
e (x )1}«{-2},
( \ 2
— D=0
- 2GR
2 )" (x)
s (4 )nvf—2i+l
2 o1 1 "
=T | S = e o

() (3) und (y) addiert geben:

3 n n n
(xﬂ_ n)T (x) = — x 8" (x) 4 2 cos\z%T + xR ()

n4-24-4-1
( 2 ) [ .1

A (nd-2-41)! 5n+443

!

me( 1)

— S —i,—J——2.l"(_\)
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( )11—[—2}.+1
= —x{ 8" (x) — R (x) 2( 1) [S . Sq

A (20 "2+l A

1176

+ 2 cos? =" — 21" (x).

Nun ist wieder nach (55):

( )n+2l+1
T H(x)=8"t(x) —R" '(x) 4 2( IVS’ 1 —S%Z—]’

g M (n+A+1D) ! nt+2+1

cos? (n+21) 7T

wobei allerdings die Kkonstante Grosse vernach-

2
n--1
lissigt ist; der Wert von T (x) entspricht aber dem Ausdruck in
der Klammer, daher die Relation:

<x %— n) T (x) = — x T (x) + 2 cos? “?” — 21%(x). (58)
Die Addition von (57) und (b8) ergiebt:
a
2x - T"(x) = —x T (x) 4 x T"7'(x)
8
™ (x) — T (x) 2 5 T =0. (59)

Subtrahiert man (58) von (59), so bekomm( man:

2n T"(x) = x T"t(x) L x T"(x) — 4 cos? “”+ 417(x)

(%) -+ T (%) —% T"(x) ———é (0“2 - — TG )) - (60)

Zu der Differentialgleichung fiir T“ (x) gelangt man auf folgende
Weise :

(x —3‘?{ -+ n) (x 6%-—— u) T'(x) + (x %+ n) £ T (v
= 2n coszng — (x %4— n) 2 J"(x);
f (X)+X T (x) — n* T%(x) +x (X w of (= 1)) T (x)

= 2n cos? Eéz — 2x " (x).
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Nach (57) ist nun aber
(x ;—x + (- 1)) T"(x) == x T" (x) — 2 cos?
daher

o2 - 0 il 9 2\ it n+1 1
ale ()+\—l(‘()+(x —n)T'(x) = —2x (" (x)}] (x))

( 1) ﬂ:_'_ 9 Jn+1(X)’

i Jll
)
4-2x sm2 4—2 cos® 25

Also nimmt die gesuchte Differentialgleichung dle Form an:

(x) 4 x ;;—{ T" (x) - (x* — n*) T"(x) = 2x sin2n—27€

- 2n cos® 927—”—— in)"(x).  (61)

Auf idhnliche Weise lassen sich die Eigenschaften und die Diffe-
rentialgleichung fiir die U-Funklion ableiten. Nach Definition ist:

ALEEZ
()

U"(x) “Z( n—HuiT i Daraus ergibl sich:

( X )quu 1
0 . 1. 1 2
(xb—; —{—n) U (x):xz(—l) ‘Sn+).—1 2 —1)1

U (x)
n--21—1
G

+2( b n-4 A! (n4-4— 1)1
21 (x)

oder

(x 58; -+ n) U"(x) =x U""'(x) 4 2 J"(x). (62)

, . (X )n 21
9 N S Lo 1 2,
(s =) =3 Sezanrary

Man ersetze A durch (A1), dann wird:
Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1453.
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; ( " )n+za+1
0 o N, 1 2
) U (x) = — —1)" S
(x n) (x) X Z) (—1)

ox n-F44-1 Al (n-}4-}-1)!
U11+1 (X)
0 n
(x I n) U"(x) = — x U™ (x). : (63)
Die Addition von (62) und (63) liefert:
i 2 ,
n+1 M 1,00 e T e 2 .n ) )
U (x)—U"7(x) 42 oy U(x) < 1'(x); (64)
(63) von (62) sublrahiert gibt:
U (x) - U (x) — 2—;} U"(x) :% I (x). (65)

Aus (62) und (63) folgt ferner:

8 )a ng. 0 n—1, y ,6 n
(x b—;—-]« n (:\ &-—n) U™ (x) -—(x é)x—n)x U (x)_2(x a—x——n).] (x)

/s

0* d

x? S U ) 3 ) =020 0) 32U (0) = — 2x " (v)
2 02 d ) o n n--1
X~W+XR+X_H— U(x) =—2xJ " (x). (66)

Dies ist die Differentialgleichung, welcher die Funktion U"(x)
gentigt.

Durchgeht man die vorhandene Litteratur iiber Bessel’sche Funk-
tionen, so begegnet man noch verschiedenen Bezeichnungen; einzig

fiir die Bessel’sche Funktion erster Art J"(x) findet man iiberall das

nimliche Symbol.  Schon fiir die zur Funktion J"(x) komplementi-
ren Funktion ist das Funktionszeichen nicht immer das gleiche.

C. Neumann2) bestimmte die komplementire Funktion zu J°(x) und
bezeichnete sie mit Y° (x). Er fand:
Yo =L"()+E ();
dabei bedeuten:
Lo(x)=1°(x) log x
E0) =2 (70— 00 S0 )

) (i. Neumanu, Bessel’sche Fliﬂkii()ﬂﬁﬂ, § 17. Scite 41 u. ff.
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N oI" (x
Vermillelst der Relation J'T (x):—IXL ") — 8\'(\) gelangt er

dann in § 20 auf induktivem Wege zu der allgemeinen Funktion
Y"(x), indem er schreibt:

YO ) =L"(x)FE(v)

Y )=L"(x)}E'(x)

Y'(x) = L"(x) |- B (v),

wobei:
L) = 1"(x) log (x)
JO(\)
Lix) =— o T 1' (x) log x
A n! [o" )" on—! ik on—2 P
L) =— {?l' o T (n—1). 1! xn—1+(n—2)21'}\5¥—"§ +
9 Jn—l N
..... L - 3% log X
F T } 1" log %
o) 43t 61° 8 }
| s P 0 l_ R A I S
(x) Ko 45y =166 8.8
1 N, Y O 3 CANY ) &
B (x) = — ky J* - { — | — - —~}
() Gl i e Te8 810

n . n-L2) )"t (o gyt
E'(X) = —k,J -}-4 {( ' —_— S
®) 4% @nl2) T 4 @n b
patort oL
6 (2n-]-6) J
unter den Grossen K sind in diesen Formeln die Konslanlten zu ver-
stehen:

ko =
]{1-———1
1
kg o= 1 o
2 T 5

kn=1+—;—+_;_+%+....+%.

Einen Zusammenhang in geschlossener Form zwischen J'(x) und
Y" (x) konnte C. Neumann noch nicht geben.



— 36 —

L. Schlifli gibt fiir die komplementire Funktion die Formel:??)
lim 1

Y () =__ 5 "0 — (1) ) A (g 2T (1)) I'(x).

Wird der angedeutele Grenzprozess ausgefiihrt, so ist Y (x) de-
finiert durch:

A=n—1
- n 1 ) ﬂful——-l)] 5 \22—-n
Y (x) = logxl (X)mé \ —— __(2>
A=)

i ()z\?’(é 1 1)("1 "QY,

9 \ 9 ;.{..(4) T A A (n]-A)!
y 1 1
w0 ,5 *F _|_—-- - i = A (n-}-1) — I'' (1), wenn
J '“%é-_(.\_)w A (x) geselzl wird. L. Schlifli setzl dann weiler:
A<y
i O n—A—1 2.—n |
# =g (2) ——g SO
2=
A=n—1 21
0, 1  § (h—2i—-1)! -
H (,\)’:—~? _— o 2
220
n =% (—-1— X2>l
1 X j A 1 4 1 4:
+“z“(’§‘) i (*‘ n+r*57>mm“

e N TR Y

so dass nun ist:

Y'(x) = log x 1" (x) 4 G" (x) -+ H" (x) -} E" (x).

E"(x) hat dieselbe Bedeutung wie bei C. Neumann,

Spiter gibt L. Schlifli der komplementiren Funktion eine elwas

22) L. Schlifli, Mathem. Annalen Il S. 143.
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andere Form, zugleich mil einer anderen Bezeichnung.??) Er definiert
dieselbe durch:

1
Kll - t !’n . .
(x) Eotg Nz 4 (8 sin Ny

I (x).

Diese Formel wird fiir ein ganzzabliges n nur durch einen sich
zu denkenden Grenzprozess verstindlich. Wird darin n = n-}-¢ ge-
setzt, so resulliert zuerst:
lim 1

KH(XJ - e=0¢u

X)) — (=) IR

Wird dieser Greunzibergang ausgefiihrt, so erhill man die De-
finitionsformel (50), Seile 24. VYergleicht man nun aber diese Formel
(b0) resp. (b3):

L S

1 2 X . ) B 1
K(x).—_:;L()g 5 () |- p " (x) —

7r

~ T 2 m
S (v) — Y U™ (x)

L 0,
+— A () I()

mit der obigen fir Y"(x), so ergeben sich folgende Identititen:

D ER=—y S| S() =26 ()
by HN'(x)== —; I (x) ™) = 2 H'(yN)
¢) E'x)= —U"(x) U*(x) = —- E"(x)

B Y'(x)= %’7 K*(x)
+ (log 2— 1 (1)) 3" (x) K"(x) =%[Y“(X) — (log 2 -A(1))J“(x)].

Durch die lelzten Arbeiten von Prof. Dr. J. L. Graf, Dr. E. Gubler,
sind wohl die dlteren Bezeichnungen zu Grabe getragen, was im Inler-
esse der Linfachheit und Uebersichl nur zu begriissen ist.

Ein bestimmtes Integral®!) Lisst sich fir die T - Funktion da-

) 1. Scehldfli: Annali di Malematica: Serie I[v, tomo VI® pag. 17. Vergl.
die Bemerkung von E. Gubler, Ziivicher Vierteljahrsschrift XXX, Helt 2, 1888, in
der Arbeit betilelt: Die Darstellung der allgemeinen Bessel’sehen Funktionen
durch bestimmte Integrale.  Vergl. ferncr: J. H. Graf. Mathem. Annalen XLI,
Seite 136, Nole unten.

) J. H. Graf, Yorlesungen,
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durch herleiten, dass man die beiden Summen in Formel (51) zu ver-
einigen sucht, Zu dem Zwecke denke man sich in dem Ausdrucke:

X Il'l‘:ﬂ X ll+,‘2},
N2/ z)

Dy TS T D gy
statt. I"(A4 |- 1) geschrieben I'(A-|-1 |- &) und statt I"(n -|-1 - 1)
I'(n4-4-41—¢); ¢ bedeutet dabei ein Inkrement, das zum Verschwin-
den bestimmt ist. Nach Taylor ist nun aber:
1 o 1 1g (A1)
I'(A-F1+42) T A1) 1“(7 1-1)

und
1 L , A2 |- .

Farf2 [ 1—a " TaAa ) 7 T Al

der zweite Teil der T - Funktion st daher nichts andeleb als der

[¢]%) in der Entwicklung
 \n-p2
—1 )
Y (z)

I (AH-14¢) I'(n-}-A+1—¢)

Der crste Teil lisst sich auf dhnliche Weise ausdriicken. Man

erselze in
)n [-24
_._1\ e
(-

POFLL ) P41
A durch (2—n), wodurch man dafiir erhilt

Y 24—n
\
(—1’ ( )

I'(L}1—¢) F(/.—-n [ 1]¢)
Da nun aber 2—n negativ werden kann, s mullipliziere man
Ziahler und Nenner mit I'{(n—/4—¢) und wende den Salz an:

7T il siha e
I'a) I''l—-a) =—=— D - I
() I v sinaJr I'@) 1'(1—a) it
es st dann entsprechend:
i _ sin (A—n-}-1-4-8) 7
I'(A—n f1+4¢) '(n—~i—g) 7z
' sin &z &t
. | J 11+l__%__ 1 j—nt/t
(—1)h "= el
— — (-1 e

#) «[e] - Koillizient von ¢"».
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Auf diese Weise hat man also erhalten:
l—!l

/ 21—n 4 2i—n
( ;) I(n—i—e) (_; )
(—1n? , s £
" IMA+1-¢) I'(A—n—1+¢) I'(A+1—¢) I'n—A—¢) T'(A-n+1+¢)

2l—n
1“(n-—l—~a)( x )

2(4-—m)

— (—1 — &
D rofr-
Dies ist aber gleich dem Ausdrucke hinler dem Summenzeichen.
Die Laufzahl 4 ging von 4 >~--li da aber gesel,/t wurde :
A=—=4 —n,
SO IMUSS nun:
n—1
I~
> 2

und es ist daher:
Erster Teil = [¢] in der Enlwicklung

1 L)n}—‘zl
S A 2

—1 g
d— =D I (A-}1-}e) I'(n4+44-1—¢)
}.>_u_.1
Beide Teile lassen sich nun so /usammenfassen, dass man schrei-

ben Kkann:

T"(x) == [¢] in der Entwicklung

A=n—1 (\) 4
S (ﬁl)l I'(n}-24--1) 2 .
a— (A 19-¢) F(nf-if1—e) (n-}22)!

)>ﬂn_——1
Andererseits ist dann auch:

I'(n+422-4-1) (L2 o AL
F(l‘l*l*l*é‘) Iﬂ(ll—i»}\-]t—l—— T ‘)1/1, ti—H +é

Um darin den Coéffizient von & herauszustechen, denke man
sich (¢ entwickelt:
Tt = ¢ = 1-g Logle? ... ;
folglich ist:
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1 n}-22 dt
(] =5 ziﬁf(l—l—t) . Log t—t-

©

Man setze:
L= @ qi—=1c' %" 9idy,
d ei(?gﬁ»n) Ride .
TS e a;
— Logt = — i (2¢—m) = 2i ((p— %—)

e i) [ ) 1)
— € (9’ ”) 2 cob< —16—)

2

1-4-t

s T
1t =¢ (v—2) sin ¢.
Die Grenzen werden O und -z und daher wird das Integral:

w2 i (e— —’ﬂm) (n-4-21)

{ [v (—2i) (20) (Sﬂ—“‘) 2 ® s g

i 5 il (29—n)

‘o

2 " 7T i ( —1) (n 4 21) —ild (2o— n ~|—2£
— " 2
== (gﬂ 5 ) e (2 sin ¢)

a s 7t
. in (o— = 21

:i ((,o—- i) e (50 & ) (2 sin 90)”+2 d

17,

Es ist:

i T
— I — |
e 2= (—1) ,
damit vereinige man aus der Summenformel :
A casd 21
(—1) =) =—17;

der Ausdruck nimmt dann die Gestalt an:

2— (gpw— —) ing (—2i sing)' bRk

i7z J

und dieser Wert in der Summenformel eingeselzt, gibt:
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n-}24
(— 21smgo)+ (2>
d

T”(X)*—"%fn( —3 ) W> 20! &

0

Weil aber:
51 (“"”‘ sin 59) ]L - (—ix sin ¢

- (2T ’

so hat man das Resultat:

n J/ 3 . .
Tn( § 12” ( (90_ %) e—l(xsm ¢—ne) dgﬁ. (67)
0

Dem Integral lisst sich eine andere Geslalt geben, indem man
es zerreisst:

. i i _ T —1i (x sin ¢ —ng)
[l

0
-_1) ( ) —i(xsin ¢ —ng) dg

wobei n — gerade sein muss.

(—1) = e-«in
(__1)11 L e—~-inn:
daher :
m,oy 1 l " o\ —i(xsing—ng)
Tx= Lt ]‘f (97 2 ) ¢ dg
0
SR f Sp‘_ it -——i(x sin ¢ —n (p— 1)) dg.

Man substituiere: ¢ =— == — ¢; dann wird:

T (x )_ﬁlv{fo(_;i_ ) e_j(xsingo—ﬂ?l—{-mﬂ). — dg
7T
0
|- f (%’: '—Sp) e~—i(xsinga—ngo) ; — dgp

T

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1456.
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__i’ 3 (7—5" ei(xsinya—ﬂso)_ d
i | 2 — ¥ ¢

g
e -( - )
n —i(xsine—n
~=(—1) f 0 A P
9
1 L . .
L it iz —'IZ)
[ ()
wenn iz = 1 (X sin¢ — ng),
1 " o
= ey 9 -—99‘ 2isinz de,
0

N
- f (E — )sin (x sin g—ng) de. (68)
it i 2

0

T"(x) =

Als Integrationsweg kann ein Teil des Einheitskreises gewiahlt
werden ; dabei ist aber dann x<{1. Es sei nun:

1—x =r- e

Log (1—x) = Log r -} iw.
Bewegt sich x gegen die Peripherie, so mige © in
7 _ . O
w = ’"25’_ — @G und r in r =2 sin 9

iibergehen; dann wird fur diesen Grenzwert:

@ ir__(')
g 2 a

G , 6
— Log (1—x) = — Log 2 sin »mé)— i (.fr _ _)_)

Log (1 —x) == Log

2 2
Da x <1, so ist es erlaubt zu schreiben:

< A )
— Log (1—x) =-}- 2 —}w; x durch erselzt &'

e QuoshOfisinle
) —Z A

I

— Loug (1—x)

1

z@ < sin A
coSs +12 sin (9

1

g W/ VA




Also ist:

O 0sAO XY sin AO ) 0
Y Cos AG . QY sin o an 2 )iz 9],
Z—i—_ }—12———/1 — — Log (251n2) }—1(2 2)
1 1
O 008 A6 O\ N sinl6 ®
"y COs AL . 6 N Sin A6 7C 5

——mmEpE (e [J S = 5 el e I s |
S e 8): S
1 1
wobei x < 1.

Es ist also auch:

o sin 21
R N\ sin & ¢
A
1
Wird dies i Integral eingesetzl, so folgl:
Ar=00 p 7
U 1 : : -
A s B 2 sin (X sin ¢-—ng) sin 24¢ do.
T (x) ;1 - f @-—ng ¢ dg
== 0

Beriicksichtigt man aber, dass:
2 sin (x sin ¢ — ng) sin 24¢ == cos (x sin ¢— (n+}-22) ¢)
— ¢os (x sin ¢— (n—24) ¢),
so ergeben sich 2 Integrale:

l:m JL
a1l R “1 1 1 S 3 ’ A
" (x) = )—I - l”.{ cos (X sin ¢ — (n-}-22) ¢) do
= 0

1 it ‘
— __HJ cos (xsing— (1 —24) ¢) do-
7t
0

Nun geniigt aber die B - Funklion erster Art dem folgenden
Integrale :

L4
J"(x)=-;;— f cos (X sin ¢—ng) dg
‘U
und analog:

i
e 3)'“) — 1‘— {' cos (x sin p— (n4-24) ¢) dg
pad
%
) = -"1-_— f cos (x sin p— (n—22) ¢) de,
7t 4

¢
woraus nun die hiihsche Formel folgt:
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Jn—[—QA(X) L 111721 () V- (69)

n 1
)= >+

W]

Damit ist die in Anfange des Abschnilles gestellle Aufgabe, die
Funktion T»(x) durch Bessel’sche Funktionen erster Art darzustellen,
gelost,

Die Formel (67) liefert am einfachsten die folgenden Eigen-
schaften [fir die T-Funktion:

rl‘-kll (x) — (__ 1)1’1 rl‘n(x) ) (a)
T (x) ="T"(x) ()
T(x) =0, ()

Iis folgen dieselben, wenn auch weniger deutlich, direkt aus der
Summen- und Integralformel. Sie konnen in Verbindung mit der
Relation:

s L=t 2:‘ T(x) = é (cos‘3 %f — .l"(x)) 0)
umgekehrt dazu benutzt werden, die Entwicklung (69) herzuleilen.*?)
Die Zahl 1 geniigt bekanntlich der folgenden Entwicklung nach Bessel-

schen Funktionen ersler Art:

100 =00
N 2n ), N 90
e W = w2 N s @
o0 n=1
() lieferl fiir n == 0: |
rlxl + rl\f'l — % (1"—.'”);

ml 1 -
da aber T"=T ', su wird:

ot (1—;1“)
X /s

ey S (1—J”>.
X P

Setzt man darin den Wert von 1 aus (&) ein, so folgl:
=00

ml 2 0 N on 0
M= —1| _{_22 ()
n=1
N=0C0 .
4 n
'1‘1::--\; 2 (%), (70)
=1

) L.ﬁSchléiﬂi, Mathem. Aunnalen IIlI, Seite 145 und 146.



Nun ist aber:
Jn—}‘l _’_ Jnﬁrlzz_rl.]u
X

2 n 1 n+1 n—1
Er=—{) J
e rer)

X

2 m 1 2n--1 2n— 1)
e )
2n ( + Y,

X
eingeselzl:
=0 n=u0o
Tl_ 9 N 1 ( 2n -1 FJJI 1) (J2|1+1+J2n—1)_
T an T e M
n—=1 n=1
Mit Riicksicht darauf dass:
1211—1 . J1—21.n

wird endlich:

i 1 (J1+21 1—21)_ (71)

Aus den obigen Beuehungen folgt ferner, dass wenn man die
Entwicklung fortsetzt, die untersten Terme in der Summe wegfallen,
so dass z. B.

=00
i (A2 __ 22
=1
oder allgemein
l=Aoo
™ 2 i (Jn 424 L .111—21)_
i=1

Aus dieser Summenformel ergiebt sich auch das vorhin aufge-
stelite Integral fiir T"(x)*%), wenn man die entsprechenden Integral-
werthe von s (x) und J"_m(x) einselzt und ausmultipliziert.

Man findet:

21 2 O
o (x)—1"" '(x)_—_.w; f [cos (x sin ¢ — (n-}-24) ¢)

L ¥

0

— ¢08 (x sin g — (n—24) ¢)] dg

7
2 sin (X sin ¢—ng) sin 24¢] de.
el @l g

T
0

*6) L. Schliafli, Mathem. Annalen IlI, Seite 147.



Nun war aber

o0

Y Sin 2/:9?_7_5 _

P R

L

daher:
ri‘“(x)__g_ ”qin (x sin ——n‘ )(i—* ﬂ) d
— 751 : 90 gﬂ 9 9’/ 90?

: .

was Formel (68) ist.

Es bleibt uns noch iibrig, fiir die U-Funktion ein Integral®?) auf-
zustellen und eine Entwicklung nach Bessel’'schen Funktionen I'*** Art
zu finden. Aus der Formel

n 2 X 2 s | 1 = 1 2
AP el R B ] — YY) — = \
K'(x) [n Log 5 + A(l)] (%) == — I"(x) ST(x) g U™ (x)

folgt :
2 n 2 ( X | n - -
—_—— B P a —_— 7 =K —— T x)+— X).
ﬂU@%inJﬁ%Mg2+ﬂuO (0 ——T"(x) - 8"(x)
Werden fir die Ausdriicke rechts die entsprechenden Inlegrale
eingesetzt, so kann man schreiben:
L] U“(x)—,L—g— J" (@) Lo »L—[—/I(l) _L Zin (xsing-ng) d
7€ ' 7T €73 ' = ) SEsierie) fg
0 1

) ) ‘
L _1* {' C—X. ﬁllz (enz ——'— (—1)11 e—-nz) dZ

75‘ G

0

2 (. : 7T
— ﬁg.f sin (x sin ¢ —ng) <~2w —90) de
0

S -

I
1 (°° —
‘me o M (e — (—1)" e7) dy;

0 me—— - -

Iv

11

. n 2 o —xfjiny _—ny
I IV = (—1)" e e 7 4y
‘0

27) L. Schlifli, Mathem. Annalen IlI, Seite 147 unten.
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1 T
I 41 == [‘sm (xsing—ng)de — —; f‘sm (x sing— ngp)(—z-—gp) de
4

1 sin (x sin g—ng) dgpmlfsin (x sin ¢ —ng) dg
7T, 7r
0 0

g ("
-+ 3| sin (x sin ¢—ng) @dg.
7
0
Werden alle diese Werle eingesetzl, so entsteht:

2 n, 2 n X
_};U (x)+76 J (Lug §+A(1))

2 (.. w2 (77 —xfiny—ny
=— | sin(xsing—ne) edg—(—1) — e dy
n 7T
0

0
und daraus:

U'(x) = — 1"(x) (Log % - _4(1))

1 & . n —X y—
——- f sin (x sin ¢—ng) ¢de |- (—1) ¢ XML dy. (72)
0 ‘0
Die Formel (65) liefert successive die folgenden Beziehungen:2®)

fi == — U (x) = U"(x) — % 1°(x)

n=—1 U = U)o (1) U ) T )

n=—2 —Ux=—U0"@)-F —‘i— U %(x) — % 1% (x)
n=——3 U ) = — U2 (x)— f_ U3 (x) + _%. 175(x)

(—-1)' U (x) = — (1)U )+2 ( —1)U (x)
2

4—1
oder allgemein: —— I (x)
(—1)“ U_H(X) _ — (_1)11-—2 U—n-’rg(x) + 9 9:_1 ( 1)11— —n—|-2 (X)
_ 72(_ Jn——l(x)

*8) L. Schlifli, Mathem. Annalen II[, Seite 144.
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(—1)" U (@) = (=1)" " U 2 7 (- T U

= x)

X

1112

—UT) =U"(x) -2 “—;—1 U "(x) — (—1) "x).  (73)

Eine hiibsche Relation zwischen den Funktionen S"(x), T"(x) und
U" (x) lisst sich auf folgende Weise gewinnen:
Es ist

1 i 2

1N 2 X n., (At n n
K'(x) — — Log o 37 (x) =—— IM(x) — o S(x)— U (x)

7t
2 v
ebenso ist:

2

T = 8T — 2 U )

K "(x) — 4 Log —2~ I7'(x) =

- »7‘%— A (1) ().

Wird nun jedes Glied mit (—1)" multiplizierl, so kann man
schreiben:

1 2 £ m — 1 1 o c

e e 1)“;%« U'(x) — 72; A(1)1'(x). 3)

Addiert man («) und (3), so erhdlt man:

31 4 X 2 . w2
2K"(x) _7;1 (x)(Log%——A(l)):A;U (x)—(—1) ;U (x)

oder mit 2 dividierL:
1 n =T
K"(x) ———2— J (x)(Log 5 /1(1)): _Ty—U x) — (—DrU (x). (74)
Subtrahiert man dagegen (8) von (a), so erhill man:
2 n,, 2 n 2 n n 2 —n -
;T (x) — . S(x) - —;U () +(—1) 7—5U (x)=20

oder
rlﬂ](x) . Sll(x) — ]ll(x) . (—1)11 U'I'I(X). (75)
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Zur volistindigen Losung der gestelllen Aufgabe soll die U-
Funktion noch durch Bessel’sche Funktionen Ite* Art dargestellt werden.
Nach Definition ist:

( 1) ( )n~|—31
o1
U “g Mgy » n|i

wobei
1 1 1 1 1 1 1
szl‘l“?‘l——{;—‘l—j‘}"'"l—"'h"“—l‘m‘f“"'*f*m'

Mit einiger Geduld kann man eine Entwicklung nach Bessel’schen
Funktionen I'*r Art direkt ableiten. Es ist z. B.:

i 22
Uo:lio (=) (“}2{) g1

sl A AL e
4 x \6
—(1'1)' <2!2>|( ) (3?>(1F2Jr )
N
0T \1F2+3 F4)
(‘3’)10 1,1 1, 1
__5'!5!“(1+?+“3—“4+5)+"""
Nun ist:

o ()

JW—Z Al (242!
(7;)6 (; )8 (%YU ,
—

A==0
20!2!_1!31+2!4!_3!51+ i1 6!

) )

Wir suchen nun die Fakultiten in der Entwicklung fir U° (x)
in Einklang zu bringen mit denjenigen in J?(x) und schreiben zu
dem Zwecke:

Bern. Mitteil. 1898. Nr. 1457



e B s

X)ﬁ N\
G e

—_—_— 9] _
() or2r 2 T 8 21(,1+ 5

21 41 31 31

x\®
2 ) 81

51 1 i 1)
LTy 1'+?+?+T, s

i)

21 41
5) s/
9 /) 5/ 1 1 1
BT T(1+?+”§"+T>
"¢ \10
2 6 [ 1 i 1 1
T, 7 e g e gl
4] 6! 5(1+2+3 4'5)+
(X)4 (X)G
o2 2 1 2/ 4
=2Vt T T o 9
5 17 1
¢ i\ 1 5 5
RRETRGY T(“? ?4‘T)
(3)
2/ 9 /1 3 3
416! 5 ("é‘+‘4—+ 5>+ )
ferner ist:
3T E 8 G
N N\ 2 \2/) \e 2
J(")_?—d @i 0l & 1150 T ar el

(3)"

T T




daher

)= —2F 41—

G)°
2 59

ERETEA 200+_"'

6-1-22 x \6 x \3
G o 3) ()
P(x)= 2 ;g (24_2), — (()!22'! - 1!27!
=0 (i)lo
A

also:

). )
0N . g2 Ly 2 & 2 5
U)=—-2V0) + VO —grers 171

X)IO
9 8 59

/

21 81 3 200 +—

3) s

=—21(x) J()*—H-'(H—

11 71 48
’X>10
2/ 8,
218125
8424 8 10
1 — Al X X
o (5 (3)
T = 2 Al (8-44)! =orsr " irer T

=0

SaN

WMZ—%%HTN—#H)+W8——Tm?ﬂ~

10
__ 2 1 2 6 1 s, (?) 1
— 2 PO IO — 2P0 P
104-21 10
o™ ()
N \ 2 / 2 i

0 () — _ .
(x) % iraonr ol 101 1




Also : |
0°x) = — 2P (x) 4+ Ix) --%JG(X)JF%JS(X) —E g
U = — 2 () = 30 45 00— P+ 5 1)

1 1
— 1% o) (1)
Diese Reihe entspricht vollstindig der auf Seile 34 zilierlen

Entwicklung fir E’ (x). wie sie zuerst vou Neumann angegeben wurde.
Die elegante Reihe lisst sich auch in folgender Form schreiben:

0, (21 4J(x) 61°(x)  8Ix)
UO=—%1"%73 t 6 88

4*%%‘)“_4_...}. (77)

In gleicher Weise findet man durch successives Ausrechnen:

3 .. 5 5 7 - 9
Ul @) =100 — 5 I°0) 5 1) —5 () +55 ')

— 55 1%+

o 3.5 5Px . VX 91w
_M(X)_” 54 4.6 768 §.10
111%(x) l

Tt 9

Ebenso findet man:

9 4. J4x & 8y 10
PR =k ) —4| z.é\)_ 64 .(g)Jer‘_Jl(g) 1(;.] (x) o

I (4-2) PPx) (-4 I
U=k x4 2 (2n42) 4 (2nl| 4
(n-4-6) . (%) -
4 57 (211 I—b +} (79)
T - _1“"__ L .1 1 1
Dabei ist kn—xgn ——1+2+3 —}-‘1——;]— und da AS“E'

=0 ist fir n=20

, so hat die Formel auch fiir U°(x), also allge-



mein Giiltigkeit. Diese Formeln stimmen vollstindig {iberein mit denen
von C. Neumann,?®) die ich Seite 35 schon zitiert habe.
Die Koéffizienten kann man in 2 Teile zerlegen. So ist z. B.
in der Entwicklung fir U'(x):
3 1 5 3 2 1 4 3
—_ — (e —_— = § L
p=e tlh g =% T -1 t1oi o

Man kann daher schreiben:

U') = 31 () — 50) — 5 309 5 1) 5 °0) — 5 T0)
1 .
'.—— T J (X).
Nach der Relation J“(x) = (—1)" J7"(x) ist aber:
1 3 1 .5 .. 14
———2—J(x)_~~2—J *x); = () —gJ (x),-—4J(x)
dahiar . == I~ (x), ete.,
U () = 1) — ) + - I — 5 00 - — -

1 —3 1 —5 1 -
+‘“2*“J (x)~——3—J (X)—I—TJ (x) — +-

Oder als Summenforme] geschrieben:

A
U =309+ 2 (=1 A 2 E = s
I=1-1
Da die vonge Entwmklnng allgemein gilt, so hal auch diese all-
gemeine Gﬁltigkeit daher

X .
U (x )—2 () +—2n1—) ) 2 1 2. s1)
i=n+1
In dleser Form 1st d1e Entwicklung zuerst von L. Schlifli®°) fir
die E-Funktion aufgestellt worden.
Er ist dabei nicht auf diesem induktivem Wege vorgegangen,
sondern benuizte die Differentialgleichung als Ausgangspunkt.

Nach Gleichung (66) gilt:
62U (x) nt1
3 U() - () U () = — 2x ().

Sy as——

#¥) (. Neumann, Bessel’sche Funktionen, Seite 52.
80) L. Schlifli, Mathem. Annalen III, Seite 146.



Man setze nun:

U"(x) = 2 An IHE()

m=0

und substituiere diesen Wert in der Differentialgleichung; dann ist:
m=0oo
62 n+2m( ) 2 a Jn+2m(x)
2 Am + An X ox
m=() m==()
m=0co
+ 2 Am (x2—1®) I"F(x) = — 2x J"H(x).

n+2m

Nun geniigt aber dle Funkuon J"T(x) der Differentialgleichung:

'062 Jn+2m g a Jn-|—2m X)
Sl O R CFP

Wird das Summationszeichen vor die einzelnen Terme gesetzt
und die Glelchung von der obern subtrahiert, so folgt:

(m-4-2m)?) J*t*"(x) = 0.

2 A (4mn 4 4m?) JPT0(x) = — 2x I"t(x)

m=()
M=o

n{—l( )____..__4 2 m (n*m) A n+2m( )

m=1

'S m (n+m)

- 2 n--2m
m=1

A, lésst sich nun bestiminen, indem man die Entwicklung aus-
fihrt und beidseilig die gleich hohen Potenzen von x herausgreift.

X n+1
2

(3]

G

(n41)1 1! (“‘1‘2)'4 21 (a4-3)! —
n=0o X n+2m-1 x n+2m+3 -
N o (n+m) A (?) | (—2~)
]fl “p2m " (4-2m1)! 1! (nf2m}-2) S
oo — % n+-2m—1 ” n+2m-4-1 =
ST A
e | - n42m Am (m4-2n—1)! 1! (n4-2m)! +—




Daraus folgt nun
n-42m

An =(—1) m (n-m)

Wird dieser Wert in der Setzung fiir U"(x) substituiert, so hat

man endlich:
m=co

U =A P4 N (1) L2 grieny
m=1

m (n-+m)

Ao ergiebt sich aus der urspriinglichen Summenformel fiir U"(x):

n+4-24
S ot (B
n N 2
U"(x) = 2 (—1) S— -

1
T4 A (nfA)!

A=)
A=n
=2
T s )
i=1
Man hat demnach:
A=n
1 l]+2}n 11-}-21
1, 2 1 ).
E O+ 2 D g W
n=1
A=n A=00 i
1 nt22 1 n—|—2).
—EﬁuwZ(—lﬂ—ﬁ(wZ(wJ ®.
i=1 =1
In der zweilen Qumme setze man A =— A —n, dann wird:
A=n A=—0c0
n 1 ( 1 n424 n— 2).
UU—Z J(>+2 ! *()+2 o
i=1 =n-+41 '

was die For'mel (81) 1st.
L. Schlifli ®') hat iibrigens noch einen andern direkten Weg an-

gegeben, um sowohl die Funktion T™(x) als auch U"(x) nach Bessel'-
schen Funklionen erster Arl zu entwickeln.

31) L. Schldfli, Mathem. Annalen Il 5. 146.
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Errata.
4. Zeile‘ von unlen soll es heissen 0° stall 02
4, 3. » » n L] » » O » —g-.
. XZ XS
5, 11. = " » oo » C. Neumann statt G. N.
20, 2. » » » heissl der Faktor (24—n—1) statt (24—n).
22, 1. » » oben » » Exponent 2.—n—2 statt
2A—n—1.
. n-|1
22, 3. » » » muss das 7z am Schluss bei cos®——— stehen.
9 .
" 2n
23, 8. » »  » am Schluss slehen Jrrm\j—()“(x) statt

2n

23, bei Formel 47 selze man S"—!(x) slalt S»—I.
25, 6. Zeile von oben lies 49 statt 47.

n

25, 7. » » »  streiche man (—1)-2_ und lasse am Schlusse
bei dem x die Klammern weg.
256, 9. » » » selze man 1 statt (—1)2-
95 13.) * » > lasse (—1) 2 weg!
1 : i—1.
30, 7. o> » »  selze man Sm statt Sn+
30, 8. » » » - statt ==.
32, 8. » » unten, (57.) statt (59.)
33, 2. » »  oben, cos? @j——l)ﬁstatt 0052(11;21)75.
38‘, 2. » unten zuletzt, — stall —,
38, Anmerkung, = stalt —.
39, 5
39, 8. ; n-41 n—
39. 11. Zeile von oben, o stalt ——
39, 14.
42, 8. Zeile von unlen, 0 — w_ e stall © —=—— @.
2 2 2
44, 8. » oben, T1(x) statt Tn(x),
45, » » »  lies statt des 2%n Jntl(x) Ja—1(x),

2.
45, 8.

»

e

streiche A.
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