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L. Crelier.

Sur la fdnetion Bessélienne
de II* espéce Sw.

(Eingereicht im Dezember 1896.)

L’étude de la fonction:
N

] x‘——y.._.x_
e (x—y)s ds
X—Yy .

0

conduit a la formule connue:

OO N

1 0 1 i T——xs n n -

= g+ 2 I(v) f e (1" (1) ) ds¥)
‘0

, 1 1 g n : :

o 8= 5 (l —4 ) I(y) et J(y) sont des fonctions Besséliennes
de 1™ espéce.
L’intégrale:
N
f e ™ (1" -} (—1)" t™) ds

0

*) Mathem. Annalen, III, p. 138.




_—

n
représenie la fonclion O(x)*), une des intégrales Besséliennes de 2me
espece. Mise en sommation, elle devient:

n--1
;‘<”2F

0(x) = 2 % Q:%_Ij)_’ (_2_)n+1_2;

A=0 X

telte formule élégante a éLé introduite dans le calcul par
M. Neumann, en partant de l'intégrale précédente.

Dans notre thése de docloral, nous avons présenté un nouveau
développement de cetle formule par sommation.

En appliquant la formule de P'intégralion par parties,

fudv = uv — fvdu,

on peul écrire:
7T N
0(x) = ’*‘x”?" Q"—\ f o (4 — (—1)" r““)—dti**)

e
1

n
La nouvelle intégrale représente la fonction S(x), fonction
Bessélienne de 2™¢ espéce. Pour en oblenir la formule par sommation,

It
on I'a simplement comparée & O(x) et 'on a déduit la nouvelle forme.

Mais, nous ferons remarquer que l'intégrale

N

f T (1“ 1y t—n) i (1)

1
soumise a un mode de représentation analogue & celui que nous avons
employe pour

N

z :
f e (t“ + (—1)° t_“) ds,
0

et traitée ensuile par la théorie des fractions continues, est susceptible

d’un développement particulier en une formule par sommation. Dans

le travail ci-dessous, nous nous proposons de développer celle irans-
formation.

*) C. Neumann, Bessel’'sche Funktionen, p. 9.
**) C. Neumann, Bessel’sche Funktionen.
**%) Voir: L. Crelier «These de doctorat».



Posons:

Yoyons ce devient le produil
1 n n ,—
ZSTn:——-(l—— T) (" — (=" ™)

23 rrn — l,n-}*l . tn—l___ (_1)1‘1 twl]-‘—l _{_‘ (ml)n L.—fn._ﬂl

| _—

—

I. 1I. 11T,

Les parties I et TII donnent: t"*' | (—1)" (@D
P tn-}-l _(— l)ll‘l-l tm(n—}—l)

— Tn+1

La partie Il donne: — ("7' — (— )" (7" !
e ln*l + (_ 1)11—1 t*‘(nwl

= == Tn—-l'
Donce

98 Ty = Tayp1-— Tnor; (2.)

_I..ﬂjf_l_ — 98 - _ilill —1

Tn T n

= 2s -} 1
d
Tn—l

Mais on a aussi
ZS ’[‘n.._._.l - Tn"— Tn__2,

Ta L
el =28 '
Tn—l + Tn—-—l

Tn—2

en appliquant la formule de récurrence (2) i ce nouveau quotient, et
en continuant Je développemenl on arrivera a:



Tot1 = 98 - 1
T, 2s -} 35 1 |
2s 4 ¢
: 1
+ T
T,

Ty =12 — (— )21 2 =¢?— L
.

T1=t~——(——1)1t_1=t+%

T, =1 (4T =Y (t— 1)

Ty -1t (L4179
= 28s.
Donc
Tn-i-l " 1
I T ;;4_ 1
2s 4
1
2s

C’esl une fraction continue & n quotienls incomplets égaux Llous
a 2s.

D’aprés les théories et nolalions de M. le Prof. Dr. J. H. Graf*),
nous €crivons :

n termes
T, [ 25, 25, ....... 25 |
TJ‘:l: [2s,2s,...... 25 | (3.)

n — 1 termes

Le numérateur a n termes el le dénominateur n — 1 lermes
et celte fraction est la n® réduile de la fraclion conlinue précédente.
C’est donc sa valeur méme.

*) Yoir: «J. H. Graf. — Relations entre la fonction Bessélienne de 1v¢
espéce et une fraction continuer. '
«Annali di Matematica». Milan, 1895, et notre thése.



Rappelons:
t',1(a,h)=[a,a+h,a+2b,..........,a—{—(n——l)b]
A<n;—](
S n—»a
= > ( A )(a+;.b)(a+(z+1)b)
A=0
...... (a--m-—-24A—1)b)
En posant

a=—2selb=0
nous aurons

A<n21 l
R n— ;
fll (2890): Z ( l ) (2 S)n-QA (4-)
A=0
et f,(2s,0) = [25, 2s, 2s, ...., 28]

n termes

Appliquons i la formule (3), nous aurons

Tn+1 rn (2 5, O)

— 5.
Tn fn-r-l(gsa 0) ( )

De cetie proportion, nous pouvons conclure que le dénominateur
Tn esl égal au dénominateur f,_1 (25, 0), & une constanle preés.

Donc T, = Const. f, 1 (2s,0)
Pour délerminer C, faisons n = 2, d’ou

Ty = C. [, (25, 0)

Mais Ty =1 — 177
el fi (25,0)=2s =1 — 17"
Do P — 1T =¢C.(1—1t7")
C=(+ 1)
Donc:
To= (4 17" fa_y(2s, 0) (6.)
Reportons nous a la valeur de l'intégrale (1)
Ll
fxe““( = (— D" %: S" ().

1
Bern. Mitteil. 1897. Nr. 1444.



Nous pouvons 1'écrire :
N
X

s“(x)=f & T i‘t—t

1
En introduisant la valeur (6) on oblient:

N
8" (x) = f %) (t+—%—) fnml(ZS,O)%i

1

1
N
P T b
= e 2 t —t—fnw1(23,0) dt
1
N

s” (x) =f;e—%(‘——1") (1 +712—> fa_1 (2s,0)dt. (7))

Reprenons
(-
t
1

La différentiation donne :

w
|
ro| =

2ds=dt(1—[—%§.

En substituant la variable s, dans (7) la limite inférieure devient

1 1
.S“‘z‘(t—‘r)
_1

s = 0.

La limile supérieure reste tres grande, voisine de linfini; on
écrit :

le

S (x) =2 f e fn_y (2s,0) ds. (7bis)
!



Substiluons ici la valear (4) pour f,_; (2s,0). Nous aurons:

e P <y
s" (%) =2J g 2 (n*;“}“)zs“"l‘”
0 A=0

Faisons passer les lermes indépendants de devant le signe

f el développons

<5 A
noo (n—1— X ks (gaR—1—2L o
S=2 ¥ r—epr | 7@ as;
A=0 0
1
posons Xs —=u;ds = < du:

<z 1—24

n L - (l’l—l-—l)' gh—a— 1 X _u n—1—24

S (x)=2 2 T —1—2hl i1l x e u du
l=0

0

8" (x)—Kw% (n—1—M1 (2 \"* o "2y, (8))
T M —1—20)!\ x : wx 2
A=0 0

Mais les fonctions Eulériennes donnent:
N
f gty = Lo 2py=(@m—1—24)!

0

En introduisant dans (8), il reste:

n

1

» S iy 1 —Jgf 3 R
S (x):E T (-——) (9.)

X

A=0
Cette formule (9) est identique & la formule par sommation
déduite d’une comparaison enire les deux fonclions

0" (x) et 8™ (x).



s B e

Sur Ia somme S™T1(x) - S™ ' (x) et sur la différence

S '(x) — ST (x).

L.
Rappelons la formule
N ' H
0 K] == f e My (25,0) ds [ e 028, 0)ds )
‘0 0

N
:f i {s fo_1 (25,0) = fh_a (25, 0)} ds
(8]

et la formule (7"%) du paragraphe précédent
N

S" (x) = 2 f e L (25, 0).

0

Changeons n en n — 1 et en n - 7/ dans celle derniere formule.
Nous aurons alors:

o
Sn+1 (\) — [‘ Q— X8 fn (29‘5 0) ds
‘0
N
Sn»—l (\) — 9 [' e f (2 S, 0) ds.
0

Si nous tenons compte de la relation (4) du travail précité de
M. le Prof. J. H. Graf nous auroens:

[ (25,0) = 25 fu_1 (25,0) - fn_2 (25, 0).

. 11 .
Introduisons celte valeur dans ™" (x) et celle formule deviendra:
N

gntit (x) = 2 f @ —X8 {23 fa_1 (28, 0) - fh_» (25, O)] ds

0

*) Ls. Crelier : Sur quelques proprictés des fonetions Besscliennes «Annali
di Matematica» tome 24 (1896) (§ VI, formule 7.)



ou
B N

S' T (\)=4 f e*““sf,,__l(2s,0)(ls~}—2f e=*f,_5(25,0) ds. (c).
% O
N
D’autre part S" 1 (x) == 2 f e~ f, 4 (2s,0)ds,
L 8
Q

’addition donne alors:

N
S"TU(x) 4+ 8t (x) =4 xe—-‘msf 2s, 0) ds
h - == ll—l(SJ )(b+
4]
E
4 [‘ @—Xs f11—2 (2S: O) ds

0

e i f(, {sfn_l(2s,0)+[',,_3(23,0)}ds.

L}
Comparé avec la valeur de 0" (x), ce résullat s’éerit:

"L (x) 4+ §"TH(x) = 4 0" (x). (1.)

11

n+1

La valeur («) de S (x) peul aussi s’écrire :

N
x
sn-}1 —— A —1
S"H (x) = 4 e x5 f,_; (25,0) - 8" (x)
‘0
y v n—1 , ’ fg . 4
IFaisons passer 8" 77 (x) de l'autre coté du signe égal el nous aurons:

N

X
ST () — s () = f e 3 f, 1 (25,0)ds. ().
0
Le membre de droite de cetle nouvelle relation n’est autre chose

que la I** inlégrale dans le développement de 0" (x).



= B =

La formule (6) de la 1™ parlie:
Ta = (Lt +t7%) fa_1 (25, 0), donne :
—_ (_ 1‘)n l*—n I.

‘n__]_ (2 S, 0) == Tn

1 _*____1_“.‘
t -1 o+

Introduisons cetle valeur dans la relation (B); celle-ci deviendra

N
Sn+1 ()\) ) Sn*’]L (X) —— ¥ 4 fx e ‘t_—iTSlTl} {l-“ = (—-— 1)“ l._—n} dS;

[

nous avons eu s == -;— (t — t_l)

1 1
winmd(is L) u

En subslituant ces valeurs dans l'intégrale ci-dessus, la nouvelle
variable devient t, et la limile inférieure

s = 0 donne 0 = %(t —t=h
dou Lt = 1
La limite inférieure est 1, et la formule précédente s"éerit:
N

S““(x)-s““l(x)=f e (——-—{'jr::i) (1 +1=?)
1

{r —(—1p 1=} @

ou
il
X

S"F(x) — S T (x) = f e (t—t ) {m — (— 1 (=]

1

dt
T (7)-

La valeur de S* (x) nous a donné:

i
X
8" (x) =f e ("= (— 1" T ——dtt *)
1
1

avec 8 = - (t — t—1) comme plus haut.

*) Neumann, Bessel’sche Funktionen. (Leipzig, 1867.)
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En différentiant suivant X, nous aurons
N

JSH(X)_ * d — X8 n_ n . —n di
T_f A Dl b

1

t

N
:f e—’“’(~—~»s){l,'1 — (= " t—“} E:—
1

N
:ﬁ_;_ f o8 (t . t——l) (tn 1) l—n) dl
“

t
D’ou _
N
* — X8 —1 n . n,—n ﬁ_ GSn(x)
f_e (t—t7) ("= (= D't )t_—z—-‘“—-_
1

Introduite dans (y) celle valeur nous conduit & I'intéressante
relation

§:F (x) — 8" ' () = — 2 IS

dx
(que 'on peul aussi écrire

n— n 68“
") — 8" (x) =2 ==, (2.

Ces formules (1) et (2) sonl déji connues mais en déduction
de raisonnements tout a fait différents.

IiL.
st _
La valeur 3x a laquelle nous venons d-arriver, peul donc
s’écrire : |
N
6811 X
S Zf e~ * s fu_1(2s, 0) ds.

0
en remontant a la formule (8) dont nous sommes partis.

(8.)



— 79

Le développement par sommalion de celle intégrale, nous est
connu et donne:

N o<t
x 1 (n 1 /'L) 9\n+1-24
e~ s f,_1(25.0) ds_s (n —?l)( )
< :
Donc:
1<P_
8" (x) 1N (h—1—! oy [ 2V ()
T T2 il n—22 A '
=

Nous ferons remarquer que cette valeur (4) peut aussi s’écrire
directement en différentiant suivant x:

25

S™ (x) = 2 (n-—l_l)' (_x_)n—‘ll.

A=0

(Cest la formule (9) de la premiére partie de celle nole.)

n
En tenant compte de la valeur (3) pour a0 ot de celle de

0" (x):

-

Unx:f QX8 bfn—1(25 U)dg—’—f‘ 2(25, U)dh‘,

0

xi'?‘

N
.1 ¥z
- = — 2 f e~ s f, 1 (2s, 0) ds,
ox .
0
N
S§" — 2 ‘ e~ f,_ (2s,0) ds, nous aurons:
i
1 08"
Ny — __L‘n X) — - 5.
0" () = 5 8" () — 5 5 (5)



— e
Si nous considérons les deux relations (1) et (2)
" (x) 4 87T (x) =
asn
11—-1 n1
() — 8" () = 2 5

par addition, elles donnent une valeur de O® (x) identique & (H) celle

donnée plus haut, soit:
' 6‘
On (X) W(Sn_l( S )
par soustraction, elles donnenl encore
n 1 yn-41 an v
= — 6.
0" (x) 2{ ()+a‘} (6)
IV.

Revenons & la formule modifiée de («) au § I
N

Sn-i—l (‘) s J {‘ e—Xs g fn—l (23’ 0) d5 + Sn—l (\)

0
N
et 4 (f): 8" (x) — 8" (x) =4 e—> sf,_1 (25, 0) ds
f

3
0

et éludions l'intégrale qui forme Ie membre de droite.

Nous connaissons :

fn—l = 25 fn~2 — fu—-B-
Celte nouvelle valeur nous permet décrire:
I:I_ N
aSn x ' "y s
~— 2 e ::4f e s [, 1 (2s, 0)(15::4[ e
NG ‘0
s (25 a2 (25,0) + I, _5 @5, 0)) ds
N N
— § [ e 5% f,_» (25, 0) ds + 4 f e s fug (28, 0) ds.
[ ] t()

0

Bcrn.‘Mittcil. 1897. Nr. 1445.
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La derniére parlie est égale &

n—2
_ g %
ox
Yoyons ce que donne la I* parlie:
i
prenons §i~ = — 2f e~ sy 1 (2s, 0) ds
0

et différentions encore une fois suivant x. On peut le faire sans
remplacer s par sa valeur en fonclion de t. Nous oblenons

N
2an X
oS [T gt es 00
dx~
0
N
= -} 2 f‘ e~ s f, 1 (2s, 0) ds.
i

Avec n changé en n — 1, nous avons:
N

= f e—x 8% fr_» (25,0) ds. (7.)

0

()-2811—1
ox?

Nous avons alors;

6Sn ().ESn—ml an—z
—_ - =4 -2 —
0x 4 0x? Jx ot
asn azsn—-l (SSII'—':'
- ox g ox2 dx (8.)
En traitant de méme la formule :
§_. 5
a n—2 b.4 . '
- ——(Sax :2f e ssfn_g (26,0) dS,
0
Lous. aurons: asn——2 B 62511—3 3 SuﬁJ
U BiIs === = A=y iz
Nous écrivons la nouvelle relation :
9 8n? a8 g2sn ! .
= 92 ] (8b13)

Jdx T 9x Jdx?2
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Cette formule, donnant la différence de deux dérivées simples,
prouve que la relation S22 — §o =— 2,9 S»—1 est aussi valable
quand on en prend la dérivée par rapport a x.

Remplacons ensuite dans (8) la derniére dérivée simple par une
dérivée seconde suivant (8)Y®* et nous aurons:
aSn 32Sn—1 a_gsll— a?.s n—5

_ — 2 —_— e — . ——— e e e e e e . »

X 0x2 T dx2 + dx2 t
arrélons nous aux termes en S° ou S! dont les valeurs sonl (rés
simples, afin de ne pas arriver aux fonctions S (x) 4 indices négalifs.

0 S" (x)
d X

ou la premiére dérivée de $” (x) apparait clairement comme

une sommation des deuxiémes dérivées de fonclions S ().

Pour développer cette sommation nous considérerons 2 cas avec
n pair ou avec n impair.

I. cas. n pair. On a dans ce cas:

asn 628 n—1 828 n—3 ’ azsl BSU
o T P Tae T T T T T e
08> _, s’ as'
Gar — =5y = ox  dx
~ 0
0 . pS
S” (x) =0, 5 = 0
n étant diminué de 1, 3, 5 elc., les indices des 2™ dérivées sont
des nombres impairs; le dernier est donc 1 et le premier n — 1.
Nous pouvons alors écrire:
-2
9 8™ 0° s""+1
= — 2 S (9.)

11¢ cas. n impair. Ici, les mdl(,es des deuxiémes dérivées sont
des nombres pairs et comme

— — 42 0% 5 .
dx I B
nous pourrons écrire notre série sous la forme:
08" o2 gnt g% gu—3 022 58!
e B o = s 5
dx S 0 x2 + Ix2 I -+ 32 == ax
a 41
St =2 — o1, 08 e 2

X dx x?
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D’ou
n—1
6 Sn % 82 Sz)- (X) | 1 l (bis
—5;‘='2{>1-4—W“TF] (")

Les formules (9) et (9M¢) nous donnent le développement chercheé.

En posant dans (9) n = 2 p et n = 2 p— 1 dans 9" et en
additionnant nous obliendrons

5 S‘.’p o S?p—l 82821)——1 828‘.1»—2
e o — 9 o e s m e 2 0 s
dx dx dx* g x=
PERE 21 .
L A ol R N
T g x2 + ox2 T‘\.g
p=2p—1
8" g st ‘ N s 1|
o T ooy T T A e T

Nous arrivons de celle facon a la somme de dérivées premicres
de fonclions consécutives.

we reésullat se présenterail sous la meéme forme en prenant
n=2p-—+1avec n=2p.

Done:
A=—n -1 )
o 8™ as‘”) B . N 07 st
Jx dx - T 2 T i'-i d\>

Les formules (9) et (9"*) peuvenl se réunir en une scule de la
forme

-
gl
. L 2 9
1 k" b1). sSin 5 O 02 gn (‘_’;.ﬂ}-ll(\)
SO L - ) 8 i OF
2 X2 Pl dx?
0
2811——1
Car 4 ¢tantl Lloujours entlier on a, a la limite inférieure: U
. Ly
9 9
o . 0 §° . a° st _
el a la limite supérieure ——— avec n impair, ou - .-, avec n pair;

Jx?2 ox?



; 2n7r
sin®— .
. sin® pm .
en outre ———, donne avec n pair — == 0 el avec n impair
via
n 2
sin® (2 1) —
( p + ) 2 (*__ﬁ 1)213 1
\2 T x? T ox?’

La relation (11) établit ainsi la valeur d'une dérivée simple en
fonction des derivees secondes des fonctions d’indices inférieurs.

Y.
n—1 n+1 o 8n

D’un autre coté nous connaissons la formule S Sy == 2 =3

cetle formule est donc égale i

n—1

, N7 Al 5

sin ? —
. ags1h~(2l+l) N
‘n-H (\) — 4 *’*"*7,j~ + S _ ( )
% P ox*®
A=0
(12.)
On peul aussi écrire
L 2 as" _
. n-j-1 n—1 . <.
S (x E ST (x);

nous savons (uc cetle formule est géncrale; elle nous condoira donc
a la somme d'une suite de dérivées premicres pour la valeur d’une
fonetion simple S (x).  Soit:

9 8 n (\) 9 agn—z (\) 6Sn~—4 (X)

4 20 RS

Pour former celle suile en une sommation i lerme géndral,
nous considérerons 2 cas, un avec n pair el un avec n impair.

— §" (x) =

I cas: n pair. Le dernier terme sera de la forme

2 087 (x) LA . - 2
T——S(x)_—s(x).b(x)-—:-
PDonec on aura:
N . 9 21
L 22 = (* (13.)

X



II™ cas. n impair. La somme devra s’arréler ici a

2 48! (x)

S—— — 8 (x).

Faisons remaquer que nous ne prolongeons pas nos sommes plus
loin, simplement pour ne pas oblenir de lermes négalifs.

Notre second cas donnera

. 2 8™ (x 2 as“‘2 X 2 48 (x)
gy = 202 0 LUNBRIE 1. dL
80 (x) = 0.
Donc 1—_-“_;1 21
5 d3 (x) .
o S £ (X) = 9 2 ——éx—_ -(Igbxs)

0

Nous avons obtenu de cette facon les deux sommations pour les
fonctions S™ (x), suivant qu’elles sont paires ou impaires.

Prenons maintenant deux fonctions consécutives n et n — 1 et for-

mons la suile des dérivées premieres correspondantes. Quelle que soit leur
~n—1 1

: . .. d8 :
parité, Ia 1™ des dérivées sera TR la derméreﬂ et le dernier terme

2 , ‘
delasomme:—-x—, car nous avons 2 fonctions dont une paire et une

y . : . . 2
impaire, el la fonction paire finit avec — <

n o8t 268" (3
(8" (x) 48" () = 225 1) B0 (O
2681(1\) 2

_+_ —75 —

X

A=n—1

i
8" (x) + 8" l(x)__}_m__zg 98 (x)

(14.)

Cetlte formule présente une harmonie parfaile avec la formule (10)
a2 8t
0x

(9) et (9)bis,

en

de méme que les formules (13) et (13)"s avec les formules



Les formules (13) et (13)Ys peuvent aussi se grouper en une
seule sommation qui sera:

I 2 g8n—@A+D ( -
—5vw=—-= 4 3 @) 15)

La limite supérieure donnera suivant que n sera pair ou impair
dS! ou d5% et la limite inférieure donnera toujours odS™1,

Développons maintenant S* (x) sous une double sommation de
dérivées secondes. Nous considérons encore 2 cas avant de prendre
le cas géneral.

I cas. n pair.

La relation (13"*) nous donne:
sl 1 pg
Sn (‘()2—-—2 2 as (X)

Les fonctions dont on doit prendre les dérivées premiéres sont
les fonclions impaires inférieures i n.

La relation (9*) nous donne pour ce cas:

n—1 =]
8" (x) " 2 02 S“(x) 1
ox dl T ax® i
~u=42 :
8 | et 1
0 x o dx2 x2
L u=1

Donc chaque terme de S™(x) étant une sommation, S (x) sera la
sommation de ces sommations.

S“(x)=—22—2(2+%)

Chaque terme dans la sommation étant affecté du facteur — 2,
celui-ci peut passer devant el Von a

5 (%) = 42(‘-—1— 12>



1 . : : ;
Le terme - est pris antant de fois que la grande sommaltion

<

comporte de termes, car toutes les dérivées qui forment cetle grande

. . 1
sommation sont une autre sommation plus =

n—2 1 n
On a 5 -1 ou »2— termes et — T @ T gy
Donc: 2o
5 2n 8482” (x)
ST =g +42 — o - W89
u—l
[r"e cas. n impair.
g Bl
= ”
gll ) 2 2 8 SH
\E X dx
A==1
donne la valeur de S pour notre cas:
Ensuite 5 g2 ; ‘ui—l 5P e
ax ax?
u=0
Ce qui nous permel d'écrire directement
Ll-l——l
v I 3282‘u+1
-t Y S
u=0

Pour établir une formule générale, considérons les deux formules
relatives &4 S™ et ¢ S™ obtenues aux numéros (11) et (15). Soit

n-—-1

ns Yol P
2 sm2 <7

n—(2A+1)
Sn(X) — _ 9 2 S ()\)

dans (11) remplacons n par n — 2 4 — 1, nous aurons

- . }n“ (n 22; 1)“ y<—-l = L ,
a8 A1 (y) i 2 828“ —HHx)
R— -+ 2 =

g X ) &




— 81 —

Introduite dans la 1° sommation, celie valeur nous donne, en

v mw
lenant compte de ce que la valeur sin® (n—2l—1)—2— s'annule pour
n ampair, el encore de ce (que, (quand »n est pair, la 1° somme com-

n
porte o fermes:

n—1
<—-—(A+1)
2 sin?

) i ”?" sin®(n—1) = o 2 zaasn-u 2u—2
()= 45 e i

D
A =0  u=0

Telle sera notre formule générale pour S"(x), » étant pair on
impair.

“Sur la somme O"t'(x) 4 O"'(x) et la
différence O"—'(x) — O"t'(x).

I

La relation (1) dans le chapiltre précédent donne:
40" (x) = $™2(x) - 8" (%)
ou 40" (x) =8"(x)  + S"x)
L’addition nous améne &
4 (0"(x) + 0" (W) = S™P(x) 4 2 8"(x) + 8" (x).

En introduisant la valeur de S"(x):
N

7
S(x) =2 f e ™ _ (2s,0)ds
0

dans les diverses fonctions S, nous obtenons:
N

£ (0™ 000 =2 f 07> [1,44(25,0)+ 21, ,(25,0)-+1, ,2s, 0))ds

0
On sait que: f+1(2s 0)=2sf{ (2s,0)-}-1 _,(25,0)
foa(@s.0) 4210, +f (s, 0) devient avec celte valeur:
2sf (2s,0) 4 3f_,(25,0) 1, _4(25,0)
Bern. Mitteil. 1897. Nr. 1446.
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Faisons : f =2sf 1,
el introduisons, nous aurons:
.2 L 9¢ ]
4s rn—-l + 3 fn—l I 28 f11—2 + jn-3'
== £ 4

Les deux derniers termes représentanl f

_p 12 somme devient

alors
4 8* fn—ﬁl _l- 4 fn—-l ou 4 (Sz fn-—l + fn—l)'

N
i
X

4 (0" )4 0" ) =8 j e (' 4= 1) £, (25,0 ds,

0

0" ) 40" T (x) =2 f e - 1) [ (25, 0) ds.

Pour trouver la valeur de l'intégrale précédente posons:
N

Dol

1]
N
os" B ool
= — fe sf _.(2s,0)ds,
“0
N
a2 8" E gy
e =12 fe s2f(25,0) ds.
0

Ce mode de représentation nous permel d’écrire

02 Sn n x X8
—a@(\) + s (x)=2f e 21 (25,0) ds

0
N

12 f e 1 (25,0) ds
*0
N

=29 [“e_’“’(s2 +1)f . (2s,0) ds.
L @
0
Dot nous tirons I'intéressante formule:
] i) 62 n
0" x) 4 0 1(x):L(")—+s“ (1)

ox?
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En remplacant O“+1(x) et 0" (x) par leurs valeurs tirées de
I'équation (5) précédente, en additionnant el en égalisant a

82 S“ n . P
T)(x) -+ 87 (x), nous avons un intéressant moyen de vérificalion de
notre formule (1).
n N & n+1
o) =g 8 — 20
2 2 0x @)
On—l lsn~2 s l asn—l
2 2 0Ox

o" n— an sN— a“+1 e
0+ 0 =500+ 80 — (B 4 B0

82b (x)

3\2 +S ( )
S B n 1 as“+‘(x) es“‘) 328" (x)
— —1\S — S ¢ = e —
d ou 2 ( (X) b ()\)) 2 ( + 8X2
. n—2 ne y _ asn~1
mais S (X) — (4\) o= tb?", et
1, 687 158" 198 %8'(x)
2 C9x 2 dx 2 dx  0x

ce qui donne

(as"*l( ) as“+1(x)) 52 8"
2\ ox ox ) ox

Ce procédé de vérificalion nous ameéne a une valeur qui n’'est
qu’un cas de notre formule (8") de la page 74. Ceci nous permet
de conclure que notre relation (1) est exacte.

On pourrait aussi remplacer O“+1(x) et 0"_1(x) par leurs valeurs
lirées des formules (6), et 'on arriverail encore au méme résullat,
ce qui vérifie doublement les résultals donnés.

11,
Posons ensuite:
N
0" (x) = f * e—”(s fn(2s,0)+fn_1(2s,0)) ds
0
et N

0" (x)= f * g% sf,_o(25,0)--f,_4(25,0)) ds.

0



Par soustraction nous obtenons:

N
0" (x) — 0" (x) = fx e {s [ (2s,0)—sf _,(2s,0)
0
+ f"_l (20. ! O) — fn—3 (QS: 0)}’(]‘5
on sail que:
f, =2sf .+t _,

fo=2sf 41,

n

Avec ces substitutions notre intégrale devient:
N

fx e_xs{Q S?‘ fnv_l + an,_,g _ + 2q f‘n 2 + fn 8" n ‘;) d q
!
bl
k!
23
_ zfx o8 (S fn—l _+_ fn—.?) (lS,
0
mais
N
00" () __ 8 (% _xs
T B f ° (‘ ol ") ds
b

N
- fxe_xss(‘qfn 117 n 2)(1‘;
(]
[y}

Ce qui nous permel de conclure:

0 ) - 07 () = — 2 ° %;X)
on—1 o 80" (x)
) =0T =2—== (2.

C'est donc une relation pour la différence de 2 fonctions O(x),
relation assez analogue a celle pour la différence de 2 fonctions S(x)
Ces 2 relations sont déduites du nouveau mode de représenlation
des fonctions Besséliennes de 2°¢ espéce suivant une fonclion du

numérateur d’une réduite de la fraction continue |2s ... .. 28 }
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II1.

En nous reportant a la formule (5.) page 72, nous avons:

. 1 [ 08"
0 (x).—-_——z—(s Y(x) — ax)

Développons ainsi 0" et 0"''(x). En faisant la différence

nous avons:
i =570 )—-‘183‘—)),
n|1
On-{—l(x):é'(sn( )__QS (X)),

/ - . 11— 0S n4-1 asu-—l
(o (x) 0 “(x)):;( *0)- sm>+ ( qax(‘) ax(x))

BERNRT PR VL AR )
2 ox 2 ox ox
as“*l (x 3 s“+1(x)
2( X
Ce qui nous donne la relation:
L 00 88" 1n) 88" (x)
— 3
ox J X + 98 3)
Ce résultat est aussi développable en parlant de
N
88" (x) x —
T »——2[6 L 1(25,0) ds.

0
et il montre que lo formule :

\n—1 1
"N - 8MHH(x) = 4 0" (x),
est encore valable quand on en prend la dérivée par rapport @ x.
En posant aussi:

0" (x) == fz—“"(bf _(@s,0) 1, _,(25,0))ds

0

N
3011 ‘E——xs
7 = —-fe s(sf,_,(25,0) 4 1,_, (2s,0))ds
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puis en appliquant cette formule a

80" (x) 80" \(x)
- el —
ox ox

et en additionnant, on arrive a une relation qui doit pouvoir s obfenir
directement en dérivant suwivant x:

0n+1 + On—l ?—i_si —l— S
En effet
+1 =
80“ (X) * _xs
W _ [T g v,
!
i N
8011—- (X) x—\:b r)
o = fe (3*f, st ) ds
0

L’addition donne :

3 On+1 (X) aon—l ()\)
]

o ®l2

_Xb( {—b n— J{V_Stn 1 F n— J)

mais fn - n —1 + fn—
52 fn — 25 f11—1 + )fn 2 el 25‘ n--2 _i- n 3 =L fn—l;
nous avons done
aon+1 (‘) 8 On 1 ‘
+ 2bgfn l_,‘QSafx ‘Ul_ n 1
=51 _ 3% ds

II

(2 sS°f 4 2s fo_y) ds

-

—2 {‘ TS (P L L ds

SH(X) _ f ,—Xs 11—1 ds

8 bn(X)

ds
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N

63 8™(x) e
_W-— — 2 f s8 fn_l ds
K
N
0 &,“ a°
(\) -+ S (X) —2[ e s (s? - 1)f _ ds d’ou
‘0
ao‘“rl( )0 x) es'(x) , 4S8"(x)
oz T Tex — ae T Tex )
C. q. f. d.
IV.
Nous avons eu la formule :
n—1 nt1 260"

nous devons obtenir une relation analogue entre les dérivées de 0" (x)
et de Ovt1(x), relation que Uon pourrait obtenir directement en déri-
vant cette formule swivant x.
En effet:
" o,
0 0" (x) % v
B S S Sk .2 5 ,
7YX = e (', + s f._y) ds,
X .

0

N

faisons dans celle intégrale
f=2esf | f , e f_ =2sf ,|f .,

a ll+l s
—O——(_) —{‘ (2'\3f“1—l—b n— ’+Sf11-1) ds

:_f (2800 387, sf ) ds

_2waE 2(‘11—1-‘“ n—2 ds }_‘f b(b )‘M = 3)('1%

l.a premiere de ces intégrales n’est autre chose que

|

g Al n—1
—2 M)_’ el la seconde ot (X)
0x  dx
Donc
3 On+1 (X) B 6011—1 (X) 0 o2 011
ox  ox  “ax¥
a n—1 a n+1 ng AR
0" (x) 40 , = 58 0" (x) ®)
ox 0X 0x?

C. q. . d.
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Les relations (2) el (5) de ce chapitre nous permetlront évi-
demment d’oblenir des sommations pour

n 8011 X
0"(x) et 90" (x)
dx
analogues aux sommalions du chapitre précédent pour
d3" (x)
n
ST(x) et 3%

Nous pouvons poser:

0" (x) __ 5@ 0" (v 80"T7(y)
o ax ox? fx
a2 0" (x) 02 u““‘( X) 820" °(x)
e R A
0? Oz(x) d 0'(x)
T 2 Jdx
quand n est impair, et
80"(x) 920" a"n“ ¥ 2201y) 9 0°(x)
T Ox =2 éx: +" L ox:  0x
quand n est pair.
Ceci donne les 2 formules par sommalion:
00"y 2 N 0 0%(x
— 8= o >—--~” )
1.——1
J0M) 1, LN 80P
X o § ez 1% :
T i A T bis
ox ! 2k Z 0x? (6™)
A=0
D’otl
20 ( ) A=n—1 3
~ X 11-— ( ) 82()
_( ox + 0x ) _l‘ 5 +2 3 ) (7)

Les 2 valeurs (6) el (6%) se réunissent ev1demment en une
seule
;L<,_._.__

8()"(&) 2sinn 3_51- sin (n—l) _ 5 011_()1 1) .
ox x2 _'L + > _—T"—( ) (8)

A“—O
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NOUS pouvons poser encore
8 0" (x)

n n—2 .
— 0(x) =2 —— % — 0777 (x)
00" ' (x % o‘—3 ¢ 0*(x
= Bt By et
avec n impair, et
. aoll 1X I13X aolx
quand n est pai-r.
Nous obtenons alors 2 sommations:
. 1 N ¢ 0% (x) |
2p+1 = el e
0 () = — +2> AL (9)
=1 _
1 e Bl
o2 1 Bl (x) (9vis)
P T s e S
() = X + 2 2 ax
A=0 :
D’ou
A=n—1 2
n . n—1 3 . 1 1 W 30
—(0 (x) + 0 (X)) = — (Tqu —ig)qL 2 ;}d——éx . (10)
=1
Les valeurs (9) et (9“5) mises en une forme plus générale
donnent :
n—1
. N7 3,< s
) bm? sin (n—l) 5 60““ ’A+1)
— 0 () =—\ s+ . +2 e Tay

La formule (11) peut comme la formule (15) du chapitre
précédent se ramener & une double sommalion qui est:

0 () = i (T 42— 1))le (n— 1)7v(qx_Jr _:)

? 02 011—2}.—2‘u -2
+4 Z 2 d x2 (12)

A=0

Bern. Mitteil. 1897, ; Nr. 1447.



Conclusions:

Considérons la fonction Bessélienne de 2¢ espéce 0°(x)
N

On (‘) — f’;—xs ( l’11 _}_ (__1)11 l_n) ds.

et donnons lui la nouvelle forme que nous avons introduite dans le

§ 6 de nolre thése; soit:
N

0" (x) = f o (sl 4(25,0) |-T,_,(2s,0))ds;

L)

considérons de méme la fonclion Bessélienne de 2¢ espece S” (x):
N

Sn(x) - fz—xs(tll_(__ 1)11 t--—ll) frllj!"
0

et donnons lui aussi notre nouavelle forme inaugurée au chapitre 14 de
celte nole:

N
S“(x):Zfe_xsfn_lms,O) ds.

0
Rappelons encore que f,(2s,0) est le nuinérateur de la derniére
réduite de la fraction continue: (2s -2s -2s5. . - . . 2s) ayant n

quotients incomplets.
a) Ces deux nouvelles formules conduisent aisément aux somina-
tions pour 0" (x) et §" (x). (§ 6 notre thése — chapitre [°r de celte note.)
b) Elles permeltent en tenant compte des propriétés de f, (2s,0)
d’arriver rapidement aux 4 relations suivanles

e N a ~11
L §"7(x) —§" ) = 2 i (formule 2 chap. IL)
I ") 4-8"70) = 4 0™(x) ( » 1 » I
m, 0" '(x) -—0""(x) = : il ( » 2 » I
. P i — ax =] -
928" (x)

V. 0" 0" ) =8"(x) ‘ 1 > L)

axéﬁ(
Dont les 3 premicres sont déja connues.
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Faisons remarquer que la nowvelle formule IV conduit des fonc-
tions 0" (x) aux fonctions S* (x), a Uinverse de la formule II.

d8™ (x)
dx

pouvant aussi se metlre sous la forme d’une

¢) La valeur

intégrale définie conduit aux valeurs suivantes pour O0®(x) (§ 3
chap. II).

- (s““ _ #w )

n 1/ dS" (3
0 (x):_z_(s oy ai‘c))

d) L’application des propriétés de fn(2s,0) aux inlegrales
donnant les valeurs

V. |

80" (x) o ds™ (x)
ox ox
conduit & 2 nouvelles relations démontrant que les formules I et 111
subsistent quand on les dérive par rapport a x, autrement dit qu'il existe
des relations analogues entre les dérivées suivant x et entre les fonctions
directes
08" (x) _ os"(x) _ 2d°S

() (formule 8" chap. II.)

. ox ox ox
aOll—l(X) aOli (x) " a 2 On_l(X) ‘
VIL Tl ihiin e~ ( » 5 chap. IIL)

¢) Les deur formules V avec n—1 et n-|-1 retranchees et
comparées ensuite « III, nous donnent wun résultat prowvant qu'il
existe entre les dérivées suivant x dans la formule [l, une relation
analogue « celle entre les fonctions directes.

as“— (x) Jras‘”fl(};) 90" (x)
ox

[) Les dérivées de O0"1(x) et de 0"Hl(x) mises en intégrales et

additionnées nous deémontrent encore que la formule IV subsiste quand

on dérive tous les termes swivant r.

1 g .

90" (x) , 90" () _ 68"(x)

ox ' 0x 0x

g) Les relations I el Il conduisent aux lois suivantes:

VIII.

(formule 8 chap. IIL.)

6‘38 ()

IX, ~+-—+5—= (formule 4 chap. IIL)




1. Une fonction Bessélienne de I1° espéce O ou S @ indice positif,
prise négativement est égale a 2 fois la somme des dériwées suivant
x de toutes les mémes fonctions inférieures a indices positifs mais de parité
différente, moins une constante.

2. La somme de deux fonctions Besséliennes de I° espéce O ou S
@ indices positifs conséeutifs, prise avec le signe —, est éqale a 2 fois la
somme des dérivées suivant x de toutes les fonctions inféricures a
indices positifs, moins une constante.

(Voir les formules 14 et 15 chap. II et les formules 11 et 12
chap. IIL.)

h) Les relations VI et VII conduisenl aux mémes lois pour le
développemenl des dérivées premiéres en fonclion des dérivées
secondes. '

1. Les lois de formation des fonctions Besséliennes O ou S a
indices positifs, en fonction des dérivées premiéres des mémes fonctions
@ indices inférieurs et d'une autre purité, subsistent pour le développe-
ment des dérwées premiéres en fonction des dérivées secondes.

2. La somme prise négativement, de 2 dérivées premicres de
fonctions O ow S consécutives est égale a 2 fois la somme des
dérivées secondes de toutes les fonctions inferieures, plus une constante.

(Formules 10 et 11 chap. II et formules 7 et 8 chap. IIIL.)

k) Les fonctions O ou S peuvent se représenler par des doubles
sommations. (Formule 18 chap. I et formule 12 chap. II).

Sur un cas particulier du développement de la fonction
P’ (x) en une intégrale définie

cas de lim m — oo,

Rappelons la valeur de le(x):*)

1 <m:|2— 1

I’:l(x):: 2 (—"1)11 (mz—'l)’ (3 Ij*—il ;)) (i?_)mwm

1=0
Développons le coefficient binoméal

*) J.-H. Graf, ibidem «Annali di Matematican.
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fa-m—2 , n) n!
( m - 94 ) suivant (l, = T — a1 n— A

el introduisons la notation Eulérienne soit n! = I' (n 4 1).

Nous aurons:
m-1
=g
(— 1) I'm—Ai-+1 I'(a-fFm—2- 1)(2)1:1—2,1
% FA4+1)rm—eif-10)r@afir41) \x

en considéranl lim m = oo, nous aurons

TP ot Vi U S ) Lotm—itD (2 )'"—21

Iﬂ I'a+4-1) r(m—24-+41) I'(a-}4-}-1)

Rappelons encore que
I'(n }-a)=n" I'n %
pour lin n == oo,

A
PL(x) =

Nous aurons alors:
r(m1—20)=I((m-+1—24—21)=(m—2i-41)"* '(m—2i-41)
I'(m—A+1Dta=(m — 44 1)" I'(m—1--1).

. a
En introduisant ces valeurs dans la fonclion P_(x), nous oblenons:

b N (— D T—2-1) (n—A |0 Tm—ief 1) 72 2
LR 5= 2 r(a41) IaA+1) (m—A--1)* rm-241) ( X )

limm —= &0

1) r(m _‘]v‘l"‘l) (III—A _’_1)"4'}- 2 m—21
_2 ra«4+1yra@a41-41) (x) :

On aura de méme

m—24-0" ran — A4 1) = rm — i+ 14 14 a)
=7I(m-|a-41)=(m |- a)!

1
On peut remplacer ST par

21 1
I 2 r(z—l—?>
57T )

ce qui donne:

*) Prof. Dr. J. H. Graf, Einleitung in die Theorie der Gamma-
funktion, page 5. Bern, 1894,
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L2 1\ .. 1
hmmeO F(l) Z ' (\) (\) ,
2

=y @M r@ai41) r(a_|_%_>

mais
1 1
(ot g) () L el
rabitn ) Y T
0
D’ou
ASOO
g™ < (-1 k2 Pl
P )= ,On‘+‘a) 2N A Y 2(1-y) 2dy
m 1\ .. 1\ (24)1
limm =00 1_'(2 1 H-—}—-é- X 1=—=0 ‘U
Faisons  y=y? don  dy = 2y dy

I'intégrale deviendra.

1 1
241 a— =
2fy (1—y%) *2y.dy;
[

0
ce (qui donne
(m-J-a)t 2™ ﬁsmeuhwf*
PLO = tfu O,
r(g) r(atg ) =

La sommation devienl cos Xxy.
Nous pouvons encore considérer 2f; la 1**de 0 & 1 el la seconde
avec y changé en—y va de 0a—1, et devienl négative.

Elle peul devenir:

0 1
f (1—y% 2 cosxy. dy.
—1

Les intégrales donneront:
1

0 1 1
f (1—y?) Zcosxy dy+f (1— yg)a__g cos Xy dy
e | 0

+ 1
f 1— yg) 2 cos xy dy.

—1
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en faisant y =cos ¢, les nouvelles limites seront

y:—1 Q=17
= 1 =0
dy = dcos¢g = —sing do.

Ein changeant les limites on aura pour l'intégrale

f sin?“_lc,o(ms{x (cos 90)}) sing de
%

" - 2a
e sin go.(;us(x cos cp)dgp.

0]

La fonction P} (x) avec m = oo devient donc:

i T

Pa(‘):l (m ~,‘:ai|—v1)2 e ft‘-()s {x cos 90} Sin2a99 . de.
linllnm,—oo I 1 I'(a-1 1 \!n =
2 ( 9/ Y

m & &
_— I'(m+a-1)2 f cos (X cos ¢) sinzaq) de

"
e 200 phpelaliy A - _
?m(x)_l T P (2 1) ", cos(xcos«,rz)bm ¢ do. (a.)
limm = GO 0
Cette valeur de P? (x) déduile de la théorie des fonctions
Eulériennes, peut étre facilement transformée el ramenée a la formule
de définition donnée par M. J.-Il. Graf dans le travail précité. Pour

cela, reportons nous i la formule de Jacobi, pour J*(x):

a *L

a N X __1_ - 2a .
Yo =1m5 @ —1n nfcos(xcos@sm ¢dgs

0

o a 1 Al .
notre valeur P _(x) devient alors:

2111—|—ﬂ 1“(m~|«a+1) Ja(X)

xm +a

P, (X)=
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Introduisons maintenant pour cetle derniére fonction la valeur
donnée par l'auteur précédent

2
Aprés simplification, il reste la formule fondamentale:

an(x) = im fm (?(3___—{-1_) ? —‘2“*)
N IXN

;

f(2(3+1) 3)
J(x) = X X (IX) (\)

oo 'm4-a-f-1) \ 2 9

L’expression (a) est la relation cherchée.
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