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li. Crelier.

Sur la fonction Bessélienne
n

de IIe espèce S«.

(Eingereicht im Dezember 1896.)

L'élude de la fonction:
N

1 /*x—y-f —(x—y)s «

e ds

o

conduit à la formule connue:

1 5(y) ~ + 2i h) f X

e~X8(tn + (-i)n f") ds*)
x—y

"o

1 / 1 \ 0 n
où s — 11 —• — }, J(y) el J(y) sonl des fonctions Besséliennes

de lre espèce.

L'intégrale:

rvxs(tn + (-i)n ua)ds

*) Mathem. Annalen, 111, p. 138.
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n

représente la fonction O(x)*), une des intégrales Besséliennes de 2me

espèce. Mise en sommation, elle devient:

ôw - 2 | <^=^ (-sY+'-2'
l=o 4 2! \\

Cette formule élégante a été introduite dans le calcul par
M. Neumann, en partant de l'intégrale précédente.

Dans notre thèse de doctorat, nous avons présenté un nouveau
développement de cette formule par sommation.

En appliquant la formule de l'intégration par parties,

f udv uv — /vdu,
on peut écrire:

cos'ii—- n— |,
ô(x) --^-1 + i j V-(in- (-1)" r")^**)

'i
n

La nouvelle intégrale représente la fonction S(x), fonction
Bessélienne de 2mo espèce. Pour en obtenir la formule par sommation,

n

on l'a simplement comparée à 0(x) et l'on a déduit la nouvelle forme.

Mais, nous ferons remarquer que l'intégrale

r (Il
e ^l — (—1) t

t
(1-)

i
soumise à un mode de représentation analogue à celui que nous avons

employé pour
N

r (•- + (-l)" t-Hs
*«*\

o

et traitée ensuite par la théorie des fractions continues, est susceptible
d'un développement particulier en une formule par sommation. Dans

le travail ci-dessous, nous nous proposons de développer cette
transformation.

*) C. Neumann, Bessel'sche Funktionen, p. 9.

**) C. Neumann, Bessel'sche Funktionen.

***) Voir: L. Crelier «Thèse de doctorat».
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Posons :

—K'-t)"
Tn= tn —(-1)" l~n.

Voyons ce devient le produit

2sTn A-j)(tn -(-l)n r")
2s T„ t-K—t""1 —(-1)" t-^-f (-1)" r"-1

I. II. III.

Les parlies I et III donnent: tn+1 J- (—1)" l~(n + 1)

La partie II donne: — t""1 — (— 1)" fnfl

- Tn_!
- i»-1-f-(_ i)0".1 i~(—»

Donc

2s T» ï.+ i — Tn_i; (2.)

Tn + 1 =2S+ T,,~1

T„ T,

2sH -T.
Tn-l

Mais on a aussi

2s T»_1 Tn— Tn_2,

T 1

et ^==2s+-r i

Tn —2

en appliquant la formule de récurrence (2) à ce nouveau quotient, et

en continuant Je développement on arrivera à:
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Tn+1 2s + -1rT-^_
Tn 2S ^~2T+ 1

2 s -f ¦.

Ti
,2,-2 .2 1

t2 r — (— \y r" c —\
Tl t — (— i)11-1 14- -^

r2 _ t2-t-2 _ (i -f t"1) (t - t-1)
Ti I -f t"1 (l + t"1)

2 s.

^(t-t-1)

Done

Ï -2s+ 2 s 4- -1—_ 1
1 n ^ 2 s -| 2s +

' 2s

Cèsi une fraction continue à n quotients incomplets égaux tous

D'après les théories et notations de M. le Prof. Dr. J. H. Graf*),
nous écrivons :

n termes

Tn+1 [2s 2s, 2s]
T„ [2s, 2s, 2s]

(3.)

n — 1 termes

Le numérateur a n termes et le dénominateur n — 1 termes

et celle fraction est la ne réduite de la fraction continue précédente.
C'est donc sa valeur môme.

*) Voir: «J. H. Graf. — Relations entre la fonction Bessèlienne de /'"«

espece et une fraction continue».

¦Annali di Matematica». Milan, 1895, et notre thés*.
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Rappelons:

fn (a, b) [a, a -f- b, a + 2 b, a -f (n - 1) b]

2 (n i j(a+ib) (a+(;+ij b)

(a + (n - ;. - 1) b)
En posant

a 2s el b 0

nous aurons

*<^
f„(2s,0)= 2 \^J v2*)'1-2*

x o

f„ (2s,0) [2s, 2s, 2s, ,2s]

(4.)

el

n termes

Appliquons à la formule (3), nous aurons

Tn + 1 _ fn(2s,0)
(5.)

T„ fn-i(2s,0)
De celte proporlion, nous pouvons conclure que le dénominateur

Tn est égal au dénominateur fn_x (2s, 0), à une constante près.

Donc Tn Const. fn-i (2s, 0)

Pour déterminer C, faisons n 2, d'où

T2 =C. fi (2s, 0)

Mais T2 t2 — l~2

et fi (2s, 0) 2s t - T1
D'où t2— t-2 C (t — t"1)

C (t f t-i)
Donc :

T»=(l + t-1)f„_1(2s,0) (fi.)

Reportons nous à la valeur de l'intégrale (1)
N

rxe-X8(tn-(-l)nt-n)Ai= Sn(x).

i
Bern. Mitteil. 1897. Nr. 1444.
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Nous pouvons l'écrire:
N

Sn(x)=JV-Tn^

En introduisant la valeur (6) on obtient :

s»-pVK-4) (,+4.) ,._,(,.,<»)«»
"i

- I -f—
| e~l(t_T) _L fn_1(2s,0) dt

N

Sn(x)= rXe-K*-T) (i+tV) fn-i(2s,0)dt. (7.)

i
Reprenons

—H-^f
2s= '* —r

La differentiation donne

2 ds dt (l -f -IJ.
En substituant la variable s, dans (7) la limite inférieure devient

1 / 1

-ifr-4-)-
s 0.

La limile supérieure reste très grande, voisine de l'infini; on
écrit :

N

n /*x —xs
S (x) 2 j e f n_i (2 s, 0) ds. (7bis)

*0
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Substituons ici la valeur (4) pour fn_! (2 s, 0). Nous aurons

S (x) 2 I e— 'S* (n * - X) 2s" -1-21^-f'-äi-i-1)
o i o

Faisons passer les termes indépendants de devant le signe

/ et développons

posons x s u ; d s — du :

S (x).-2 > ^!(n_i_2;)!-xn-i-2i-7l e U du

/1=0 o

" (n-1-A)! /2 V~2i f* _„ „_i_2i
A 0 o

Mais les fonctions Eulériennes donnent:

N

rxe-»n»-i-2idu ==r(n_2yl)=(n_1_2A3!
4

En introduisant dans (8), il reste:

i o

Celte formule (9) est identique à la formule par sommation

déduite d'une comparaison entre les deux fonctions

On (x) et Sn (x).
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Sur la somme Sn+1 (x) f Snl (x) et sur la différence

Sn-l(x)-Sn + I(x).

I.

Rappelons la formule
N N

O" (x)= / «!-=»8fa_, (2s,0) ds— / ü-«-fn_2(2s,0)ds*)
0 0

N

j 0~" f» r„_i (2S, 0) -f fn-2 (2s, 0)) ds

I)

et la formule (7bis) du paragraphe précédent
N

S" (X) 2 i 0-xs fn-! (2 S, 0).
'()

(changeons n en n — 1 et en n -f- 1 dans celte dernière formulo.
Nous aurons alors:

N

,n+lS"+1 (x) 2 I e™xs fn (2s. 0) ds.r»
0

sn-i(x)=2 ç
N

e-xs f„_.2 (2s, 0) ds.

o

Si nous tenons compte de la relation (4) du travail précité de

M. le Prof. J. H. Graf nous aurons:

r„ (2s,0) 2sfn_1(2s,0)4-f„_2(2s,0).
Introduisons cette valeur dans Sn+ (x) et celte formule deviendra:

Sn + 1

(x) 2 j e-xsJ2s fn_! (2s, 0) + f„_8 (2s, 0) [ ds

o

*) Ls. Crelier .- Sur quelques propriétés des fonctions Besséliennes «Annali
di Maleinatica» tome 24 (1896) (g VI, formule 7.)



— 69 —

ou

fir
/»x

e-X9sf„_1(2s,0)ds-f 2 I e-« fn_2 (2s, 0) ds. («).

o

N

0

N

D'autre part Sn 1
(x) 2 I e~xs fn_2 (2s,0) ds,

*o

l'addition donne alors:
N

•"A1 t«\ J_ c»-1 >/S»"^ (x) -f S""1 (x) 4 e— s fn_! (2s, 0) ds +
o

Nf4 e-xs fu_2 (2s, 0) ds

4 I e~" {sf„_i(2s,0) + fn_a(2s,0))ds.

Comparé avec la valeur de 0"(x), ce résultat s'écrit:

Sn+1 (x) -f S"^1 (x) 4 On (x). (1.)

La valeur («) de S1 (x) peut aussi s'écrire:
N

S" + 1
(x) 4 J e— s fn_i (2s, 0) + S1^1 (x)

0

faisons passer Sn~ (x) de l'autre côté du signe égal et nous aurons:
N

Sn + 1(x) — S""1(x) 4 | e—sfu-1(2s,0)ds. (ß).

o

Le membre de droite de celte nouvelle relation n'est autre chose

que la Irt' intégrale dans le développement de 0" (x).
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La formule (6) de la lre partie:

Tn (t -+- t-1) fn_! (2s, 0), donne:

Introduisons cette valeur dans la relation (ß); celle-ci deviendra
N

s.+i(x)_s.-i(l) 4J%--Ji_fl_1j(l-_(_l)-l--)d.;
o

1
nous avons eu s =4-(.-r-)

et ds - A (l + A) il
En substituant ces valeurs dans l'intégrale ci-dessus, la nouvelle

variable devient t, et la limile inférieure

s 0 donne 0 -j^C1 ~~ t_1)
a

d'où t 1

La limite inférieure est 1, et la formule précédente s'écrit:
N

sn+1 (x) _ gn,! (x) JX e„x5 (^t-l-^ (1 + t_2)

{tn — (— 1)" t~n} dt

ou
N

Sn + 1(x)-S°-1(x)= pe—(t-t-i) {i- -(- 1)" l-}^(y).
*i

La valeur de Sn (x) nous a donné :

N

Sn (x) p e"M ln- (- 1)" t-n) ~ *)

avec s — (t — t-1) comme plus haut.

*) Neumann, Bessel'sehe Funktionen. (Leipzig, 1867.)
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En différentiant suivant x, nous aurons
N

ÔS^M f* d _„ .n ..n .-n Ì dl
ô̂ =/'^'-"l''-<-»-'-)7

1

N

=JVXB(-s)(in-(- i)n r|^
i

N

=- k re_xs (i ~t_i) (tn ~ (~i)n i"n) t-
D'où

N

f *
e— (t _ t-i) (t*._ (_ d» t—)^L _ a -^f^-.

*i

Introduite dans (y) celle valeur nous conduit à l'intéressante

relation

S^1 (x) - S11"1 (x) - 2
<5S'1

dx
que l'on peut aussi écrire

S-i(x) _sn+1(x)=2^-. (2.)

Ces formules (1) et (2) sont déjà connues niais en déduction
de raisonnements tout à fait différents.

III.

La valeur —-r à laquelle nous venons d'arriver, peut donc

s écrire :

-- — 2 I e-xs s. f„_! (2s, 0) ds. (3.))x
"0

en remontant à la formule (ß) dont nous sommes partis.
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Le développement par sommation de cette intégrale, nous est

connu el donne :

fV"8,,_I<28.o)JJ2f^<»-">(!r~2'
*0 A O

Donc :

gsn00 i^!2(n-i-;.)! 2,x /2y4i-2;.
1 0

Nous ferons remarquer que cette valeur (4) peut aussi s'écrire
directement en différentiant suivant x :

s- (x) 2 (n — 1 — l)\ /2\n--;-
x

/1 0

(C'est la formule (9) de la première partie de cette note.)

En tenant compte de la valeur (3) pour —=— et de celle de
v ' ex

On (x):

N

/x fx
e-xs s fn_i (2 s, 0) d s + I fn_a (2s, 0) d s,

o

N

rlSn r*i— — 2 j e-x* sf„_1(2s, 0) ds,
e

"o

1\

S" 2 I e~xs f„_i (2 s, 0) ds, nous aurons:

o-m 4-s-w-4-£- (•¦)
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Si nous considérons les deux relations (1) et (2)

Sn+1 (x) + Sn_1 (x) 4 On

S""1 (x) - Sn+1 (x) 2 -g!
par addition, elles donnent une valeur de On (x) identique à (5) celle
donnée plus haut, soit:

'

o-(«> -!-(«-(.>--£>
par soustraction, elles donnent encore

0»(x)= ljs11+1(x) + 4f| (6-}

IV.

Revenons à la formule modifiée de («) au § II
N

Sn+1 (x) 4 e— s f,,-! (2s, 0) ds + S11"1 (x)
0

N

et à (/>'): Sn+1 (x) — S11"1 (x) 4 f e~xs s f„_t (2s, 0) ds
*o

et étudions l'intégrale qui forme le membre de droite.

Nous connaissons :

fn—1 2S f„— 2 tn-3-
Celte nouvelle valeur nous permet d'écrire:

N N

„ dSn
d x

N

— xs.
e4 I e^xs s fn-i (2s, 0) ils^: 4 I

*0 *0

s ((2sfn_2(2s,0) + fn_3 (2s, 0)) ds

8 I e~xs s2 fn_a (2s, 0) ds + 4 f o"xs' « fn-s (2s, 0) ds.

0 u

Bern. Mittcil. 1897. Nr. 1445.
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La dernière partie est égale à

— 2
dsn~2

Ô*. '

Voyons ce que donne la Irc partie:
5.

prenons —r— — 2 e~X8 s fn-i (2s, 0) ds

o

et différenlions encore une fois suivant x. On peut le faire sans

remplacer s par sa valeur en fonction de t. Nous obtenons

N
1-2 o n n^

_ - 2 e— (- s) s f„_! (2s, 0) ds
ax" J

o

N

-f 2 I e-xs s2 fn-i (2s, 0) ds.

u

Avec n changé en n — 1, nous avons :

(?•)

N

CTS11"1

Öx2 '
C*.

0

e-xs S2 fn--2 (2 s ,0) ds.

Nous avons alors

2 *"
s

dx
4

,.2cn-l
ÔX2

2
dSn"

dx

_ 2

ou

as" fl2Sn-l ds11--
i

ÒX
2

dx2 ax

En traitant de même la formule
N

as""2
2 /e"" sfn_ 3 (28, 0) ds,

ô S11"2 a2!-, n —¦3

nous aurons; — 1
a X25x

Nous écrivons la nouvelle relation :

6Sn-~2 asn
9 -

52gn-l

(8.)

dx

dx dx dx2 ¦ v ;
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Cette formule, donnant la différence de deux dérivées simples,

prouve que la relation Sn~2 — Sn 2 8 Sn_1 est aussi valable

quand on en prend la dérivée par rapport à x.

Remplaçons ensuite dans (8) la dernière dérivée simple par une
dérivée seconde suivant (8)Ms et nous aurons:

as" „ |a2sn_1 a2sn"3 a2sn~5
I av2 r av 2 i a v 2 "rdx l dx2 dx'2 dx2

arrêtons nous aux termes en S0 ou S1 dont les valeurs sont très

simples, alin de ne pas arriver aux fonctions S (x) à indices négatifs.

— ou la première dérivée de Sn (x) apparait clairement comme

une sommation des deuxièmes dérivées de fonctions S (x).
Pour développer cette sommation nous considérerons 2 cas avec

n pair ou avec n impair.
I. cas. n pair. On a dans ce cas :

as11 n [a'V'-i a2sn"3 aVl a su
— 2 —5T2

1

^72 1- + "3T2 - +dx \ dx2 ' dx2 ' ' 8x2 I f èx

as2 „ a2s1 a s0
car — 8x dx dx

S°<«)=0, *£- 0

n étant diminué de 1, 3, 5 etc., les indices des 2mos dérivées sont

des nombres impairs; le dernier est donc 1 et le premier n — 1.

Nous pouvons alors écrire:

dSn n ^ 82S2l+1^ -22 JLhr- <9-'d:
k=o

IIe cas. n impair. Ici, les indices des deuxièmes dérivées sont

des nombres pairs et comme

as3 a2s2 as1
dx ~ ' " Bx2 dx '

nous pourrons écrire notre série sous la forme:

as11 _ 0ja2sn'1 a2sn"3 a2s2l
a x lax2 a x2 a x2

la»'
(^ ax

x a x x*1
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D'où
n-i

sn
_ „|\!i^W il—— _ — i \y. —- (- —5-,ax "~ " |-éj ax2 '

x2)
(i)b's)

Les formules (9) et (9bis) nous donnent le développement cherché.

En posant dans (9) n 2 p et n — 2 p—1 dans 9iw»i el en

additionnant nous obtiendrons

as21' as21-1
a x ax _ JaV"-1 a2s21-2

— l äT^+ ax2 +
aV aV j"a x2 + ax2 + x2

;.= 2,,-i
U>''L i

a s2""1
_ _ o | V d2 s;- _1_ I

ax + ax ~ | ^ a x2 + x2

Nous arrivons de cette façon à la somme de dérivées premières
de fonctions consécutives.

Ce résultat se présenterait sous la même forme en [»renani

n 2 p -j- 1 avec n 2 p.

Donc :

a s" a s11"1

a x a x

P.- n-1
2

x2 ~r *2
k =1

a-s^
ax2

A=11-1

i / a s11 a s" x\ i V ^2s;- ,«,
2 \ a x Bxl x- *¦¦ «J

Les formules (9) el (9bis) peuvent se réunir en une seule de la

forme
-n—1

1 ÔS" S'»" -f ^ Ô2Sn-l2i+D(N)
2 x x2 ' ^ ax2

0

Car A étant toujours entier on a, à la limite inférieure:
aV-1

ax2

ô s2 a2 s1
et a la limite supérieure —^—s- avec n impair, ou -.—^ avec n pair;a x- flx-
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¦ 2n^sin —
2 sin2 -an

en outre 7,— donne avec n pair ^ =0 el avecn impair
X x

sin2(2p + l)^^ (_ 1}2p 1

\2 x2 x2 '

La relation (11) établit ainsi la valeur d'une dérivée simple en

fonction des dérivées secondes des fonctions d'indices inférieurs.

V.

n-1 n+l aSn
D un autre côté nous connaissons la formule S, — S, =2 -^— ;

(x) (x) f) x
'

celle formule est donc égale à

,n— 1

3 nrt >¦<.—
SII'"T~ v" a*s"-w>(x)

Sn~ '
(x) - S"- (x) - 4 \ -7T^- + _, x

a

/=o
(12.)'

On peut aussi écrire

_S"+lW ^||- -S""1«;
nous savons quo cette formule est générale; elle nous conduira donc
à la somme d'une suite de dérivées premières pour la valeur d'une

fonction simple S" (x). Soit:

_ *"+' m - 2as"(x) 2 S&n~2(x) 2as-4(x)
l j — " ax "ï" a* ' av

" i
Pour former celle suile en une sommation à terme général,

nous considérerons 2 cas, un avec n pair et un avec n impair.

I" cas : n pair. Le dernier terme sera de la forme

2 Sf (X) - S1 (x) - S3 (x). S' (x) -•3\ v ' x

Donc on aura :

s-w--4+ .2^- w



— 78 —.

IIme cas. n impair. La somme devra s'arrêter ici à

2 a s1 (x)
ax - S° (x).

Faisons remaquer que nous ne prolongeons pas nos sommes plus

loin, simplement pour ne pas obtenir de termes négatifs.

Notre second cas donnera

)Sn(x) 2 c

ôx ' dx ' ' 8x
s.+1(x)=

2 as-w +2_ls-00+.,, ,+2asHx)_SO(x))

S° (x) 0.

Donc i n=!

„m ^ as2À+1(x)- sn+1 (x) 2 2 —âlT^' -(13bis)
0

Nous avons obtenu de celle façon les deux sommations pour les

fonctions Sn (x), suivant qu'elles sont paires ou impaires.

Prenons maintenant deux fonctions consécutives n et n — 1 et
formons la suite des dérivées premières correspondantes. Quelle que soit leur

as"-1 as1
parité, la lro des dérivées sera —r—, la dernière^—et le dernier termedx d x

2
delasomme: car nous avons 2 fonctions dont une paire et une

x

2
impaire, ol la fonction paire finit avec — —•.

2_8S1Jx) 2
+ dx x'

A=n—1

Sn (x) + S""1 (x) + i- - 2 2 ^T1 (I*-)

Celte formule présente une harmonie parfaite avec la formule (10)
a2s*

en —^— de même que les formules (13) et (13)Ws avec les formules

(9) et (9)bîs.
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Les formules (13) et (13)bis peuvent aussi se grouper en une

seule sommation qui sera:

„ nit A<--ïzÎ
sin ^- 2

-4-8- w—J- + 2 —^i^1 <«¦>
0

La limite supérieure donnera suivant que n sera pair ou impair
as1 ou as2 et la limite inférieure donnera toujours 3Sn_1.

Développons maintenant Sn (x) sous une double sommation de

dérivées secondes. Nous considérons encore 2 cas avant de prendre
le cas général.

Ier cas. n pair.
La relation (13bis) nous donne:

s" w - .'J^^Jl=o

Les fonctions dont on doit prendre les dérivées premières sont
les fonctions impaires inférieures à n.

La relation (9bis) nous donne pour ce cas :

n—1
I K~

asn (x)

as2*+!(x)

8x

p-V I

^ a2s2^(x) 1

j _J Sx2 "T" X2J

_ r^^s^oo n
I ÄJ Bx2 "r x2 IBx
.p

Donc chaque terme de Sn (x) étant une sommation, Sn (x) sera la

sommation de ces sommations.

S" (x) -2-('+^)
Chaque terme dans la sommation étant affecté du facteur — 2,

celui-ci peut passer devant el l'on a

5" (x) 4 2 (-2 + l
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Le terme —j est pris autant de fois que la grande sommation

comporte de termes, car toutes les dérivées qui forment cette grande

sommation sont une autre sommation plus —j-x'
n — 2 n n 1 n__ + i ou _ termes et - ^ —t

ione: * 2 /j.

S" (x) S + *2 2
A=0 ti=i

d2 S2." (x)
ax2~ (16.)

llme cas. n impair.

S" (x) - - 2 2 -3T
k \

donne la valeur de S pour notre cas:

Ensuite p=k—i
a s v^ a2 s2." + 1

Là

Bx ÀmJ Bx2
« 0

Ce qui nous permet d'écrire directement

A=l «=0

Pour établir une formule générale, considérons les deux formules
relatives à S" et asn obtenues aux numéros (11) et (15). Soit

^n—-1

2 sin2,nsT A<-2

S»(x)= 2-"-2 5 *S-«^(x)
— dx
/1 0

dans (11) remplaçons n par n — 2 1 — 1, nous aurons

ôsn-3*-l (x)
- — 2

/ (n-2^-1)« k±-i-x \
\ "~~

x2 + ^j ~ ax2 /O X

(4= 0
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Introduite dans la 1° sommation, celle valeur nous donne, en
TV

tenant compte de ce que la valeur sin2 (n—2/î—1)-—s'annille pour
Cl

n impair, et encore de ce que, quand n est pair, la Ie somme

comporte — termes:
dt

K^ p<^-a+v
2sin2^ sin2(n-l)^ "^ "Va2S"-2H"-2Sn(x)=—-A+4.| ^+4^1 2l m' (18)

Telle sera notre formule générale pour Sn (x), n étant pair ou

impair.

Sur la somme On+x(x) -f O"-1^) et la
différence On-x(x) - On+x(x).

I.

La relation (1) dans le chapitre précédent donne:

4 0n+1(x) Sn+2(x) +Sn(x)
ou 4 0"-1(x) S"(x) +Sn~2(x).

L'addition nous amène à

4 (On+1(x) + On_1(x)) Sn+2(x) + 2 Sn(x) -f Sn_2(x).

En introduisanl la valeur de Sn(x) :

N

Sn(x) 2j'2e-X8fn_1(2s,0)ds
o

dans les diverses fonctions S, nous obtenons:

N

4(On+1(x)+On-1(x))-2 rXe-xs(fn+1(2s,0) + 2fn.1(2s,0) + fn.s(2s,0)jds

o

On sait que : fn+1(2 s, 0) 2 s fn(2 s, 0) -f ^(2 s, 0)

f (2s. 0)-f-2 fnl + fn_3(2s, 0) devient avec cette valeur:

2 s fn(2s, 0) -f 3 fn_x(2 s, 0) + fn_3(2s, 0)

Bern. Mitteil. 1897. Nr. 1446.
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Faisons: f„ 2s fn-i + fn-2

et introduisons, nous aurons:

^2'"„-i + 3fn_1-|L2sfn_2+fn^.
=¦¦ f„-i

Les deux derniers termes représentant fn_v la somme devient
alors

4 s2 f -4- 4 f ou 4 (sa f ,-ff ,V

D'où
N

4 (On+1(x) + Onl(x)) 8 j Vxs(s2 -f 1) fn_1(2s,0) ds,

On+1(x) + On-1(x) 2j e~xs(s- + 1) fn_x(2s, 0) ds.

Pour trouver la valeur de l'intégrale précédente posons:

Sn(x) 2j VX3fn_1(2s,0) ds,

o

N

as" C*
fK =-\j e-x9sfn_1(2s,0)ds

o

N

r=+2 fVxss2fn_1(2s,0)ds.

dx J
0

N

a2 s"
"ax2

"0

Ce mode de représentation nous permet d'écrire
N

ilgOO + Sn(x)^2jVxss2fn_1(2s,0)ds
*o

N

\f>™ fn-1+ 2 e~X8fn_1(2s,0) ds

if2 e-xV+ !)«„_! (2s, 0) ds.

lo
D'où nous tirons l'intéressante formule:

o-+1w + on-1(x)=i^. + s- (1)
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En remplaçant On+1(x) et On_1 (x) par leurs valeurs tirées de

l'équation (5) précédente, en additionnant el en égalisant à

—a a ~f- S" (x), nous avons un intéressant moyen de vérification de

notre formule (1).

0"+1 fxi — - Sn —-
3S"

U (X)~2b 2 Bx

nn-1 jLo"^2 X ^ (5)

2 2 ax
n+l

0"+V) + O-^x) l{s»(x) + S-2(x) - (ig- + -*|L)|
a2sn(x)

+ S"(x)

i /rt, ciV a i/asn+l(x) asn-A a2sn(x)
dou ~(S W_s(x))—^—^—+^=-5^-
mais S'1-2 (x) — Sn(x) 2 -—-, et

_i_ as"-1 i asn+1 i rtS"-1_a,s''(x)
Y ' '

a x "Tax T ax "" ax '

ce qui donne

i /flsn-1(x) asn+1(x)')\ _ a2 s"
ax

Ce procédé de vérification nous amène à une valeur qui n'est

qu'un cas de notre formule (8bis) de la page 74. Ceci nous permet
de conclure que notre relation (1) est exacte.

On pourrait aussi remplacer 0n+1(x) et 0n_1(x) par leurs valeurs

tirées des formules (6), el l'on arriverait encore au même résultat,
ce qui vérifie doublement les résultats donnés.

II.
Posons ensuite:

N

0n+1(x)= rxe-xs(Sfn(2s,0) + fn_x(2s,0))ds
o

N

0n^(x) f *
e-X8(sfn_2(2s,0) + fn_3(2s,0)) ds.

el
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Par soustraction nous obtenons:
N

0„+i(x)_0n-i(x)_ /
xe-xsJsfn(2s,0)-sfn_2(2s,0)

+ fn_1(2s,0)-fn_3(2s,0)jds,

on sait que :

f =2sf ,-ffn n—1 I n—2

f 2sf ,4-fn—1 n—2 I n—.î

Avec ces substitutions notre intégrale devient:
N

pxe-xs{2s2fn„1 + sfn..2-sfn__2 + 2sfn_2 + fn_3_fn_3)ds,
o

N

|>Xe-xs{2s2fn_l+2sfn_2)ds,
o

N

2jXe-xss(sfn_t4-fn_2)ds,

mais

aon(x)_ a

ax ™ a
ô

!rfXe"XS(Sfn-i + fn-2)dS

N

=-"- fXe_XB8(8ln-l+f-^)d8>
%

Ce qui nous permet de conclure :

An4-1, n r.n—X, ¦. n
d O (x)O1 (x) -- O (x) — 2 ——^- ou

ax

0»-x(x)-0^(x) 2^ (20

C'est donc une relation pour la différence de 2 fondions O(x),
relation assez analogue à celle pour la différence de 2 fonctions S(x)

Ces 2 relations sont déduites du nouveau mode de représentation
des fonctions Besséliennes de 2e espèce suivant une fonction du

numérateur d'une réduite de la fraction continue 2s 2s
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III.
En nous reportant à la formule (5.) page 72, nous avons:

<r»=f(s-V)-4£)
Développons ainsi Ou_1 et On+1(x). En faisant la différence

nous avons:

ftn-i, v !/c"-2^ dSn-\x)\
O (x)=^S (x) ir-j,
o-+1(x)=i(s-w

asn+1(x)

(0-(x)-0^(x))={(s«-2(x)-S-(x))-r-iv ëx dx

_ i Qasn_1 i/as11+1(x) ssn~\x)
Li

Bx

i/as11+1(x) asn_1(x)

2 Bx ' 2\ Bx dx

i/asn_1(x) asn+1(x)

il +2\ ax ' ax

Ce qui nous donne la relation :

8x a x as

Ce résultat est aussi développable en partant de

N

^P -2jXe-xssfn_1(2s,0)ds.
o

et il montre que la formule :

Sn-1(x) + Sn+1(x) 4 0u(x),
est encore valable quand on en prend la dérivée par rapport à x.

En posant aussi :

0n (x) f e-xs(s fn_t (2 s 0) + fn_2(2 s 0)) d s

et

ao1

a

XN

— - I e-xss(sfi_1(2s,0)+fn_2(2s,0))ds
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puis en appliquant cette formule à

aon+1(x) aon_1(x)
—t—^-1 et —5-Cx ox

et en additionnant, on arrive à une relation qui doit pouvoir s'obtenir
directement en dérivant suivant x:

0n+l 0n-l 0_ S
g«

_

Bx
En effet

N

Mliaon+1(x) fx_xs,- je (s2fu+ sfn+1)ds

0
N

- p~X>3f„_2 + sfn-«)d*-

dx
0

N

ao"-1^)
ax

0

L'addition donne :

aon+1(x) aon_1(x)_aon (x)= _ |^x s
1 $£ I V u ' n~2 I n—1 I n-3/Bx

0

mais f — 2 s f 4- f „n n—1 ' n—2

S" fn= 2s3f 4-s2f et 2s2f -f- s f sf .;n u—1 1 n—2 11—2 ¦ n—3 11—1 '

nous avons donc

Sx o x / ' n_1 "—2 n_1

+ s f J ds
I n—3|'')

--Je-xa(2sBfi_1 + 2sfn_1) ds

— 2 /V"s (s2 + 1) fn_x ds

t/
r

Su(x) 2 J'
N
x
e~xs fn-i ds

0

N

rd S"(x) _.,v — 2 e
°

s f ds
8x — v »-i
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ô'sB00 o i'\—„.,¦/2 e~X8s3f ,dsax3 ' J n~x
*o

N

a^xj sic« _ 2 rVx8 s2 ds d,o.
ax ax / n_1

0

i^o w _ c o w vj W /j\1

ax ax3 "r" ar w
ao11+1(x) aou^(x)_ a3s"(x) asn(x)

C. q. f. d

IV.
Nous avons eu la formule

O11"1 (x) — 0n+i -n-1 c \ nn+! 2 a 0
dx '

nous devons obtenir une relation analogue entre les dérivées de 0"~' (x)
et de 0n+] (x), relation que l'on pourrait obtenir directement en dérivant

cette formule suivant x.
En effet:

*o

faisons dans celle intégrale

fn 2 s fn-1 -f fn_2 et fu_t 2 s fn_2 + fn_3

-^® -Je"» (2 s3 U + s2 fn_2 + s f^) ds

-Je~xs (2 s3 fn_: + 3 s2 fn_2 + s fn'_3) ds

La première de ces intégrales n'est autre chose que

Donc

052°U(X) H 1
50n_1(x)

— 2 ~—, el la seconde -i ^——•dx ' Bx

aou+1(x)
_

aon_1(x) a2o
a x a x a x2

a o"-1 (x) _
aon+1(x) _ aaon(x)

dx Bx dx2
C. q. f. d.

(5)
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Les relations (2) et (5) de ce chapitre nous permettront
évidemment d'obtenir des sommations pour

o» « ^!.
analogues aux sommations du chapitre précédent pour

s-w ci **&
v ' a x

Nous pouvons poser:

_ aon(x) a'o'-'oo aon-2(x)
dx dx2 Bx

oa2o"-xtx) Oa2o"-3(x) Oa2on-5(x)~2 8x2 +2 ax2 "•"2 aï2"+
a2o2(x) _ ao*(x)+ ax2 ax

quand n est impair, et

aoll(x) _ a2o1-1(x)
o

a2on~3 a2o\x) ao°(x)
öx ax2 "f" dx2

' ' ax2 ax

quand » est jfjair.

Ceci donne les 2 formules par sommation :

_^-W=2 i|'ao;^ (6)
ax x3 mJ ax-

/=i
A=u—1

•_ a o2"(x) _ j v a2 o2;-+'(x)
(6bi8)

ax2
A=0

D'où

'ôo^x) aon-x(x)\_ ii ^ç~Vtj^
ax "*" dx ;~ ^+x3^ Zi dx2

;.=i
Les 2 valeurs (6) et (6bis) se réunissent évidemment en une

seule

A<n-X

_ 30"(x) _ 2sinnf si" (n-1) | <ü a2 on-(2À+1) (x)
ax — x2 "ï x^ r- 2 ^ ^ (8)

A=0
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Nous pouvons poser encore
-.n—1

0»(x) 2 i°W - 0»^(x)

^iÇW.I.A^ MiO!è)_0.(x)
ex c*x dx

avec « impair, et

- ov» ypä +,«spa+ f, i£ö _ o-ww dx Bx Bx

quand w est pair.
Nous obtenons alors 2 sommations:

a=i
A-P=-X— 2

a o2A+1 (x) (9bis)
o2p(x) =_-L+a2 Bx

k=0

D'où

- (°n w + """«) - (i + i) + 2'1¥- <10>

Les valeurs (9) et (9bls) mises en une forme plus générale
donnent :

sin— sin(n-l)—\ 2
(2/l+1)

7 i=o
La formule (11) peut comme la formule (15) du chapitre

précédent se ramener à une double sommation qui est:

n* / 1 2(n-l)\ (n-l)^r / 1 n
0 (x) s.nT (^ + ^^j +sin — (t + "x2

X<^tU<»A=^=l_

+ *2i 2i —bi?— (12>
k=0 [1=0

Bern. Mitteil. 1897. Nr. 1447.
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Conclusions :

Considérons la fonction Bessélienne de 2e espèce 0"(x)
N

on (x) f e~xs tn + (—i)n r") ds.

*0

et donnons lui la nouvelle forme que nous avons introduite dans le

§ 6 de notre thèse; soit:
N

0n(x) re-X8(sfn_1(2s ,0) f fn_3(2s 0))ds;
o

considérons de moine la fonction Bessélienne de 2° espèce Su(x):
N

Sn(x) rXe-xs(ln-(—l)n t"u)~
"o

et donnons lui aussi notre nouvelle forme inaugurée au chapitre Ier de

celte note:
N

S"(x) 2 fe-xsfn_1(2s,0)ds.

0

Rappelons encore que fn (2 s 0) est le numérateur de la dernière
réduite de la fraction continue: (2s -2s -2s 2s) ayant n

quotients incomplets.
a) Ces deux nouvelles formules conduisent aisément aux sommations

pour 0U (x) et Sn (x). (§ 6 notre thèse — chapitre Ier de celte note.)
b) Elles permettent en tenant compte dos propriétés de f„(2s,0)

d'arriver rapidement aux 4 relations suivantes

I. Sn-|»— Sn+1(x)= 2~ (formule 2 chap. II.)

IL Sn+1(x) -f- S,1_1(x) 4 0n(x) » 1 IL)

III. cr\x)—Ou+\\)= 2^- » 2 » III.)

IY. On+1(x)+0'1-1(x)=,S11(x) +^^( » 1 » III.)

Dont les 3 premières sont déjà connues.
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Faisons remarquer que la nouvelle formule IV conduit des fonctions

0" (x) aux fonctions S" (x), à l'inverse de la formule II.

c) La valeur —^—^ pouvant aussi se mettre sous la forme d'une

intégrale définie conduit aux valeurs suivantes pour On(x) (§ 3

chap. II).

0"(x);

d) L'application des propriétés de fn(2s,0) aux intégrales
donnant les valeurs

aOu(x) asn(x)
—<r^ et aBx Bx

conduit à 2 nouvelles relations démontrant que les formules I et 111

subsistent quand on les dérive par rapport à x, autrement dit qu'il existe

des relations analogues entre les dérivées suivant x et entre les fonctions
directes :

„. asn_2(x) asn(x) 2d2sn-1(x) ùbis „.M. x—^-^ —^-t-= k—— (formule 8b,schap. II.)
Bx dx 8x

v„ ao"-2(x) aou(x) Oa2on_1(x) _ m,VII. r-^ xr1-L=2 3 g
» 5 chap. III.)

dx Bx Bx'

e) Les deux formules V avec n—1 et n-f-1 retranchées et

comparées ensuite à III, nous donnent un résultat prouvant qu'il
existe entre les dérivées suivant x dans la formule II, une relation

analogue à celle entre les fonctions directes.

„m asn~V) 3sn+1(x)
A

aon(x) m.MIL ;—^ 4 r—i-i—4— vZ (formule 3 chap. III.)
Bx Bx dx

f) Les dérivées de On~'(x) et de On+J(x) mises en intégrales et

additionnées nous démontrent encore que la formule IV subsiste quand
on dérive tous les termes suivant x.

IY
aon+1(x) 3on-\x) asn(x) a3sn(x) m.ix. ^ M—Bx=~Û^^'~b~x^ (formule 4 c p- }

g) Les relations I et III conduisent aux lois suivantes :
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1. Une fonction Bessélienne de IIe espèce 0 ou S à indice positif,
prise négativement est égale à 2 fois la somme des dérivées suivant

x de toutes les mêmes fonctions inférieures à indices positifs mais de parité
différente, moins une constante.

2. La somme de deux fonctions Besséliennes de f espèce 0 ou S

à indices positifs consécutifs, prise avec le signe —, est égale à 2 fois la

somme des dérivées suivant x de toutes les fonctions inférieures à

indices positifs, moins une constante.

(Voir les formules 14 et 15 chap. II et les formules 11 et 12

chap. III.)

h) Les relations VI et VII conduisent aux mômes lois pour le

développement des dérivées premières en fonction des dérivées
secondes.

1. Les lois de formation des fonctions Besséliennes 0 ou S à

indices positifs, en fonction des dérivées premières des mêmes fonctions
à indices inférieurs et d'une autre parité, subsistent pour le développement

des dérivées premières en fonction des dérivées secondes.

2. La somme prise négativement, de 2 dérivées premières de

fonctions O ou S consécutives est égale à 2 fois la somme des

dérivées secondes de toutes les fonctions inférieures, plus une constante.

(Formules 10 el 11 chap. II et formules 7 el 8 chap. III.)
k) Les fonctions 0 ou S peuvent se représenter par des doubles

sommations. (Formule 18 chap. I et formule 12 chap. II).

Sur un cas particulier du développement de la fonction
P"u (x) en une intégrale définie

cas de lim m oo.

Rappelons la valeur de Pm(x):*)

'2
>.<^P

p:^2^^(a^)(lk=0

Développons le coefficient binoméal

¦n — 2k

*) J.-H. Graf, ibidem «Annali di Matematica».
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a -f- m — -A / n \ n!
1 suivant ' '- -

m — 21 J \l j~ M (n —;.)!
et introduisons la notation Eulérienne soit n! r (n -f- !)¦

Nous aurons:

^ 2 .J.
P" M V (- 1) F(m - X + 1) T(a + m - j -f 1) /_2_\»' " 2'

mW ^J r(X + l)r(m — 2À-f-l) r(a+i+l) \x/A=0
en considérant lim m oo, nous aurons

"-yT( - lf T(m - j, -f- 1) r (a -f- m — À -f 1) /2_\'»-2*
m<-x) «j i'(;, 4-1) r(m — 2 a -|-1) r(a -f a -f i) \x

A—U

Rappelons encore que

r(n -f-a)=na m *)

pour lim n — oo.
Nous aurons alors:

r(m -f 1—21) =r((m + 1 — !)—*) (m - À-f 1)-* r(m-A-f1)

r((m-À-r-l)-r-a) (m - À + l)a r(m — X -f 1).

En introduisant ces valeurs dans la fonction Pm(x), nous obtenons:

/==00(_ i)* j^m—j+1) (m—;-f-l)ar(m—jl-f 1) /2\m-2i
lini m oo X=0
.J^ioo Ä r(^-f-l).r(a+l+l) (m-À + l)-Ar(m-i + l) V x

'

r(m — A -f 1) (m — j -
r(i -f i) r(a +1 + i)

i=J°° (_!)* r(m ._ A + 1) (m - j -f 1)"+* /2^""^2
A=0

On aura de même

(m _; + l)a+i r(m — k + 1) r(m — À + 1 -f l -f a)

r(m -f-a -f l) (m|a)!
On peut remplacer yp par

r('22"r(^+^
ai r(|)(2;.)i

ce qui donne:

*) Prof. Dr. J. H. Graf, Einleitung in die Theorie der
Gammafunktion, page 5. Bern, 1894.
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2=00 (-tf 22V(V|) r(a+|)

"»»^WyjSi (2i)! na-f-Â+1) r(a-|---x
V ' ^

mais

r(a + À+l) J y v

r(a-r--)r{l~\-^, ri : ±
-y)" - «y-

D'où

(,n + a)!2m *^°(-l)*x2* /»l A-± -
x

('" + «)' g _ ^ x—ir ^ / /-fM
,/'l\ 7./ ,l\.i (2/0! I lK (») ,:;^7 fln- >, H^f-1 y T(i-y) ^y

lim m oo 7" |

Faisons y y2 d'où dy 2y dy

l'intégrale deviendra.

ri __
i_

y ^(l-y8)" 2y.dy;
o

ce qui donne

1 lkZ°?r iii/„\2-l

r 2 r a + 2 V o

La sommation devient cos xy.
Nous pouvons encore considérer 2§; la 1'° de 0 à 1 et la seconde

avec y changé en — y va de Oa—1, el devient négative.

Elle peut devenir:

r° a-i
j (1 — y2) 2 cosxy. dy.

—i

Les intégrales donneront:

/° a — — /*X ——
(1 —y2)a 2cosxydy-f- J (1 — y2)" 2 cosxy dy

—1 0

f+x a_i
(1 — y2)a 2 cos xy dy.
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en faisant y cosç>, les nouvelles limites seront

y — 1 <p 7t

y= 1 tp Ù

dy dcosç? —sintpdtp.

En changeant les limites on aura pour l'intégrale

I sin"" ipi cosi x (cos ^)J j sin tpdtp

"o

sin ç>. cosfx cos tp\ dtp.

0

La fonction l\:n(x) avec m oo devient donc:

p;(x) -?l™ ±.a- LiliL- fcos jx cos ç>) sin2> dp.
'"»'" ~ r'2)r(a + 2 '* °

r (m + a -f
„1 „1 1 3 5 „„,r2,rrr2'ä- -2|,x °

— I cos (x cos tp) sin2ap dtp

pa,
2m + a. r(m+a+l) 1 f" / x 2a

lini m oo

Cette valeur de P^ (x) déduite de la théorie des fondions

Eulériennes, peut êlre facilement transformée el ramenée à la formule

de définition donnée par M. J.-II. Graf dans le travail précité. Pour

cela, reportons nous à la formule de Jacobi, pour Ja(x):

ja (S)=1.3.5--X- .(2a-TT if C0S (XCOS0 SÌn2a * d* ;

o

noire valeur Pa(x) devient alors:

2"+ar(m + a+l)
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Introduisons maintenant pour cette dernière fonction la valeur
donnée par l'auteur précédent

/2(a +1) 2\
a V IX IX / / IX \ / X

J (X):
]imm^oo r(m + a + l) \2) \2

Après simplification, il reste la formule fondamentale:

p»=i-r,.(2J^,A).
L'expression (a) est la relation cherchée.
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