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«jedem ein Exemplar, vergessen Sie es nicht.') Yon Raabe konnen Sie
«aus der Zircher-Bibliothek jedes Buch haben, gegen ein Kleines
«jahrliches Geschenk fiir den Packer, wie er sagl. Valentin?) be-
«zieht auch.

«Mittwoch (19%" OQct.) Nachmitlag elwa 5 oder 6 Uhr werde
«ich in Basel im Storchen eintreffen und hoffe Sie da zu treffen;
«Ihre Vorlesungen und Zuhorer konnen kein Hinderniss sein. Bringen
«Sie die verlangte Uebersicht des Buchs tiber die « Geometrie mit n Dimen-
«stonen» endlich mit. Konnen Sie oder wollen Sie nicht kommen, so
«denken Sie an das, was ich Ihnen so oft gesagt habe: einen Auszaug von
«4-—6 Bogen nach Wien, meinetwegen an Herrn von Etimgshausen,
«sich auf mich berufen, mit einem Gruss; oder nach Paris.

«Auf baldiges Sehen ,

Ihr
J. Steiner.»
1854. Steiner an Schlifli.

Der nachfolgende Brief Steiner’s vom 10. Mirz 1854 ist im 1.
Theil an Schléifli, im 2. an Professor Ris gerichtet ). '

Berlin, den 10. Mirz 1854.
«Mein lieber selbstmorderischer Freund !

«Die mir mitgetheillen Sitze waren mir sehr willkommen,
«besonders der eine, den ich falsch hatte und bald nach Paris an
« Terquem geschickt hitte. Namlich ich hatle : dass die Fliche ™ von
«B(f*) in m[8(n—1)% 4+ 3(n—1) (m—1) 4 (m—1) (m—2)] Punkten
«beriihrt werde, wo Sie, gewiss richtig, nur m[3(n—1)? 4 2(n—1)
«(m—1) 4 (m—1)?] angeben. Aber damit kann ich in den speziellen
«Fillen nicht zu Recht kommen, wo die f™ in Theile, Ebenen, elc.
«zerfilll. In dem Betracht entsteht die Frage: a) Wenn f" einen
«Hornpunkt ¢ hat, fiir wie viele Beriihrungen zihlt denn die durch
«denselben gehende f*, elwa fir 3 oder 6? und b) fir wie viele
+Beriihrungen zihlt es, wenn eine {* die Doppellinie Iz der f™ beriihrt ?
«Z. B. die f* wird von B(f®) in 132 Punkten beriihrt; besteht nun
«f* aus 4 Ebenen E, so hat sie 4 0 und 6 lz; jede E wird 12 mal

1) Raabe gedachte der philosoph. Fakultit der Hochschule Ziirich Schléfli
zur Ehrenpromotion vorzuschlagen. (Siehe Biogr. Bern. Mitth. S. 131, 132.)

%) Professor der Physiologie an der Hochschule Bern. 1 23. V. 1883.

%) Dieser wichtige Brief ist nach den Poststempeln erst am 11. April 1854
von Berlin ab und am 14. in Bern angekommen,

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1411.
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«beriihrt, macht =48 ; jede Iz wird 4 mal beriihrt, zihlt 6.4><x, und
«die 4 0 zihlen 4Xy; also 24x—+4y=—132—48=—=84. — Dabei hitte
«ich sehr nothig zu wissen: «In welcher Curve R* die Punkte liegen,
«in denen f™ wvon ewmer SS(f*). d. h. von den durch irgend 3 ge-
«gebene f* bhestimmten Schaar- Schaar (was ich ein «Halbnetz»
HN(f2) nenne) beriihrt wird». Oder mein Zweck wird auch da-
«durch erreicht : «Wenn 4 beliebige f* gegeben, so giebt es solche
«Pole P, deren 4 erste Polaren [*—! sich in irgend einem Punkte
«Q treffen ; den Ort dieses Punktes Q anzugeben, die Fliche (*?»
«Der Ort von P ist eine Fliche P*®—1° — Wenn oben der B (f»),
«oder insbesondere nur B (f) sich in einer C* beriihrt, statt in R*
«schneidet, so ist die doppelt gedachie Ebene der C2? als eine spe-
«zielle Fliche f% anzusehen, und es ist die Frage, wie viele von den
«m[3 + 2(m—1) 4+ (m—1)*] Berithrungspunkten auf ihren Schnitt C™ -
«mit der ™ kommen ? Ich glaube 2 m. Ist es so, so ist eine weitere
«Folge : «Dass aus jedem Punkte P, im Allgemeinen , m® Normalen
cauf die ™ moighich sind.» Nun schwebt mir vor, dass Terquem
«irgendwo bewiesen habe: dass aus P auf {2 nur 6 Normalen gehen,
«statt nach meinem Satze 2° = 8. Wer hat recht? Durch eine
«andere Betrachtung kam ich auch auf m?®.

«Als ich vor 6 Wochen wieder auf die f* kam, schien mir, wie
«schon in Bern, dass ich die 27 Geraden g schon friher miisse be-
«obachtet haben. Nach wiederholtem Durchstébern meiner Papiere
«fand ich endlich, dass ich schon im J. 1846 und nachtriglich 1850
«dieselben ziemlich ausfiihrlich behandelt habe, jedoch nicht mit dem
«Bewusstsein, dass es die allgemeine f® sei. Die 45 Dreiecke werden
«da schon aufgezihlt, und ihnen entsprechend 45 Systeme Flichen
«f%, 45 X (f?), welche die f* in je 3 ebenen Curven C? schneiden.
«Unter jedem System Z(f%) soll sich eine Schaar Kegel, fo?, befinden,
«mit der unbewiesenen Angabe : «Dass ihre Scheitel in einer f* liegen.»
«Ferner wird da bemerkt: «Dass die [ durch die 5 Seiten a, b, c,
«d, e eines schiefen 5 Ecks (keine 3 Seiten in einer Ebene) und durch
«irgend eine 6% Gerade f bestimmt sei.» Nimlich jede Ebene E durch
«f schneidet die Seiten in 5 p, die eine C® bestimmen, welche die f*
«beschreibt. Auch sind die 5 Paar Geraden g (von den 27 g), welche
«die f schneiden, sehr einfach bestimmt ; ndmlich die Seite a schneide
«die Ebene (cd) in «, und die durch ¢ und f gelegte Ebene schneide
«b, ¢, d, e in B, y, d, & so sind « y & und B¢ eins der genannten
«d Paare, 2g. Es wird ferner behauptel: «Die der Geraden [ gegen-

g
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«iiberstehenden 16 Geraden g sollen wunter sich 192 schiefe 5 Ecke
bilden, und im Ganzen sollen die 27 g 2592 solche 5 Ecke bilden.»
«Ich bitte dies zu controliren und systematisiren, es fehlt mir jetzt
«die Kraft dazu. Im Manuscript von 1850 stehen auch die Sylvester’
«schen 5 Grundebenen Eo, aber ohne Kklares Bewusstsein. Die 10
«Schnittlinien | derselben liegen in der Kernfliche fo* und «thre 10
«Schnittpunkte p sind Hornpunkte derselben»; ist das Letzte wahr?
«Nicht wahr ; es giebl nur Ein System von 5 reellen Grundebenen Eo,
«trotz der 19 Gleichungen dritlen Grads, aus denen sie folgen? —
«Der Schnitt der Basis 2 mit der Kernfliche fo* ist eine R'?, mit der
<ich mich schon ehemals sehr gequilt habe; sie geht durch die 54
«Asymplotenpunkte = der 27 g. Die Pole, deren Polaren Kegel fo?
«sind, sind sich conjugirt, reciprok, P und Q. Liegt nun P im Schnitt
«R', so ist die Frage, welchen Ort () habe, und wie sich die beiden
«Polarkegel fo® (von P und Q) zu einander und gegen die Basis f?
«verhalten ? Ich komme dabei immer auf Widerspriiche, Es muss in
«R' eine bestimmte Anzahl ausgezeichnele Punkte Po geben, ausser
«jenen 54 . — -

«Ueber die Flichen und Raumcurven seufze ich nicht minder
«als Sie, und zwar schon seit Jahren; doch: «Ich seh’, dass Du zu
«einer Last, noch sehr gesunde Schultern hast; entschlossen bist,
«mich hochzutragen, drum werd’ ich Dir die Wege sagen.» Ihre
«Raumcurve RmXn jst sehr speziell und die allgemeine RP, kann nur
«sehr Kkiinstlich erzeugt werden ; daher rihrt all’ unser Elend. Schon
«die R* entsteht kiinstlich; durch 2 Hyperboloide (oder Kegel), die
«eine g gemein haben. Die R* ist frei, entsteht durch 2 f2. Die
«R® kiinstlich, ndmlich sie entsteht : a) durch f* und f2, die nebstdem
«eine g gemein haben; b) durch > und fi®, die nebstdem entweder
«1) eine R*; oder 2) R®+ g; oder 3) C% -} Ci%; 4) G| 2g; oder
«b) 4g gemein haben. VYon diesen sechs R® ist die erste (a) die
«beschrinkteste und (b, 1) die freieste ; durch die 5 unter (b) be-
«griffenen R® kann keine f* gehen. Vergleichen Sie alle sechs. Wie
«viele solche Gerade y giebt es, welche die R® (b) in 3 Punkten schnei-
«den? Aber noch mehr: selbst die in f3 liegenden R* hat man viel-
«leicht dabei auch noch zu unterscheiden, danach nimlich, ob die durch
«R* gehende f* die Basis f* nebstdem noch «) in einer C* (deren
«Ebene durch eine der 27 g geht) oder ) in 2 nicht in einer Ebene
«liegenden g schneidet. Ferner: «Ist durch R® und irgend eine Ge-
«rade f die [® bestimmt?» d. h. jede E durch f schneidet R®> in 5 p,
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«die eine (2 bestimmen, deren Ort die f* ist. Oder muss zu diesem
«Zwecke f gegen R® eine bestimmte Lage haben ? glaube nicht. —-
«Die R® ist a) als Schnitt von f* und * beschrinkt = R3X2; allge-
«meiner, aber kiinstlich wird sie erzeugt b) durch f* und fi®, wenn
«diese nebstdem 1) eine R®; 2) C2-}-g; 8) 3g; oder 4) C® (ebene)
«gemein haben. In den 4 Fillen (b) geht keine f? durch die RS.
«Bei 2) und 3) giebt es noch Niiancen, je nachdem C? und g oder
«die 3 g sich schneiden oder nicht. Frage: «Liegen in der freien f*
«solche allgemeinere R® (b) ?» Dann konnle ich die f* erzeugen; sie
«wiirde x-Sysleme von R® enthaiten. Es wird keine allgemeine RS,
«als die unter (b, 1) geben!? — Bei einer R® (es wird wohl die
<allgemeinste oder freieste sein) fand ich : «Dass durch jeden Punkt
«rr in thr drei solche Gerade y gehen, wovon jede sie noch in irgend
«2 andern Punkten 7 trifft» ; so dass es also drei Schaaren von drei-
«mal schneidenden Geraden y giebt ; aber von allen diesen Geraden
«kionnen sich keine zwei ausserhalb der Curve R® treffen ; keine Ge-
«rade y kann die R® in 4 7 treffen , und keine E kann sie in 6 7=
«schneiden, die w einer C?® liegen. 'y — So fahren-Sie nun fort, mit
«R?, ... elc. — Aber dazu die Frage: «Durch wie viele Punkte ist
«die freie R™ bestimmi ?» In Rom habe ich mich damit befasst, kann
«mich aber nicht erinnern und heute die Papiere micht finden; mich
«diinkt, ich schwankte damals zwischen 2 Antworten, nach der einen
«war R® durch 2 n Punkte bestimmt, wie dies bei R® und R* der
«Fall ist.

«lhre drei Silze iiber die Rm>n sind sehr schon; der vierle
«dazu belrifft die Klasse dieser Curve, d. h. die Zahl ihrer Schmieg-
«ungsebenen, welche durch irgend einen Punkt im Raume gehen ; sie
«ist = 3mn(m-}-n—3).

«Wird ® von beliebiger Ebene E in C* geschnitten und werden
«lings dieser die Beriihrungsebenen an jene gelegt, die eine ab-
«wickelbare Fliche bilden, «so ist diese vom n(3n--5)t"* Grad und
«won der nn—1)%" Klasse. und ihre Knotenlinie ist vom 3n(n—2)tn
«Grad.» Ich bille zu controliren, es ist wesentlich, weil es zugleich
«der Charakter der Asymptotenfliche jeder f™ ist.

«Bei der freien f* giebt es doppelt beriihrende Ebenen Ez, die
«sie in 2 Punkten a und b beriihren. Der Ort der E: isi eine ab-
«wickelbare Fliche ; den Grad und die Klasse, sowie den Grad der

1) In welcher F'ldche liegen die dreieinige Schaar Geraden y ?



— 101 —

«Knotenlinie dieser Fliche zu finden ; desgleichen den Ort der Beriihr-
«ungspunkte a und b.

«Der C* konnen Schaaren volistindige Vierseit eingeschrieben
«werden. «Kdonnen der freien C* auch vollstindige Fiinfseit einge-
«schrieben werden ? giebt es eine Schaar oder nur eine bestimmte An-
«zahl 2»  Desgleichen der C® vollstindige Sechsseit, etc.

«Ueber die nothwendigen Punkte 1) bei Flichen, 2) bei Curven
«R* und Flichen {=, die sich schneiden, und 3) bei Curven R® und
«R™, die in derselben Fliche liegen, habe ich auch noch nichts Er-
«hebliches gefunden, und in diesem Moment ist mir gar nichis gegen-
«wirlig, ich hoffe aber nichstens daran zu kommen. In Crelle’s Journ.
«hat Jacobi laleinisch dariiber geschrieben, d. h. iiber die Flichen (1),
«aber es wird nur das Einfachste, Allgemeine sein, was sich von selbst
«versteht.

. C 1
«Ihre Angabe : «dass die Doppellinie einer f* vom Ev(v—4)t"m

«Grad sei», macht mich slulzen, da sie also bei [* vom 2'/2 Grad sein
«missle.

«Es thut mir leid Ihren Herzenswunsch in Riicksicht der Rela-
«tion zwischen den Abstinden der Brennpunkte nicht geniigend be-
«friedigen zu konnen. Denn Einmal ist der Salz mehr durch Divi-
«nation entdeckt, als streng bewiesen, und zum Andern enlsprang er
«aus sehr complicirten Belrachtungen iiber die Curven 3%™ Grads, be-
«treffend involutorische Eigenschaften, eingeschriebene vollstindige
«Vierseit und dazu noch — mich fast erdrickende — Schaaren und
«Netze von Kegelschnilten. Dies waren bisher theils noch Staatsge-
«heimnisse, aber in diesem Augenblicke sind sie mir selbst fast un-
«bekannt. An Bekanntes ankniipfend, kann ich lhnen kurz folgendes
«andeuten. Sie wissen die Trippelcurve C* (und somit jede C* iiber-
«haupt) hal conjugirte Punkte p und q; «alle Paare p und q be-
«stimmen mit jedem Punkt a in C® ein (Involutions-) Strahlsystem.»
«Nun liegen die Brennpunkte der dem vollstindigen 4Seit eingeschrie-
«<benen C? in einer besondern Co®, bei welcher eine bestimmle Gerade
«im Unendlichen liegt, und bei welcher die Brennpunktenpaare gerade
«jene conjugirten Punkte p und q sind; was dann den Satz zur Folge
«hat. Er muss demnach in allgemeinerer Form bhei jeder C* statt-
«finden, riicksichtlich je 3°" Paare conj. Punkte p und g und vielleicht
«eines Paars conj. Geraden. Das konnen wir einmal miindlich ver-
«<handeln ; lassen Sie es fiir jetst. — YVon Ihrer «Aussage, die Sie
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«einst iiber die Brennpunkte gethan haben wollen», weiss ich leider
«nichts, und verstehe auch nicht, was Sie dabei weiler behauplen. —
«Ihr Satz tiber die Zahl der E, welche RmXn 4punktig berihren, ist
«mir neu, ich werde ihn kaum beweisen konnen. Aber wie steht
«es mit Re?

«Noch ein Sitzchen: «Bei der freien C* ist die Evolute wvon
«der n2 Klasse und vom 3 n(n—1)%" Grad ; sie hal 3 n (2 n—3)
«Riickkehrpunkte, wovon n auf Go, liegen, und zwar Goo die Riick-
«kehrtangente in jedem ist. Es giebt 2n (3 n—5) Kreise, welche die
«Cn 4punktig osculiren etc.» «Bei B (C*) ist der Ort aller Doppel-
«langenien eine Curve 2n (n—2) (n—3)*" Klasse, und der Orl ihrer
«Beriihrungspunkte ist vom (n—38) (2 n®*+5 n—=6)*» Grad.

«Sie haben mich kiihn herausgefordert — ich habe 3 Tage
<hieran geschrieben — nun mangen Sie alles! Besonders bitle ich
«Sie, die am Rande durch Vertikalstriche markirten Sachen') bald zu
«machen, weil ich dieselben nach Paris senden will; ich hoffe die f*
«mit den 27 g nebst Anhang wird Beifall finden; ich habe Poncelet
«schon davon geschrieben, er freut sich. Da die Correspondenz mehr
«in meinem als Ihrem Interesse geschieht, so brauchen Sie nicht zu
«frankiren.

Ihr
Steiner.

«Herr Professor Ris! Wenn Ihnen Urias diese Zeilen iiber-
«bringt, so stellen Sie ihn nicht gerade an die Spitze, wo der Kampf
«am heissesten ist, damit er umkomme, wohl aber migen Sie auf
«ihn Acht haben (wie Jehova’s Meisterknecht auf Hiob) und etwa alle
«8 Tage ber 1hm nachfragen, ob Folgendes geschehen sei :

«1. Die Exemplare der Wiener Abhandlung zu versenden, be-
«sonders an die ihm einst in meinem Zimmer (im Adler) diktirten
«b4 Adressen, und andere die er selbst wihlen sollte. Die Exemplare
«fir Frankreich konnen in ein Paket gepackl, darauf geschrieben :
«A Monsieur le Président de TI'académie de Sciences a Paris, und der
«Gesandtschaft ibergeben werden. Auf jedes Kxemplar ist zu schrei-
«ben: A Monsieur N. Hommage de Vauteur, desgleichen auf das fiir
«die Akademie: A lacadémie des sciences, Hommage de la part de
«I'auteur. Ebenso fiir England an die Société Royale i Londres durch
«Gesandtschaft oder Buchhiindler.

') Es sind dies die hier Gursiv gestelllen Silze,
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«2. Kleine Aufsétze von einer, 2, 3 oder x Seiten gross, die
«irgend ein bemerkenswerthes Resultat enthalten, neu oder ein pi-
«quanter Satz aus der Wiener- oder einer Crelle’schen Abhandlung
«entnommen, franzosisch an Liouville zu schicken, damit sein Name
«(Schlifli’s) erst in Umlauf kommt.

«83. Sodann aus der Weltliberstirmenden, aus der Erdewilzenden
«Abhandlung?) einen verstindlichen Auszug, der zalle Hauptresultate ent-
«hilt — moge derselbe 4 oder 12 Bogen slark werden — an Liou-
«ville zur Vorlegung der Akademie, oder unmittelbar an diese schicken.

«Das sind Dinge, die ich auf jedem Spaziergang, gewiss 30 Mal
«gepredigt habe ; aber er ist ein Ziegel?) — ein Selbstmirder aus Fahr-
«lassigkeit — er will sein Licht nicht leuchten lassen. Den Ziircher
«Doctorhut vertrodelt: Er soll die Exemplare nach Ziirich spediren,
«vielleicht geht es noch.

«In der Hoffnung, dass Sie trolz der Maiwahlen hierfiir sorgen

«werden, griisse ich Sie freundlichst.
J. Steiner.»

NB. Nach einem Beschluss der Wiener Akademie vor 1 oder
1'/2 Jahren zahit dieselbe an Auswiirtige kein Honorar mehr.

Das Nachfolgende ist ein unvollstindiges Conzepl eines Briefes
Steiners an Professor Ris vom 25. III. 1854 ; wir vermuthen, es
ist dies der Anfang eines Conceptes zum vorigen Brief, der allerdings
vom 10. Méarz datirt 1st, aber erst den 11. April von Berlin abhge-
gangen und am 14. in Schlifli’s Hinde gelangt.

Berlin, 25. Mirz 1854.
Veehrter Herr Professor und Freund!

«Ich habe Veranlassung, etwas sellenes zu thun, nimlich mich
«zu zwingen, ein paar Zeilen zu schreiben. Wenn ich nichl irre, so
«waren Sie so freundlich, zu verlangen, dass wenn ein gewisses Kr-
«eigniss eintreten solite, Thnen davon Nachricht zu geben. Demzufolge
«beehre ich mich nun, Ihnen anbei eine Copie der erhallenen freudi-
«gen Botschaft zuzustellen. Vielleicht haben Sie die Sache schon aus
«den gestrigen Berliner Zeilungen erfahren. Das fast einstimmige Votum
«hat mich sehr frappirt. Falls Sie von dieser Mittheilung Gebrauch

1) Ueber das vielfache Continuum.

?) Uebername, den Steiner Schlifli gab, weil der letztere anf dussere Formen
nicht viel Gewicht legte.
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«machen, verlasse ich mich auf Ihre umsichtige Klugheit, dass ich
~«nicht als Helfer erscheine. Die Mathemalische Section hat im Gan-
«zen (fir die ganze Well ausser Paris) nur 6 Correspondenten; die
«ganze Akademie der Wissensch. bestehend aus 11 Sectionen, nur 100.

«Ueber Politik schreibe ich nicht, die deulsche ist zum K . .
«Brechen ; das hiesige Kraut-Junkerthum hat vorliufig gesiegt — aber
«das Ende vermag kein Sterblicher zu weissagen, und der Bilima —
«ich wollte sagen die Vorsehung verkiindel es nichl zuvor.

«Das Muggerparteisystem hal es hier soweil gebracht, dass Vatke
«und Benari, die sonst volle Auditorien hatten, im letzten Semester
«theils gar keine Vorlesungen hielten, theils nur vor 3—5 Zuhorern.
«Denn die bei ihnen horen, kommen schon beim Examen und spiter
«bei der Anstellung iibel weg.

«Unserm Freunde Schlifli sagen Sie gefilligt: «ich hdtte ihn
«ganz verworfen». Denn alles Reden, Bilten, Donnern, Flehen hillt
«nichts. Gewiss hat er die 100 Exemplare noch nicht versendet.
«Nach Basel ist er nicht gekommen und hat mir nicht einmal geant-
«wortet; auch nicht den vollstindigen Titel seines schonen Werks (die
«23 bogige Abhandlung) geschickt. So weiss ich nicht, was ihm in
«Kopf gefahren, ob er mir etwas iibel genommen und mich plotzlich
«verworfen hat, Die Sache ist mir sehr fatal, weil er auf seine Be-
«forderung doch etwas loslassen musste. Raabe hatte die Absicht, ihm in
«Ziirich den Dr. hon. caus. zu erwirken (als Gegenehre von W.)"), dess-
«halb forderte ich ihn auf, auch an Mousson und A. Miiller Exempl.
«zu schicken — aber — —

«Es ist nicht genug, dass er mit ungeheurer Kraftansirengung
«mir behilflich ist, sondern er muss auch fiir sich selbst bedacht sein,
«und meine Behauptungen iiber seine wissenschaftlichen Leistungen, die
«ich hohern Ortes aufstellte, rechtfertigen, um seine Stellung ferner zu
«bessern. — Vielleicht hat er mir tibel genommen, dass ich darauf drang,
«<er soll sich mit Mareli vereinen, damit er in Ordnung gehalten und stets
«an das erinnert wiirde, was er zu arbeilen hiitle. Unler fremden
«Leulen ist es ein Jammer, besonders wenn er erst noch ilter ist.

~«Mit meiner Gesundheit gehl es so ziemlich; nur fehlt die
«Jugendkraft und die Phantasie. Ich habe mich diesen Winter viel
«mit Arbeilen abgemiiht, bin aber nicht auf geeignete Probleme ge-
«stossen, welche ich Schlifli zur Losung senden konnte. Nur elwa
«folgende, wenn er mich nicht «<verworfen» hat.

1Y Yon Wolf, der von Bern den Doctorhut erhielt. '
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«Hoffentlich wird es Herr Schlifli nicht tibel nehmen (wie 1848),
«aus [hrer Hand folgende Aufgaben zu erhalien:

«1. Wenn in einer Ebene 6 beliebige Kegelschnitte C* gegeben
«sind, so konnen im Allgemeinen, nicht 6 Flichen 2%" Grads, 2, durch
«(dieselben so gelegt werden, dass siec irgend 6 Punkte, p, im Raum
«gemein haben.

- «2. Dass die allgemeine f* keine Gerade g enthilt, haben Sie,
«wenn ich nicht irre, schon in Bolligen verificirt. Aber zu meinem
«grossen Leidwesen kann dieselbe f* auch keine Raumcurve 4t® Grads,
«R*, (d. h. Schnitt zweier {*) enthalten, und demzufolge auch keine R®,

«durch welche eine f* gehen kann. — Noch weniger wird also die
«allgemeine f°> solche R* enthalten kinnen. Dadurch bin ich leider
«ausser Stand gesetzt, diese allgemeinen f*, {°, . ... auf synthetlischem

«Wege, nidmlich durch niedrigere Flichenbischel, zu erzeugen. Es
«wire fatal, wenn hier die Geometrie ein Ende hitte.

«Es schweble mir in Bern und seither immer vor, als habe ich
«die 27 g und die 5 Grundebenen in f* schon friher gehabt. Yor
«3 Wochen slioberte ich endlich meine Papiere durch und fand dann
«in Untersuchungen v. J. 1850 alles vor, jedoch schien das Bewusst-
«sein zu fehlen, dass es die allgemeine {* sei. Auch die 45 Ebenen,
«in denen die 27 g zu 3 liegen, sind angezeigl, aber nicht die Eigen-
«schaften der Trieder, welche Sie hinzugefiigt haben. Dagegen wieder
«andere Eigenschaften von f* u.s. w.»

Die Notizen, welche sich hier anschliessen, sind Concepte von
Fragen Steiner’s an Schlifli vom 28. Mirz und 31. Mirz 1854 und
beziehen sich auf Sitze, die Steiner vor Terquem entdeckt hatte.

28. Mirz 1854.

fe.

«Endlich die A,-fliche der f3,

«Werde f* von E in C? geschnilten ; lings E die B. E.!) A. an 3
«umhiillen einen fo*, enthallend eine Knotenlinie «* und Schaar
«(rerade a, = Schnittlinien der sich folgenden A und — Tangenten
«der «*, und Fliche y'» Grads bildend, a¥ = fx; wo also x die
«Klasse, nimlich die Zahl der durch jeden beliebigen Punkt -z gehenden
«B. E. A. bezeichnet.

1) B. E. = Beriihrungsebene.

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1412.
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«Da alle B, E., die durch sz gehen, die * lings einer R® be-
«<rithren, und diese die C*® (weil ihre E) in 6 Punkten 8 schneidet,
«80 gehen 6 A durch 7z, und folglich ist

X = b Bt

«Riicken 28 sich ndher, bis sie sich vereinen in fo, so werden
«die zugehorigen 2 A sich entsprechend, und 1hre a geht durch 7.
«In diesem Falle aber schneidet die Polare {2 von n (auf f3) die E
«in einer C?, welche die C?® in So beriihrt; und umgekehrt, findet
«diese Beriihrung statt, so geht die dem fo entsprechende a durch z.

«Bewegt sich -z in einer beliebigen Geraden g, so bilden seine
«Polaren einen B(f?), der die E in einem B((?) schneidet, unter denen
«sich 12 solche Co? befinden, welche die C® in 12 Bo beriihren; und
«die diesen o zugehorigen a treffen die ihnen entsprechenden sz in
«g; folglich begegnet jede g im Ganzen 12a, und folglich ist

y o 18 o == g s 15

«Lége sz in der Knotenlinie «? wire es eine ¢, so misste die
«entsprechende Co%? die C*® osculiren, d.h. in einem Punkte @5 3-
«punktig beriihren. Um den Grad z zu finden, hat man demnach wie
«folgl zu verfahren: «Bewegt sich s in einer beliebigen Ebene g, so
«bilden scine Polaren f* auf f* ein HN (f%). welches die E in einem
«N(C?) schneidet ; so viele Cs® sich in dem letztern befinden, welche
«die C® in irgend einem Punkte 83 3-punktiq beriihren, in ebenso vielen
« Punkten a schneidet ¢ die a®, und ebenso gross ist folglich z.» Die
«Beziehung der C* und HN(f?) zu f? bringt wohl nicht C* und N(C?)
«in gegenseilige Abhingigkeil ? sondern sie sind als frei anzusehen.
«Dies bleibt also noch zu losen. | :

«So ist also auch die (A, F) der 2 = A,°* = a,'®, d. h, von
«der 6% Klasse und vom 12%* Grad.» — Die «® ist mindesltens 9%»
«Grads, z == oder >9. Denn fillt g auf E, so gelten die wp der
«C? fir @, also 9« in E. Es wire schon, wenn (A;F) = A® =
«a® = a;'% Da a' von jeder Ebene g in einer y'? geschnitlen wird,
«so muss bei E zu der C* noch eine »° kommen, sind es die 9 wt
«der G*? wahrscheinlich.

«Ebenso folgt bei f*, wenn sie von E in C geschnitten und
«lings dieser alle B. E. A. gelegt werden, dass die
(AF) = A = % = o*; z = 247
«Und fiir f»:
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«(AF) sz A(n—l)n ey an[n—|—2(n_-—-1)+3] — gn3n~b) — of = 3n(n—2) 9
«wobei immer a®®2—% vyon der E in C* 4 3n(n-——2) wt geschnilten
«wird.

«Umgekehrt, von R ausgehend. Es ist R® = a® = A% = a*;
«R* = o = A2 = a®%; wie weiter? Wie wird R® erzeugt?

«Le liew de tous les points Po, dont la premiére polaire est un
«cone So®, est une surface du 4™ degré, Pot.» L’interseclion des deux
«surfaces f* et Po* est une courbe a double courbure du 12m° degré
«qui joue de propriélés intéressantes.

«II. La surface générale du 3m¢ degré, S®, contient en tout 27
«droites d, propriélé qui est déja énoncée, comme on m’a dil par
«M. Cayley. Ces 27 droites jouissent des propriélés suivantes :

«1. La surface S® contient 27 systémes de seclions coniques ;

«car chaque plan (ui passe par une des droites d coupe la
«surface en outre dans une conique C2. Donc, les plans des
«27 systéemes de coniques, S(C?), passent respectivement par
«les 27 droites d.

«2. Chacune des 27 droites d est coupé par 10 autres, qui se
«trouvent deux a deux dans un méme plan et se coupent
«par conséquent elles mémes el forment avec la premiere
«un triangle. Il y a en tout 45 fois 3 droites d qui forment
«un triangle ou qui sont situées dans un méme plan, E, et
«chaque droite appartient a 5 plans ou est coté de 5 triangles.
«Désignons la premiére droite par di, les b paires qui la cou-
«pent par de, il reste encore 16 droiles d, que nous appel-
«lerons «les 16 droites opposées @ la premiére di. La droite
«d1 est coupée par les D paires.

31. Mirz 18bH4.

«1. Haben f* und H:® eine g gemein, so haben sie noch R®,
«aber diese ist nicht die allgemeine R®.

«2. Haben f® und fi® eine R* gemein, so schneiden sie sich
«noch in einer R®; durch diese geht keine f?; — warum
«soll nicht ein Hi* durchgehen und noch durch g und g1 ?
«Weil fiir R® wenigstens 10 p willkiirlich anzunehmen sind ;
«fir {2 nur 9. — Auch wenn {® und fi® eine R® 4 g oder
«CG* 4 g gemein hat.

«3. Der Schnitt von f* und f2 oder von f2 und fi® die C® gemein
«<haben, ist nicht die allgemeine R®; ist der Schnitt von f3



— 108 —

«und f;3, die R® (oder 3g, .oder C? und g, die nicht in E)
«gemein haben, die allgemeine R®? — Konnen f? und fi®
«auch 2 R* 4 g gemein haben? oder 3 R®? — Miissen sich
«2 R%, die in f? liegen, nothwendig schneiden ? wenn sie zu
«gleicher Schaar gehoren, oder nicht? Dito R® und R? in f3?

«4, Giebt es R® in der allgemeinen f*? Durch eine R® wiren
«oo viele bedingl; vorausgeselzt, dass durch die allgemeine
«R® immer f2 oder SS([?) gehen; denn diese schnitten die
«f* in neuen SS(R:°%), und durch jede R:® ginge SS(fi®) und
«giibe SS(R®), zu der jene R® gehirte. Gehen 3 f2 durch
«R®, so haben sie paarweise noch 3 R3: wie viele gp haben
«diese 3 R®*? — Daraus zu schliessen, wie viele gp die R®
«zdhlt, da die 3 f* nur 27 gp haben.

«5. Die f2 wird vom B(fi?) 12 mal beriihrt. Wenn Z = K?
«wieviel zihlt dann die durch den M des K% gehende fi%?
fiir 2, 3, 4 ele.? Wenn {2 = 2f! = 2E, so wird jede
«E von 38f1% ist = 6; die Schnittlinie 1 wird von 2f?
«beriihrt, muss 2 > 3 = 6 zihlen. Der B(f?®) beriihrt
«die ® 27 4+ x mal. Fir {3 und 3E: jede E 3 mal, =
«9; jede 1 2mal, =3 - 2 >3 =18 die durch p gehende
«f2 zihlt x; macht 27 - x. Bei {* = {* |- E; die {2
«== 12 mal, E = 3 mal, = 15; Schnilt C* = 12 -+ x mal,
(bricht hier ab) — — — — — — - — —

«nimlich der Schnitt von B(f?) und E ist B(Ci?) und dieser beriihrt
«G? 6 mal, zihlt je 38fach, so ist x = 6. Dann zihlt also auch vor-
«hin die Ecke p 6 mal.

«Also beriihrte B(f?) den K2 6 mal und die durch den Mittel-
«punkt M gehende f? zihlte fir 6 mal. Und B(f?) berihrte die f®
«27 4+ x = 33 mal. Danach wiirde weiter folgen, dass :

«B(f?) die f{* = 4-83-} 6.6 -4 4.6 ="T2 mal beriihrt,

«abgezihlt nach dem speziellen Falle, wo {* — 4 E.

— «Wenn {*={* 4 E, so kommen auf {*==33; aul E = 3;
«ihr Schnitt C* wird von Schnitt B(C?) 12 mal berihrt macht, als
«3fach zidhlend = 36 ; zusammen 33 - 3 -+ 86 — 72, richlig.

— «Wenn {* = fi? -} f2?; fir 17 = 12 und f* = 12; fir
«Schnitl R* =48, wonach er von B(f*) wohl 16 mal beriihrt werden
«misste ; wenn aber R* = 2 C* = R® 4 Ri? so werden diese von
«B(C?*) und B(Ci?) in 2 - 6 Punkten beriihrt = 12, aber die Schnilte
«2J von R? und Ri® zéihlen dazu noch doppelt, was 16 giebt; und
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«die durch 0 gehende f? zihlt dann fir 6. Also: R* wird von B(f?)
«16 mal beriihrt.

— «Wenn {*= fi?} 2E, so wird i?=12, die 2 E = 6 mal,
«die 2 Ci? (deren Schnille) = 2 -6 -3 = 36; die | der 2E wird
«2 mal berihrt, zdhlt = 2 -3 = 6; die 2d (der 1 und fi?) zihlen
«2 -6 = 12 mal, also 12 4 6 486 }- 6 -}- 12 = 72.

«So wiirde folgen; dass f™ von B(f?) im Allgemeinen :

nk i n(n—1) 1 l n(n--1) (n—2)d
gn . 20— 11(11 ) 2.3} n(n 1;(.113—2) 8

= n[(n— (n-—-—2) -+ 3(n—1) —|— 3] = n(n®- 2) mal be-
«riihrt wird.

«6. Nun haben wir zu sehen, wie oft B(f®) eine f® beriihrt. Der
«Schnitt mit E ist B(C?) mit 12 J, was anzeigt, das 12 f* die E be-
«rihren.

— «Daher wird f* 2. 12 4- x = 24 - x mal beriihrt, nimlich
«fiir f2 = 2FE zihlt die 1 fiir x mal; in der That wird 1 4 mal be-
«riihrt, zadhit jede fiir y (vorhin = 3), so ist x == 4y (=4 3 = 122).

— «Ein fi* wiirde danach 3. 12 -}- 3- 4y -}- z mal beriihrt ==
«36 4 36 4 z = 72 4 z mal; wobei fir fi* =38 E, die z mal auf
«kommen. Fir fi* = f2 }- E, hat man 24 -} 12 = 36 (in %), 12
«(in E), = 48 und im Schnitt C* durch B(C®*) = 10 Beriihrungen
«jede zu 3 gezihll, = 30, also 48 -}- 30 — 72 4~ z, folglich auch
«hier z =6, d. h. die durch § gehende f* zihlt fiir 6 Beriihrungen,
«so dass B(f?) eine fi* im Allgemeinen

78 mal berihrt.
4E 61 44

— «Danach wird f* von B(f%) = 4 .12} 6 -12 44 -6
=— 144 mal beriihrt.
6n (n 1) (n-2)

— «Und ebenso f2 von B(f%) =n 12+n(n L, 12 5.3

= n[(h—1) (n—2) 4 6(n—1) + 12]
= n(n® -}- 8n 4 8) mal beriihrt.
«7. Der B(f*) beriihrt eine E = 3(n—1)? mal ; eine g = 2(n—1)
«mal. Daher wird eine f% als 2E mit 1, = 2 - 3 (n—1)* -} 2(n—1)
«> 8 = 6 n(n—1) mal beriihrt.
— «Eine f% oder 3 E mit 31 und J wird
«3 - 8(n—1)2 4 8 -(2n—2) > 3 4 6 mal beriihrt.
— «Die f* oder 4E mit 61 und 4 6 wird
«4 .3(n—1)*+4 6 - (2n—2) - 3 4 4 - 6 mal beriihrt.
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m(m—1)(m—2) ,

— «Und eine f™ oder mE - —;— m(m—1)1-4

1-2-3
wird m X 3(n—1)% 4+ m(lm._—zl)x 2n—1) - 3 +
m(m—1) (m—2)
1-2.3 <6

m [3(n—1)* - 3(m —1) (n—1) + (m—1) (m —2)],
m [(m—1) (m—2) - 8(n—1) (m-}n—=2)] mal berihrt.
| = m[B(n—1)% 4 2 (n—1) (m—1) -}- (in—1)%] nach
«Cima Bue (Schlifli).

«Fir m = n kommt:

Il

— 6 n(n—1)
«dass fi® von B(f*) = n(n—1) (7 n—8) mal beriihrt wird.

«Daraus ist zu schliessen, dass im HN (f*) der Ort der B. P.

<oder der Hornpunkte') 0 eine R® ist, wo
«n - x = 6n(n—1)3 also
«X == 6(n—1)2, folglich

«eine RO(—IF jst,

«Auch ist nun zu finden, wie oft eine RY von B(f) beriihri wird.

«Der HB(f®) hat nothwendige n® Grundpunkte q; durch
(n+1)1(n—£—2)8(n+3) — 8 derselben ist der Biischel bestimmt, und
«damit auch die iibrigen

n® — % (n4-1) (n-}2) (n-3) 3 :’l—"éi (5n%*—n—12)
«Punkte q. Oder man hat den Saiz (analog, wie Curve in E):

« Dm‘ché (n41) (n+2) (n+3) — 3 beliebig gegebene Punkte q

«geht eine S(f*), welche Hornpunkte & haben. und der Ort der letztern
«ist eine Raumecurve 6 (n—1)%*" Grads, Ri%", (— aber sie geht
«nicht durch die ¢ und hat sie zu dp, wie ich anfangs glaubte). Erst

«bei N(f®), wenn es % (n-}1) (n-+2) (n4-3) — 4 Grundpunkt q hat,

«und der Ort der J eine Fliche 07 ist, hat diese die ¢ zu Horn-
«punkten, weil zur Bestimmung einer [* der angenommene hp fiir 4
«bestimmende Punkte zdhlt, also jeder jener ¢ als hp angenommen
«werden kann und dadurch die [ gerade bestimmt ist.

1) Siehe Brief von 30. April 1854. Hornpunkte = Knotenpunkte.
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«8. Welche Modificationen treten ein, wenn der B(f®) ein be-
. " b F s 1
«sonderer wird? z. B. wenn, fir n = 2», er sich in einer RZ™ be-

1
«rihrt, statt in R®* schneidet ? wobei eine Doppel-f» durch Rz™
«geht und zu B(f™) gehort. Diess ist dadurch bestimmt, dass man eine

1 1
«f® und ¥ =73 annimmt; ihr Schnitt ist RZ™ =2 Jst dabei der
«ganze Schnitt von f) mit der f™ als Berithrung anzusehen? oder

1
. . . 5 —n? ;. . i
«nur diejenigen Punkte, in welchen R=" die f™ schneidet ?» Das wiren

1
«m - §n2 Punkte J, und die iibrigen f* in B(f®) beriihrt, dann die

«f™ nur noch

m|(m—1) in—2) 4 3(n—1) (m+n—2)] — % mn? mal.
= m(m—1) m—2)-} 3 mm—1 (n—1)4 3mmn—1)*— % mn?
% m(5n*—12n -}- 6).

«Fiir B(f*) insbesondere wird f; — E und R%“” = (% in E
«8chnitt von E mit f* = C», und von C? mit f™ d.i. bloss mit G™,
«—= 2 - m Punkte d1, so dass, wenn diese allein ziihlen, noch
«m[(m—-1) (n— 2) 4 8m]— 2m =m(m? } 2) — 2m=m* Punkle ¢
«bleiben.

«Daraus wiirde folgen, wenn B(f%) concentrische Kugeln sind
«(also nach Poncelet E & Pinfini und C? imaginir), «dass jeder Punkt
«p der Mittelpunkt von m® Kugeln ist, welche eine gegebene [™ be-
«rithren» ; Oder: «Dass aus jedem Punkte p m® Normalen auf die
«Fliche m'*® Grads gehen.»

«Dies stimmt mit dem andern Prinzip iiberein, wenn f™ um 2
«Axen durch p unendlich kleine Drehungen macht ; sie schneidet sich
«selbst in 2 R. C., R™% und Ri™2 und diese schneiden einander in
«dem m® Punkte d. Also Terquem geirrt.

Schlifli an Steiner.

Mein theurer Freund!
Aus einem Brief von Ihnen an Ris bekomme ich zwei Auf-
gaben, an deren Stelle ich theils Schwereres, theils Mittheilungen

erwartet hatte :
Ad 1° Flichen zweiten Grades, welche 6 Punkte gemein
haben, sind ein spezieller Fall einer dreifachen Schaar; eine solche
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ist durch 4 willkiirlich gegebene Flichen bestimmt. Wird die drei-
fache Schaar durch irgend eine Ebene geschnillen, so sind auch die
entstandenen Kegelschnilte eine dreifache Schaar, d. h. wenn vier
derselben bekannt sind, so ist die Gesammtheit aller iibrigen schon
beslimmt, und wenn von irgend einem fiinflen z. B. drei Punkte ge-
geben sind, so ist er schon bestimmt. Wenn demnach in einer Ebene
auch nur 5 Kegelschnitle beliebig gegeben sind., so gehen keine 5
Flichen zweiten Grades durch, welche einer dreifachen Schaar ange-
horen, also in specie keine, welche 6 Punkte gemein haben. Sind
aber in der Ebene nur 4 Kegelschnitte gegeben und von den 6 Punk-
ten, welche die durchgeleglen Flichen zweilen Grades gemein haben
sollen nur drei beliebig gegeben, so durchlaufen die drei tbrigen
eine Curve.

Ad 2° Es kommt hier Alles auf die Richtigkeit dieses Axioms
an: «Wenn V das Polynom einer algebraischen Fliche bedeutet, welche
den Durchschnitt zweier Flichen, deren Polynome F, f sein migen, ganz
enthilt, so ist V=F ¢ -}-f @, wo @ und ¢ wieder zwei Polynome
bedeuten.» Besleht dieses Axiom, so seien die vier Hiilfspolynome,
in fallender Reihe geordnet, ¢, ¢, F, f von den Graden m _ P,

1
m — n, n, p. Man selze S:—z- p -+ 11) — (m — n)

np — 1.

Nehmen wir jetzt die Fliche V als beliebig gegeben an und
verlangen von ihrem Polynom 'die obige Form, so ist die Zahl der
nach Abzug aller Bedingungen noch iibrigen verfiigbaren Grossen

1°S, wenn m—p > m — n>n > p.

2°S — 1, wenn n =1p m > 2 p.

3°S — 2, wennn —=p m=— 2 p.

Im ersten Fall hat S immer einen negativen Werth, die Fliche
YV ist also immer bornirt; z. B. firm = 4, n = 2, p =1 ist
S = — 1, d. h. die Fliche vierten Grades ist einfach bornirt, wenn
sie von einer Ebene in 4 Punkten beriihrt werden kann (wo dann
die Ebene die Fliche in 2 Kegelschnitten schneidet). Im zweiten
Fall ist S — 1 immer negaliv, sobald p = 2 genommen wird; fir
p = 1 ist die einzig mogliche freie Fliche diejenige drilten Grades,
d. h. sie enthilt die bekannten 27 Geraden. Die Fliche vierten
Grades wird fir p = 1 schon einfach bornirt; fir p — 2 ist schon
die Fliche 5. Grades vierfach bornirt, d. h. wenn sie eine C 2 X2 ent-
halten soll. Im dritten Fall ist S — 2 = o fiir p = 1, die Fliche
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zweiten Grades also frei, wenn sie Geraden enthalten soll; aber schon
fir p =2 wirdS— 2= — 1, d. h. die Fliche 4. Grades ist ein-
fach bornirt, wenn sie Durchschnitle zweier Flichen zweiten Grades
(C 2X2) enthalten soll; die Fliche 6. Grades wird 10 fach bornirt,
wenn sie C3 X3 enthalten soll u. s. f.

Dass ich das erwihnie Axiom und andere &hnliche nicht be-
weisen kann, erschwert mir die Aufgabe, fiir Flichen und riumliche
Curven elwas aufzustellen, was der Theorie der nothwendigen Punkte
bei den ebenen Curven entspriche. Unter vielen zum Theil ver-
wickelten Sitzen lege ich Ihnen folgenden zur Beurtheilung vor:

«Wenn durch die n p g Durchschnittspunkie von drei Flichen
nten | pten - qten Grades eine Fliche mt» Grades, die keiner der vori-
gen an Grad nachsteht, gelegt werden soll, so findet man die Zahl
der nothwendigen Punkte auf folgendem Wege. Man entwickle den
Ausdruck

ymRotyr— D r—1) (ye— 1,
lasse die Potenzen von y, welche negalive Exponenten haben daraus
weg, setze dann y — 1 -} x und enlwickle nach den Potenzen von x;
dann ist der Coefficient von x3 die Zahl der nothwendigen Punkte.»

Vielleicht interessirt Sie folgender Satz iiber die Punkte einer
freien Curve m > n%*® Grades, in denen sie von einer Ebene vier-
punktig beriihrt wird. Sie liegen auf einer Fliche [6 (m 4 n) — 20]tn
Grades, so dass ihre Zahl mn [6 (m 4 n) — 20] betrigtl; dieses ist
ein Satz, weil dadurch wunter den genannten Punkten m2n
(m 4+ n — 4) 4 1 nothwendig werden.

Es ist aber auch Kklar, dass die Fliche bei weilem nicht he-
stimmt ist. Unter den unzihligen moglichen Flichen kann man eine
durch folgende Bedingungen angeben. Es seien A, B zwei Flichen
mten und nter Grades, die sich in jener Curve schneiden, u ein noch
zu bestimmender Punkt. Seine in Beziehung auf A, B genommene
Polarebenen a, b, die Polarflichen zweilen Grades «, 8. Es sei fer-
ner in Bezug auf die Basis B, wenn man ¢ als Direkirix annimmt, P,
die erste Polarenveloppe, dagegen P‘ die zweile Polarenveloppe fiir die
Basis A und die Ebene b als Direktrix ; endlich sei P der Ort jedes
Pols, dessen in Bezug auf B genommene Polarebene seine in Bezug
auf A genommene Polarfliche zweiten Grades berihrt. Nimmt man
nun in Bezug auf alle drei Flichen P, P‘, P* als Basen die Polar-
ebenen des Punktes g, nimlich p, p’, p”, so werden sich diese in einer

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1413.
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und derselben Geraden schneiden., Man lege eine vierte Ebene p*

so durch, dass
le

p
sim A [pp*] o, _sin << (0p)
sin < (p* p“) sin < (p”“ pY)

wird.

Wenn man dieselbe Construktion mit YVertauschung der Flichen
A, B wiederholt, so erhalle man die Ebene ¢’“. Verlangl man nun,
dass alle vier Ebenen a, b, p*/, ¢/ einen Punkt gemein haben, so er-
giebt sich als Ort des Punktes u eine Fliche [6 (mn - n) — 20] ten
Grades, welche die urspringliche Curve in den Punkten schneidet,
wo sie von einer Ebene vierpunktig bertihrt wird. [Fir C =% 2sind
es die Quadrupelebenen.]

Wenn eine Fliche m** und ein Flichenbiischel n*» Grades ge-
geben sind, so enthill dieses

m Bm— D420 —1@m—1) | m—1?
Flichen, welche jene beriihren. Es mogen sich zwei Flichen F und f
beriihren, so schneiden sie sich in einer riumlichen Curve, welche
den Beriihrungspunkt zum Doppelpunkt hat; man ziehe hier die zwei
Tangenten an die Curve. Legt man nun noch eine Beriihrungsebene
an derselben Stelle, so erhilt man als Durchschnitte F und f{ zwel
ebene Curven, welche hier auch jede einen Doppelpunkt haben, dem
je ein Tangentenpaar zugehort. Alle drei Tangentenpaare sind in
Involulion.

Alle Tangenten einer C™X ® bilden eine abwickelbare Fliche D,
deren Grad m n [m 4+ n — 2] ist; alle Ebenen, welche die Curve
in zwel verschiedenen Punkten beriihren, erzeugen ebenfalls eine ab-
wickelbare Fliche E. Ist r der Grad der Fliche D, so wird ihre

Doppellinie von einer beliebigen Ebene in —é r [r — 4] Punkten

geschnitten. An die Fliche E gehen durch irgend einen gegebenen
Punklt
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Beriihrungsebenen.

Ihr Satz iber Distanzen der Brennpunkie von drei, einem Drei-
seit eingeschriebenen Kegelschnitlen hat mich sehr gequilt; ich habe
ihn noch nicht gefunden und ersuche Sie daher, mir ihn sobald wie
mglich zu schreiben. Von den Aussagen, die ich friiher einmal iiber
die Brennpunkte gethan, kann ich nicht zuriickgehen. Es sind zwei
Gegeneckenpaare eines umschriebenen Vierseits, deren drities Gegen-
eckenpaar die zwel, allen Kreisen gemeinschaftlichen Punkte sind
(haben Sie einen kurzen Namen fiir dieselben?); ist der Kegelschnitt
gegeben, so ist das Vierseil durchaus bestimmt, wenngleich jede Seite
mit sich selbslt jeden beliebigen Winkel bildet und daher ihre Lage
in der Ebene nicht dndert, wenn auch der Kegelschnit{t um einen Brenn-
punkt herum gedreht wird.

Yon meiner Wiener Abhandlung habe ich schon seit lingerer
Zeil einen Haufen dem Buchhindler zum Versenden iibergeben, nach
Zirich und Basel habe ich freilich noch keine geschickt, weil ich da-
zu einige Zeilen schreiben muss. Da keine Aussicht auf Abnahme der
ungedruckten Abhandlung vorhanden ist, so will ich sie dem Crelle
schicken, muss Sie aber ersuchen, dafiir zu sorgen, dass er sie nicht
unter das Eis fallen lasst. Die erste Begeisterung fiir diese n Dimensionen
ist bei mir schon verflogen, obschon die Untersuchungen iiber Flichen
mir auch nach jener Seite neue Wege aufzuschliessen scheinen; da-
her die Zogerung mich wieder in diese hirnverriickenden Vorstellun-
gen hinein zu arbeiten, was doch geschehen muss, wenn ich einen
Auszug dem Liowville zuschicken soll.

Ich gratulire Thnen zu Ihrer wohlverdienten Auszeichnung und
zu der gerechlen Anerkennung, die Ihnen selbst lhr Fachgenosse
Chasles in so unumwundenen Ausdriicken ausspricht.

Erfilllen Sie mir den Wunsch und schreiben (Sie) mir recht
bald einige Zeilen, namentlich iiber die Brennpunkte; auch Aufgaben;
denn die zugesandlen zdhle ich Ihnen nichl. Die Friihlingsferien sind
mir weggenommen, weil ich theils mit Examen, theils mit der National-
vorsichtskasse zu thun habe.

Bern, den 2. April 1854.
L. Schlifli.
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Steiner an Schlifli.

Berlin, 30. April 1854.
Mein lieber kriftiger Freund!

«Er hat andern geholfen, aber

«hilft sich selber nicht.»
«Der brave Mann denkt an sich

«selbt zuletzt.» Tell.
«Dass ich Ihnen etwas iiber die Brennpunkle, der einem 3 Seit
<eingeschriebenen Kegelschnitte gesagl haben soll, kann ich mir nicht
«denken, denn ich weiss von nichts. In heiden Briefen sprechen Sie
«von den 2 Grundpunkten eines Kreishiischels, wovon ich auch keine
«Silbe verstehe ; wie kann ich behalten, was Sie mir je einst ge-
«sagt haben, da ich nicht einmal das weiss, was ich selbsl ge-

«schrieben habe.

«Was Sie «Untercurve> nennen wollen, habe ich bereits friiher
« Theilcurve» genannt; sie ist ein Theil des ganzen Schnitts, der
«Ganz- oder «Yolleurve». «Unter» harmonirt mit «QOber», nicht mit
« Voll»,

«Den Namen «Hornpunki» habe ich irgendwo aufgeschnappt, jetzt
«finde ich ihn unpassend, und halte «Knotenpunkt» fiir angemessener,
«natiirlicher. Demgemiss hétte man weiter den «Knotenkegel K2», der
«in Extreme iibergehen kann: 1) sich auf eine Gerade Ko redu-
oziren, = «Riickkehr-Knoten-Kante (Tangente)», im «Riickkehr-Knoten-
«punkt», oder «Riickkehrkante> im «Riickkehrknoten» ; 2) in zwei
«Ebenen 2 K! zerfallen, deren Schnittlinie eigentlich eine « Knotenkante»
«wire; 3) die 2 Ebenen fallen zusammen 2 (K!), = ebener oder

«platter Knotenpunkt wmit dreispitziger Knotenebene

«(auf diese kam ich auch schon frither, weiss im Augenblick nicht wobei,
«aber ich konnte sie nicht recht iiberwiltigen). Zudem giebt es auch noch
« Doppel-Riickkehrknoten — Selbstberiihrungsknoten», z. B. bei der Ring-
«fliche, die entsteht, wenn sich die Ebene eines Kreises (oder einer C2
«oder C* ) um eine Tangente desselben herumbewegt. Weiter 3 facher,
«n facher Knoten, wenn er in jedem durchgehenden Schnitt ein 3-
<oder nfacher Punkt bewirkt. Ferner wire danach auch die
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«Doppellinie fiiglich «Knotenlinie» zu nennen; dagegen miisste der
«aréle de rebroussement, welche ich bisher so genannt habe, der Name
«Bindelinie», «Bindecurve» oder «Selbstschnittscurve» aller die Fliche
«bildenden Geraden, gegeben werden. —— Sie sind Sprachkenner, machen
«Sie bessere Vorschlige. Bei Einfiihrung neuer Namen ist Umsicht
«nothig, sie miissen sachgemiss sein. Man sollte wissen, welche in
«deutschen Biichern bereits gebraucht- worden sind.

«Mit der famosen R'? kann ich mich noch nicht beruhigen, viel-
«mehr soll’s erst recht drauf losgehen. Liege ich auch wie ein Halb-
«lodter im Schneegestober — so fasse ich meinen treuen, siarken
«Bernhardiner beim Schwanz und er wird mich aus der dustern Kluft
<herausreissen. Der Schnitt der Basis f2 mit ihrer Kernfliche fo?,
«muss allerlei schone Eigenschaften haben, die meine Nase schon 1846
«und 1850 witlerte, aber nicht klar zu erkennen vermochte; Sie
«werden jefzt leicht triumphiren, selbst wenn mein Phanlasie-Gebilde
«grossentheils falsch wire. — Liegt ein Pol Q in R', so ist seine
«erste Polare ein Kegel P% dessen Scheilel der conjugirte Pol P ist,
«und die zweite Polare ist die Ebene E, welche die {* in Q und
«den Kegel P? lings des Strahls QP = ( beriihrt. Dieser Strahl t
«hat die wesentliche Eigenschaft: 1) dass die erste Polare, %, jedes in
«ihm liegenden Pols die f* in Q beriihrt; 2) dass er die Riickkehr-
«tangente (?) des Schnitts E*, von E und f® im Punkt Q ist; 3) dass
«er die fo* in P zwei- und die 3 in Q dreipunktig beriihrt; und
«4) dass sein Ort eine Fliche 30" Grads, =— %%, ist, welche die
«27 g zu Doppellinien hat, so dass der Schnitt von (3 mit f* aus
«3 R -} 2.27 g = R® besteht. Nun kann ich aber mit blossen
«Augen nicht erkennen: ob t Selbsischnitt der Ebene E und ob P
«Selbstschnitt des Strahls t sei? Der Ort des Punkts P, = P =, geht
«durch die 54 Asymptolenpunktie -z der 27 g, oder er beriihrt diese
«g in den sz, so dass er also mil der f® im Ganzen 54 oder 108
«Punkte gemein hat, und daher x = 18 oder = 36 sein muss (nach
«Jhrer Angabe, dass eine f7 durch P =*gehe, wire x — 28). Die
«P= geht durch jeden der 10 Sylvester’schen Punkte dreimal. Da t die
«fo* in P beriihrt undin Q schneidet, so muss sie noch in einem 4te
«Punkte S schneiden, so dass der Schnitt von 13° mit fo* aus
«R'"” 4 2 P* | Svbesteht und 12 + 2x - y = 4 - 30, also
«wenn X = 36 auch y =— 36 ist. Diese SY¥ muss auch durch die
«b4 sr gehen, was aber nicht gut passt. — Dass t die fo* in P 3punktig
«beriihrt, scheint auch nicht zu gehen ? Oder sind t und E = Tangente



— 118 —

cund Schmiequngsebene der R im Punkte Q? wund haben nicht die
«Polarkegel P%* w. Q* von Q und P den Strahl ¢ gewmein? so dass t
~«eine Doppeltangente der fo* ist. Zum donnstig! es muss so was sein !
«Die R'? ist charakteristisch fiir die Basis {2 ; sie muss diejenigen Punkte
«() enthalten, welche in Riicksicht auf den Schnitt E* der Beriihrungs-
«ebene E einzig sind in ihrer Art, also Riickkehrpunkte, und in wel-
«chen allein die Polare f? eines nicht in f3 selbsl liegenden Pols die
«letztere beriihren kann. Denn in diesem Betracht ist die R fiir
«die 3 das, was fir die C?® ihre 9 Wendepunkte sind. — (Wie steht es
«mit der Beriihrungsebene Eo der fo* in Q? Der Ort von t
«dst = t°°,

«Eben so muss es sich bei Basis f™ verhalten. Sie wird von
«der Kernfliche Q4 @ — 2 in einer charakleristischen R*™ ™ —2) ge-
«schnitten; fir jeden Punkt Q in dieser muss die beriihrende Ebene
«E eine absonderliche sein; ihr Schnitt E™ muss Q zum rp und den
«Strahl QP = 1 zur rt haben; fiir jeden in 1 liegenden Pol muss
«die erste Polare f™ —1 die Basis fm™in (Q beriihren, so dass daher
«der Ort von t eine Fliche m [8 (m—2)% 4-2 (m —2) (m — 1)
«f-(m—1)% —m=2 m (m — 2) (8 m—4)*" Grads sein muss,
«welche die f™lings R¢™ m —2 dreipunktig und die andere (erste)
«Kernfliche P4 (™ — 27 Jings der Curve P zwei- (oder drei-) punktig
«beriihrt u. s. w. Auf die Mensur! Los!

«Bei f? fallen in jede der 45 Ebenen A 16 Trieder-Scheitel P,
«die in einer C* liegen, welche die 3 g zu dt hat und sie in den
«6 sz beriihrt; die den 16 P conjugirten 16  liegen in einer RS,
«welche durch die 6 = geht (der ganzen C* ist die R® conjugirt).
«Die 6 7z liegen zu 3 in 4 Geraden 1 und sind die Berihrungspunktle
«je dreier solcher Schnitle C? der f? durch welche ein Kegel L2 geht,
«der die Ebene A lings 1 beriihrt; liegen die Scheitel der 4 Kegel
«L? in einer Geraden ? '

«Ich unterscheide die Punktensysteme (wie die Strahlsysteme)
«in hyperbolische und elliplische, nachdem die Asymplotenzahlen®) 7z reell
«oder imaginir sind. — Yonden 3 g in jeder A sind entweder 1) alle
«3 hyperb., oder 2) nur eine hyperb. und die andern elliptisch. Wenn
«alle 27 g reell: wie viele sind von jeder Art? ist die Anzahl jeder
«Art nothwendig bestimmt, oder kann sie variren? und nach welcher
«Regel? Konnen alle hyperbolisch sein? — Wie viele g werden zu-
«gleich imaginir? giebt es dafiir ein Geselz ?

1) Soll wohl heissen : Asymptotenpunkte.
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«Die 6 Normalen N aus einem Punkte p auf {2 liegen in einem
«Kegel p?, welcher auch durch den Mittelpunkt der f2 geht. Wie

«verhilt es sich mit den m (m®* — m - 1) N aus p auf f=?
«Da Sie nun die Polaren so tiichtig verschlungen haben, so

«konnen Sie gelegentlich die weitern reciproken Kerncurven bestimmen,
«d. h. den Ort des Pols P, dessen x* Polare in Bezug auf die Basis
«(™ einen Doppelpunkt Q hat, und den Ort dieses (), dessen (m — x —1)%®
«Polare jenen P zum dp hat. So viel ich mich im Augenblick er-
«innere, ist es mir nicht gelungen. Ebenso sind die reciproken Kern-
«flichen P=und Q7 fiir die Fliche ™ aufzufinden. — Die Kerncurven
«und Kernflichen haben grosse Bedeutung: Denn sie sind Enveloppen
«der Polar-Enveloppen andern Ranges fiir beliebige Directricen. Z. B.
«die- Trippel- oder Kerncurve Co® der Basis C*® wird von der 2t
«Polare Ao? jeder Geraden A in drei Punkten ¢ beriihrt; ebenso von
«der 2%" Polare Do¥ der gegebenen Direclrix D* in 8 r Punkten « etc.
«Da haben Sie wieder ein Staatsgeheimniss. — Daher urspriinglich
«der Name «Kern», weil sich Alles um sie versammelt, sich an sie
«anlehnt.

«Haben Sie den Urias-Zettel Herrn Prof. Ries gezeigt? was ich im
«Vertrauen auf lhre grosse Gewissenhaftigkeil getrost erwartete. Sie
«schweigen dariiber und Ries hal auch kein «Ja» unter Ihren Brief
«geselzt.

«Ich bin wieder fiir diesen Sommer um Urlaub eingekommen,
«weiss aber selbst noch nicht recht, wo ich herumbummeln werde;
«der Arzt hat mir nochmals Ems vorgeschlagen.

«Mit freundlichem Gruss
«Ihr
«Steiner.»

Schlifli an Steiner.?)

«Um die Absendung dieses Briefs nicht zu lange zu verzogern,
«will ich Thnen nur kurz meine Ansichten iiber die Untercurven mit-
«theilen, und die schwierige Ergriindung Ihrer Fragen mil der erfor-
«derlichen Zeil und Reife fir einen spileren Brief vorbereiten. KEs
«seien A, B, C drei Polynome resp. von den Graden a, b, c; und A’
«B!, C! drei Polynome von den Graden a-}-h, b+4h, ¢+ h, so slellen
«die Proportionen A:B:C=A':B!':C! eine Untercurve vom Grade

1)1)0;' Eingang fehlt.
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«h*+4+ (a4 b4 c)h4bc- ca 4 ab dar. Hier ist freilich nur das
«<niedrigste Polynom fest, die ibrigen bilden vielfache Schaaren. Das-
«selbe kann auch dadurch ausgedriickt werden, dass man verlangt, dass
«alle im Schema :1 ,. 11331 _' gl enthaltenen Determinanten, BC'—B'C,
«CA'—C!A, AB'— A!B, verschwinden. Dieses scheint aber nur der
«leichteste Fall einer allgemeinen Darstellungsweise von Unlercurven
«zu sein, Man kann sich ndmlich ein Schema denken, wo jede Verlical-
«zeile n Polynome und jede Horizontalzeile deren n -} 1 enthilt, in-
«dem zugleich die Grade der Polynome iquidifferenie Zeilen bilden,
«und danu verlangen, dass alle n -}-1 Delerminanten, welche durch
«das Weglassen je einer Verticalzeile entstehen, zugleich verschwinden:
«eine Unlercurve wird diesen Bedingungen genigen. Man Kkann™ zwar
«diese Darstellung auf die vorige einfachere zuriickfihren, aber nicht
«ohne bedeutende Erhohung der Grade der Ausdricke und daherige
«VYerdunklung der Natur der Untercurve. Mii andern Worten : durch
«eine Untercurve A gehen zwel Flichen p, q, und der iibrige Theil
«B ihres vollstindigen Durchschnills ist auch wieder nur eine Unler-
«curve, die sich dhnlich verhilt, u. s. f, bis man erst die n* Curve
«als Vollcurve antrifft. Will man aber das Ganze in zwei Tempo ab-
«thun, so muss man jede der Flichen p, ¢ mil einer passenden Fliche
«zusammensetzen, so dass dann B durch die neu hinzutreien-
«den Durchschnitte zur Volleurve erginzt wird, durch deren einmalige
«Wegnahme aus dem vollstindigen Durchschnitt der durch Zusammen-
«selzung verstirklen Flichen p und q sogleich die urspriingliche
«Untercurve A erhalten wird. Bei einer solchen Reduction zieht man
«aber wohl den Knoten nur stirker zusammen, stalt ihn zu Josen. —
«Ob die erwihnte allgemeinere Darslellungsweise einer Unlercurve
«wirklich die aligemeinste ist, wage ich nicht zu entscheiden; und
«wenn sie es auch wire, so hitte man dann bei der Classifikation
«der Untercurven immer noch artige zahlentheoretische Schwierigkeiten
«zu tberwinden.

«Die Frage iber die abwickelbare Fliche S, welche eine freie
«Fliche [ lings eines ebenen Schnitts C* beriihrt, habe ich noch
«nicht ganz zweifellos entscheiden konnen. Der Grad g=n (3n—>)
«und die Classe K=n (n—1) sind richtig. Wenn Sie unter Knoten-
«linie die aréte de rebroussement verstehen, wo jede freie Ebene die
«S mit Riickkehrpunkt schneidetl, so konnen wir ihren Grad mit r be-
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«zeichnen, und haben r—=w 4 3 (g -— K). Ist nun w==o0, d. h. hat
«ein ebener Schnitt der S keine Wendepunkie, so folgt r == 6 n (n—2).
«Dieses scheinl richtig, weil fiir jeden der 3n (n—2) Wendepunkte
«von G die erzeugende Gerade von S in die Ebene von C filll und
«daher diese Ebene die Knotenlinie beriihrt. (Die Ebene der C be-
«riihrt die Knotenlinie in den Wendepunkien der C; daher wird die
«S hier mit Wendepunkt sammt Wendungstangente geschnillen.) Die
«Formel g(g—1) =K -} 2d-}-3r giebt nun

d:%n(n—z) (n+4+1) Bn—71)
«als Grad der Doppellinie von S. Zieht man hievon die
g n (n—2) (3n>—6n —1)

«Durchschnitle der Wendungstangenten von C ab, durch welche offen-
«bar die Doppellinie geht, so bleiben noch

3n (n —2) (n —3)
«Punkte tbrig, in denen die Ebene der C die Doppellinie schneidet.
«Dieses sind die ibrigen Punkte, in denen G von den Wendungs-
«langenten geschnitten wird.

«Ihre Sitze iiber die Evolute der C* sind richtig. Der Satz
«iiber den Ort der Doppeltangenten eines B (C*) ist mir noch zu
sschwer. Die Ortscuarve der Brennpunkte der einem Dreiseil einge-
«schriebenen Kegelschnitle war mir bekannt; aber das Involulions-
«strahlensystem haben Sie mir endlich verrathen. Den Satz iiber
«Brennpunktsdislanzen haben Sie in ihren gedruckten Schriften fiir
«das Vierseit ausgesprochen; aber ich meine von Ihnen miindlich ge-
«hort zu haben, dass er fir drei einem Dreiseit eingeschriebene
«Kegelschnitte in allgemeinerer Form gelte. Zur Darstellung von
«Distanzen gebrauche ich ein Produki von zwei dreizihligen!) Deter-
«minanten, worin die Coordinaten der gegebenen Punkie und
‘«iiberdiess noch diejenigen der zwei Grundpunkle aller Kreise
«vorkommen; aber selbst mit diesem Hilfsmittel konnte ich an
«den Brennpunktsdistanzen keine Relation herausbringen. — Sie
«<haben gut gethan, einige der schwersten Aufgaben in Ihrem
«Briefe nicht anzustreichen, da sie wohl mnoch betrichtliche Zeit
«erfordern werden. — Wenn meine Angabe iiber eine gewisse
«Doppellinie Sie stutzig macht, so beruht dieses auf einem Missver-

1) Soll wohl heissen : dreizeiligen.

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1414.
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«slindniss, nimiich: aile Tangenten einer Vollcurve Cm X n bilden
«eine abwickelbare Fliche vom Grade r=mn (m -} n—2); und

o 1
«diese hat eine Doppellinie vom Grade ?r (r—4).

«Ich benutze den Raum des Papiers noch fiir einige Siitzchen.
«Wenn 3 Flichen mte™ nten, pten Grades eine Volleurve CeXp
«gemein haben, so haben sie ausserdem noch
«mnp — ef (m 4+ n -} p — «— B) Durchschnitlspunkte gemein.
«Wenn m>n=p, und es soll einc ebene Curve m'" Grades
«durch die np Durchschnittspunkte einer Curve n*" und einer pte" Gra-
«des gelegt werden, so sind fiir jene hichste Curve von diesen Durch-

«schnittspunklen %ﬂ(n +p—m—1) (n 4 p—m— 2) nothwendig,

«vorausgesetzt, dass m<n--p — 3 ist; sonst ist keiner nothwendig.
«Wenn m = n, so diirfen auf einer Fliche F® nur

1 (n—1) (n—2) (n—3)

mn(m—n-+4

g N ( +4) + 5 3

«beliebige Punkte gegeben werden, wenn eine freie f™ durchgehen soll.
«Wenn der Grad m nicht niedriger ist, als einer der Grade n

«und p, und es soll durch Punkte einer Vollcurve Cn>p, eine

«Fliche F™ gelegt werden, so sind unler den Durchschnittspunkten

«

«

; np (n-+p— 4)+4 1 nothwendig, wenn m>n - p — 4 ist; aber

«nur %np (n—]l—pH.4)—|—1——<n+p;m—1>, wenn
«m<<n-+} p—4 ist.

«Durch jede C2><2 kann eine F* gelegt werden, deren Polynom
«als Summe von vier Biquadraten darstellbar ist.

«Wird eine Cm>n von einem beliebigen Punkte aus auf eine
«beliebige Ebene projicirt, so ist fiir die Projection g = m n,
¢k =mnm-4n—2), r=o0, w=3mn (m 4+ n — 3),
«d:%m n (m— 1) (n — 1). Wenn aber der Mittelpunkl des
«projicirenden Strahleukegels der C™" angehort, so gehen an g, Kk,
«w, d, t resp. 1, 2, 3, mn — 2, 2mn (m -+ n — 2) — 8 Einheiten
«verloren.

«Jede Tangente der Cm>Xn wird von mn (m-}n—2)—4
«<andern Tangenten geschnitten.
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«Die Mahnungen am Schlusse Ihres Briefes will ich bald be-
«folgen und danke Ihnen fiir die niheren Anweisungen. Da es be-
«quemer ist, die Briefe nicht zu frankiren, so unterlasse ich es jelzt,
«aber dann diirfen auch Sie es nicht thun. Vom 19.—21. Apr. war
«ich an den Examen in Biel, vom 26.—29. muss ich an denen in Thun
«sein; Sie miissen sich daraus erkliren, dass ich elwas unvollstindig
«geanlwortet habe, um bei den Arbeilen, die mir wegen der Examen
“«obliegen, Sie nicht zu lange auf eine Antworl warten za lassen. Ich
«bin diesen Augenblick ziemlich abgespannt und weiss Ihnen daher
«nichts zu berichten, als dass sich bis jetzt noch keine Studenten zu
«meinen Vorlesungen gemeldet haben.

«Unterlassen Sie es nicht, mir bald wieder zu schreiben, und
«genehmigen Sie die Versicherung der Hochachtung von

«Bern, den 23. April 1854. Ihrem dankbaren Schiiler
L. Schlifli.»

Schlifli an Steiner.
«Mein lieber Freund!

«Da es Thnen vielleicht dienlich ist, so beeile ich mich, Ihnen
«einige nihere Angaben iiber die Beziehung sdmmilicher Cayley’scher
«Strahlen zu Ihrem Fiinfseil zuzusenden.

«Ieh habe das Fiinfseil sammt Axe auch analytisch behandelt und
«die Reduction bis zur Gleichung 3% Grades forlgefiihrlt, ungeachtet
«anfinglich die Fliche vom 8%" Grade zu sein scheint, weil die durch
«die Axe und jedes Eck des Fiinfseils gelegten Ebenen noch dazu
«kommen.

«Ich bezeichne die fiinf Seiten der Ordnung nach mit a az as as as_
«die Axe mil e. Durch die Punkte, in denen die Ebene (as as) von
«den Strahlen ai, e geschnitten wird, geht der Strahl bi; durch die
«Punkte, in denen die Ebene (a1 bi) von bs, b2 geschnitten wird, geht
«c1, u.s.f. Dann wird ¢1 von cs, ¢4+ geschnilten (ein Satz!), so dass
«C1 Cs €5 C2 ¢+ ein neues Fiinfseit ist. Durch die Punkte, wo die Ebene
«(b1 €) von as, az, ¢s, c4 geschnitten wird, geht der Strahl di, u. s. f.;
«durch die Punkte, wo die Ebene (a2 ds) von as, cs, 4, ds, d2, ds ge-
«schnitten wird, geht di!, u. s. f.; durch die Punkte endlich, wo die
«Ebene (b1 di*) von den iibrigen Strahlen b und d' geschnitlen wird,
«geht el. Also fiinf a, fiinf b, fiinf ¢, zehn d oder d!, zwei e, e/,
«zusammen 27 Strahlen. Die Dreiseile sind : finf (as as by), fiinf (a:
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«by ¢1), finf (b1 ¢s c2), zehn (ar ds d'2), zehn (c1 ds d's), zehn (b1 di e)
«oder (br di'e'), zusammen 45. — Alle 12 zum Paar e; e' gehiren-
«den Fiinfseite ergeben sich durch Permulation der fiinf Strahlen b;
«ist z. B. b1 b2 bs ba bs die gewihlte Permulation, so geht durch by,
«bs, bs die Seile a1, durch bz bs bs die Seile a2, u.s.f. (bz bs b1 bs bs)
«giebt a4 c4 c1 cs as (fiinf solche) (bz b1 bs bs bs) giebt cs ¢s as as as (fiinf
«solche); endlich giebt (b1 bs bs bz bs) das einzige Fiinfseit ¢1 cs ¢s ¢z c4.

«Mit der F* hingt auch folgender Salz zusammen, von dem ich
«vergeblich einen elementlaren Beweis gesuchl habe.

«Durch einen Strahl a; gehen fiinf bheliebige Strahlen bz, hs, bs,
«bs, be. Liisst man nun von diesen der Ordnung nach je einen weg,
«so geht durch die 4 iibrigen ausser ai immer noch ein Strahl, und
«man erhill so die fiinf Strahlen a2, as, a4, a5, as. Nun kann durch
.«as, a4, a5, as ausser bz noch ein Strahl gelegl werden; dann wird
«dieser (bi1) von selbst auch durch az gehen.

« Werden nidmlich auf a1 vier belishige Punkte, und auf jedem
«der durchgehenden Strahlen bz, bs, bs, bs, be deren beliebige drei
«gegeben, so ist durch alle 19 Punkte eine F?® bestimmt, und man
«erkennt sogleich, dass alle sechs Strahlen ganz darein fallen, u. s. f.
«Ich nenne dieses Sysltem von 2> 6 Cayley’sche Strahlen, wo je
«einer der einen Hilfte den gleichnamigen der andern nicht, aber
«alle fiinf tbrigen schneidet, wihrend die sechs Strahlen derselben
«Hilfte sich nicht schneiden, — einen Doppelsechser. Die F3? hat
«deren 36. — Der gemeinschaftliche dritte Strahl der Ebenen (a1 bz)
«und (az bs) heisse ci12. Man hal dann 30 Dreiseile (a1 bz c1z) und
«15 (c12 ca4 cs6). Von den librigen Doppelsechsern haben 20 die Form

a1 a2 a3 Cs6 C46 C45 o a1 b1 Ces C24 C25 C26

(023 cis 12 bs bs he ) und 15 die Form (az bz Cis €14 C15 CIG)

«Jeder Doppelsechser enthilt 20 Hyperboloide (Doppeldreier), und
«jedes Hyperboloid ist zweien Doppelsechsern gemein.

«Die 40 Gruppen von je drei Triederpaaren theilen sich in Be-
«ziehung auf den gegebenen Doppelsechser in zwei Haufen.

«Der erste Haufen enthilt 10 Gruppen wie

ciz | be a1 C4a5 bs 24 Cl4 C25 36

a2 C23 bs as (56 be C26 Cs4 13

h as C13 bs as C46 €35 C16 C24
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«und 30 Gruppen wie

as bs a5 as b C15 a bs C1s
bs a4 Cde be 36 C26 b4 az Ca4
C3e Cib Cig C25 C16 C34 C14 C23 C56

«Jede Gruppe des ersten Haufens entspricht einer Theilung der
«sechs Zeiger in zwei Hilften wie (123, 456); und je zwei Gruppen
«des zweilen Haufens (die sich nur durch Perm. von a, b unter-
«scheiden) einer Theilung in drei Paare wie (12, 34, 56). — Die
«Fiinfseite ordnen sich so: Zu ai b1 gehoren 12 wie cesa Cs5 Cs6 Cs2
«Ces, ZU a1 a2 12 wie cCss a5 Cse5 as C46, ZU a1 C2s Sechs wie as Css Cz6
«cg4 C25 und sechs wie cs5 as by as c2a; zu ci2 c13 sechs wie cis as
«bs as bs und sechs wie bs as cis Cos Cuis.

«Wie gefillt Ihnen dieser Doppelsechser ? 12 Strahlen bilden
«ein an 6 Stellen schadhaftes Gitter, jeder der 15 iibrigen entspricht
«zweien Maschen derselben.

«Haben Sie so etwas unter dem Systematisiren verstanden £ In
«der Hoffnung einer baldigen Antwort bezengt Ihnen hiemit seine

«Hochachtung
Ihr dankbarer Schiiler
L. Schlifli.»
Bern, den 2. Mai 1854.

Schlifli an Steiner.

«Hochgeschiitzter Freund und Lehrer !

«Was jene bornirte Curve vierten Grades mit drei Doppel-
«punkten betrifft, wo zugleich jeder von einem Doppelpunkt aus-
«gehende Strahl von der Gegenseile des Doppelpunktendreiecks in
«Beziehung auf die zwei iibrigen Durchschnittspunkte der Curve har-
«monisch getheilt wird, so folgt daraus nothwendig, dass jede Doppel-
«punktstangente zugleich Wendungslangente ist, dass also hier jeder
«Doppelpunkt acht Wendepunktie verschlingi, was die volle Zahl 24
«giebt. Diese auf der Hand liegende Bemerkung habe ich das letzte
«Mal zu machen vergessen.

«In Betreff der Cayley’schen Geraden auf der Fliche dritten
«Grades habe ich einstweilen Folgendes gefunden. Denkt man sich
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«einen durch zwei Ebenendreier bestimmten Flichenhiischel dritten
«Grades, und wihlt eine einzelne Fliche { = xy z -}- Atuv heraus, so
«zihlen die 6 Ebenen x, y, z, t, u, v fiir 18 Data und der Coeffi-
«cient A fir eines, zusammen 19. Folglich kann jede freie Fliche
«dritlen Grades auf diese Weise erzeugt werden. (Man hat freilich
«so erst 9 in der Fliche liegende Geraden). Wird der Scheitel des
«einen Ebenendreiers als Pol genommen, so ist seine Polarfliche ein
«Kegel zweilen Grades, der durch /die Kanten des andern Ebenen-
«dreiers gehl. Die in der Fliche liegende Gerade (x) z. B. werde
«von den Ebenen y, z in B, C und von den Ebenen u, vin E, F ge-
«schnitten; dann seien P, Q die Asymplolenpunkle des von jenen
«zwei Punktpaaren beslimmien involutorischen Syslems (oder BCGP Q
«und E F P Q harmonisch); so wird die Kernfliiche (vierten Grades) die
«Gerade (xt) in P und in Q berihren. Wird P als Pol genommen, so
«ist Q der Scheilel des Polarkegels; dieser geht durch .- die Gerade
«(xt) und durch die Gerade, welche von Q ausgehend die Kanten (yz)
«und (uv) schneidet. — Liegtl ausser den erwidhnlen 9 Geraden noch
<irgend eine Gerade aul der Fliche, so muss sie durch drei von den
«schon bekannten Geraden, wie z. B. durch (xt), (yu), (zv), gehen,
calso auf der durch (xt), (yu), (zv) bestimmten Fliche zweilen Grades
«liegen. Die Rechnung zeigl nun wirklich, dass diese Fliche die f®)
«noch in 3 neuen Geraden schneidel. Da es aber im Ganzen 6 solche
«Combinationen, wie (xt), (yu), (zv), giebl, so bekémmt man 6>3=
«18 neue Geraden; im Ganzen 9-+-18=27.

«Die freie Fliche dritten Grades enthilt also 27 Geraden. Wird
«eine Transversalebene um eine solche Gerade herumgedreht, so
«schneidet sie die f® im Allgemeinen noch in einem Kegelschnitt;
«dieser erscheinl aber im Besondern fiinfinal als Geradenpaar. Es
«giebt also 45 ebene Schnitte, welche Dreiseile sind. Die zwei
«Punktle, welche jene Gerade mit dem Kegelschnitl der um sie sich
«drehenden Schnittebene gemein hat. bilden ein Involutionssystem,
«in dessen Asymptotenpunkten P, Q die Kernfliche ® von jener Ge-
«den beriihrt wird '},

Schlifli an Steiner.
«Mein licher Freund !

«Um den Briefwechsel nicht zu lange zu unterbrechen, schreibe
«ich Thnen hier nur iiber einige wenige Fragen Ihres letzten Briefs,

1) Hier bricht der Brief ab, die Unterschrift fehlt.
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«deren Beaniwortung aber mehr Arbeit gekostet hat, als Sie wohl ge-
«dacht haben werden. Wie ich hintenher erkenne, hitte ich frei-
«lich durch etwas mehr synthelische Ueberlegung an Zeit ersparen
«konnen.

«Was vorerst die Frage auf dem Kkleinen Papierstreifen belrifft,
«s0 liegen die sechs Scheitel je dreier zusammengehiriger Triederpaare
«nicht in einer Ebene. Dieser Dreier veranlasst mich zu einer
«Bemerkung: wenn man nimlich aus jedem Paare nur ein Trieder
«nimmt, so hat man eine Gruppe von 9 Ebenen, welche die F? in
«den 27 Geraden schneidet; es giebt also 320 solche Gruppen; zur wirk-
«lichen Bestimmung der Cayley’schen Geraden kime aber alles darauf
«an, eine durchgehende Fliche neunten Grades zu finden, d. h. die
«220 Coeflficienten ihrer Gleichung aus den 20 Coeflicienten der ge-
«gebenen Gleichung der F? auf rationalem Wege herzuleiten. So
«lange dieses nicht gethan ist, sind auch die 27 Geraden nicht ge-
« funden.

«Die Bedingungen fiir die hyperbolische Eigenschaft einer jeden
«reellen Geraden der F® kinnen zwar, wenn schon ein Triederpaar
«bekannt ist, ziemlich einfach ausgedriickt werden, sind aber unter
«sich verschieden ; und ich erkenne einstweilen zwischen denselben
«keinen andern Zusammenhang, als den, welchen Sie selbsl schon ausge-
«sprochen haben. Die Frage hingl mil derjenigen nach der Realitil der
«Geraden nicht zusammen, Ich werde iibrigens auf diesen Gegen-
«stand noch ferner Acht geben.

«Die Classification hingegen der reellen Flichen dritten Grades
«in Beziehung auf die Anzahl ihrer reellen Geraden ist mir volistindig
«gelungen, und ich freue mich Ihnen hieriiber sichern Berichl geben
«zu konnen. Die Griinzfille, in denen die Fliche aufhort frei zu sein,
«sind hier ausgeschlossen; nach dem gleichen Eintheilungsgrunde
«wiirde ich z. B. nur zwei Gattungen von Flichen zweilen Grades
«<annehmen. — Die Fliche dritten Grades zihlt nur finf Gattungen.

«A. Alle 27 Geraden und 45 Ebenen sind reell. (27 G, 45 E.)

«B. 15 G, 15 E. Die 12 imaginiren Geraden bilden einen

«Doppelsechser
a1 4az d3 a4 45 a6
(bl bs hs bs bs bs)
«wo je eine Gerade der einen Reihe der Zugeordneten der andern

«Reihe conjugirt ist, wesshalb keine der imaginiren Geraden einen
«<reellen Punkt haben kann. Durch je zwei Paare zugeordneter Strahlen
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«(wie a1 be, a2 b1) gebht ein reeller (ci12), und so oft sich die 6
«Zeiger in drei Paare abtheilen lassen, hat man ein reelles Dreiseit
«(wie c1z, ¢s4, cs6), ihre Zahl daher 15. Durch jede reelle Gerade
«gehen 3 reelle und zwei imaginire Ebenen.

«C. 7 G, 5 E. Durch eine bhestimmte reelle Gerade gehen 5
«reelle Ebenen, von denen aber nur 3 auch vollkommene Dreiseite ent-
«halten ; die 2 andern haben mit der Fliche ausser jener Geraden jede
«nur noch einen isolirten Berihrungspunkt gemein, wo sich zwei
«conjugirte Seiten schneiden.

«D. 3 G, 13 E. Ein einziges reelles Dreiseit, durch dessen jede
«Seile noch vier reelle Ebenen gehen, also 12 Paare conjugirter Ge-
«raden, die sich schneiden.

«E. 3 G, 7 E. Ein einziges reelles Dreiseit, durch dessen jede
«Seile nur noch zwei reelle Ebenen gehen, also 6 Paare conjugirter
«Geraden, die sich schneiden.

«Diese Aufzihlung erschopft. Vielleicht interessirt es Sie, zu
«sehen, wie diese Gatlungen mit den Formen der Triederpaare zu-
«sammenhingen. Es seien u, v, w die Polynome des einen, x,y, z die
«des andern Trieders ; sie zihlen fiir 18 Data ; giebt man das 19t Datum,
«den Factor, der beide Trieder verbindet, einem der Polynome, so kann
«die F* durch die Gleichung uvw -} xyz == 0 dargestellt werden.
«Die Polynome konnen aber reell oder imaginir sein; und es fragt
«sich, welche Formen dieser Gleichung sind unter der Vorausselzung
«einer reellen Fliche iiberhaupt moglich. Die Antwort auf diese Frage,
«die auf den ersten Blick ebenso schwierig erscheint, als die Be-
«slimmung der 27 Geraden selbst, isl in folgender erschopfender Auf-
«zihlung enthalten.

L u,v,w, X,y z reell.
II. umit x, v mity, wmit z conjugirt.
II. u, v, w, X reell, y mit z conjugirt.
IV. u, x reell, v mit w, y mit z conjugirt. ,
V. u, x reell ; die imaginiren Ebenen v, w haben jede ihren reellen
Strahl in x, ebenso haben die imaginiren y, z ihre reellen
Strahlen in u.
VI. u, x reell; nur u wird von y, z in reellen Strahlen geschnilten;
X von v, w bloss in conjugirten.
VII. u, x reell; aber weder u noch x haben ein reelles Dreiseil.
VHI. u mit x conjugirt; v hal mil y, w mit z einen reellen Punkt
gemein.
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IX. Nur u ist reell und schneidet x in einem reellen, y, z in con-
jugirten Strahlen; und nur y hat auch noch mit jeder der
Ebenen v, w einen reellen Punkt gemein.

X. Keine Ebene reell und keine zwei conjugirt (wie bei allen
folgenden Formen); u hat mit x einen reellen Punkt, v mity
einen reellen Strahl, und w mit z einen reellen Strahl gemein.

XI. Jede Ebene des einen Trieders hat mit jeder des andern einen
reellen Punkt gemein.

XII. u hat mit x einen reellen Punkt gemein, iiberdiess u mit y, u mit z,
X mit v, x mit w.
XIII. u hat mit x einen reellen Punkt gemein, v mit y und w mit z,

Ich nenne zwei Formen aequivalent, wenn jede in die andere
«lransformirt werden kann. So sind II, V dquivalent und finden sich
«in den Gattungen B und C; IV, VI, VHl in C und E; lII, VIl in D und
«E; IX, XII, XIII nur in E. Isolirt sind die Formen Il in A und B;
«X in G, XI in D. — Diese Formen von Triederpaaren kommen zu
«Dreiern vereinigt in den verschiedenen Flichengattungen in folgender
«Weise vor:

A hat 40 Dreier (I. L. 1);

B hat 10 (L. II. II) und 30 (V. V. V);

C hat 4 (L IL 1V), 12 (V, VII. VIII) und 24 (VI. X. X);

D hat 16 (III. XI. XI) und 24 (VIL VIL VII);

E hat 2 (IV. IV. IV), 4 (IIl. XIIL. XIII), 6 (VIL VIIL. VIII), 12 (VI XIL
XII) und 16 (IX. IX. IX). '

«Die Triederpaarformen X bis XIII hatten, wie ich eben einsehe,
«elwas schirfer definirt werden sollen, es hitle angegeben werden
«sollen, wenn drei reelle Punkte in einer Geraden liegen.

«Was Sie tiber den Durchschnitt R der Basis ™ mil ihrer zwei-
«ten Kernfliche Q * ™ — 2 anfiihren, ist alles richtig. Wenn Q die
«Curve R durchliuft, so beschreibt P eine Curve 6 m (m — 2)%e,
«Grades. Dass t die Fliche P 4 (m —2° zweipunktig beriihrt, ist ganz
«natirlich, weil die Beriihrungsebene der ™ in () zugleich die Fliche
«P in P beriihrt; aber ich glaube durchaus nicht, dass sie die Curve
«POomm— 2 heriihrt, Wenn dieses fir m = 3 eintreffen sollte, so
«miisste die Tangenle der R in Q eine erzeugende Gerade des Polar-
«kegels von P sein, was ich nicht glanbe. Die Fliche {2m (m —2) @ m — 4
«ist eine abwickelbare ; aber ihre Bindecurve ist mir auch fir m = 3
«noch unbekannt. Wenn auf der f™ ein Punkt R! unendlich nahe bei
«dem in R befindlichen Punkt Q liegt, so schneiden sich die Be-

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1415.



— 130 —

«riihrungsebenen der f in Q und Q! immer in der Riickkehrtangente t,
«nach welcher Richtung auch Q! abweichen mag. Fir m = 3 hat
«der Polarkegel von P nichts mit t zu thun; jener kann diesen
«Strahl t nur dann enthalten, wenn P in die Fliche f3 filll. Die t
«kann im Allgemeinen nicht Tangente der R sein, sie wird es nur
«fiir die b4 Asymptotenpunkte. Die P'® geht einfach durch die 54
«Asymptotenpunkte. Ich denke, der Schnitt von t3° mit gq* besteht
«aus R'* 4 2 P 4 8™ und diese S muss allerdings durch die 54 7
«gehen. Die Schmiegungsebene der R? ist kein leichter Frass! — (Basis
«f™ ) Q beliebig auf der zweilen Kernfliche q* ™ — 2, Die Beriihrungs-
«ebene der Kernfliche ¢ in Q ist zugleich Beriihrungsebene der zweilen
«Polarfliche von P in diesem Punkt Q. — Ich erstaune, dass Sie
«mittelst der abwickelbaren Fliche t*® die 27 Geraden wirklich con-
«struirt haben. Denn es ist klar, dass die Gleichung der 1% auf rationalem
«Wege gefunden werden kann; wenn man dann aus (f3, t3°) und
«(f?% g*) eine Coordinate eliminirt, so ist jene Resullante durch den
«Gubus von dieser theilbar, und der Quotient das Quadrat des Productes
<aller 27 Geraden. Ob man vielleicht von hier aus zu der sehnlich
«gewiinschien Gleichung des 9%*® Grades gelangen kann. — Was ich
«von einer f7 geschwatzt habe, weiss ich nicht mehr; von zwei Grund-
«punkten eines Kreisbiischels habe ich nie gesprochen, wohl aber von
«den zwei festen allen Kreisen gemeinschaftlichen Punkten. Ich werde
«trachten, mit den riickstindigen Sachen aus Ihren beiden Briefen
«noch vollends aufzuriumen,

«Uriaszettel gezeigt. Ris bei Anfang des Semesters als Reclor
«mit Geschiften beladen, trigt mir den Gruss auf und verspricht IThnen
«etwas spiter zu schreiben. Sende an Crelle tom. I der oo® und
«bitte Sie allenfalls bei ihm zu speichen'). Wenn Sie aber Berlin ver-
«lassen, wiinsche Ihre Adresse zu wissen und bille tiberhaupt recht
«bald zu antworten. — Nach Wien etwas zu schicken (iber Resullante
«u. nothwendige P™ bei Flichen) wird wohl vergeblich sein; dem
«Liouville werde schicken, sobald der Bernhardiner etwas frei ge-
«worden. 113 — 113 = 0.

«Mit freundlichem Gruss
« L. Schlfiﬂi.

«Muzzopoli il 23 Majo 1854.»

') Zu sorgen, dass Crelle vorwirts macht!
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Schliifli an Steiner.

«Mein lieber Freund !

«Es thut mir leid, dass Sie sich die vergebliche Mihe genom-
«men haben, zweimal iiber denselben Gegenstand zu schreiben. Bei
«der grossen Eile, die mich dringte, Ihnen zu antworten, habe ich
«einiges unbeantwortet gelassen, was ich jetzt nachholen will. (Bei
«Ihrem Brief vom 30. April war es die Frage, ob vielleicht die 6
«Scheilel des Triederpaardreiers in einer Ebene liegen, die mir zu-
«erst auffiel und mich fast rasend machte (7.—13. Mai), weil die al-
«gebraische Entwicklung in’s Aschgraue gieng, bis ich mich endlich
«zu einer numerischen Untersuchung entschloss, welche entschieden
«negativ ausfiel. Dann sprach mich die Eintheilung der F? nach Gat-
«tungen hinsichtlich der Realitit ihrer Geraden besonders an und
«danerte 14.—21. Mai; mein anfinglicher Plan war zu weit angelegt
«weil ich sicher sein wollie, alles zu erschipfen; ich habe jetzt frei-
«lich einige Andeutungen, dass einfache synthetische Betrachiungen
<hinreichen médgen, um sich zu tberzeugen, dass es nur die erwihn-
«ten fiinf Gatlungen giebt; aber bei meinem Verfahren machten mir
«Z. B. quadratische Gleichungen mit imaginiren Coefficienten viel zu
«schaffen, wie auch, da ich nur mit Triederpaaren operieren konnte,
«die grosse Mannigfaltigkeit ihrer denkbaren Formen, bis endlich die
«bemerkte Aequivalenz einiger derselben mir aus der Noth half) —
«In Zukunft moge es als Beslitigung gellen, wenn ich eine Ihrer
«Aussagen nicht wiederhole; aber das, was ich noch nicht untersucht
«<habe, werde ich erwidhnen. — Hinsichtlich der Rt»—2n zeigt, wie
«ich glaube, die Anschauung, dass, da wo die hyperboloidische Be-
«schaffenheit der f* in die ellipsoidische iibergeht, also conisch oder
«wenn man will cylindrisch wird, einmal die Riickkehrkante L (gleich-
«sam erzeugende Gerade des Cylinders) eine abwickelbare Fliche be-
«schreibt, zweitens im Allgemeinen nicht mit der Tangenle der R
«zusammenfillt, dass vielmehr wenn dieses geschieht, der Riickkehr-
«punkt in einen Selbstheriihrungspunkt ausartet; ist Q ein solcher
«Punkt, so geht dann die dritte Polarfliche des conjugirten Pols P
«durch diesen Q; und es giebt 2n(n—2) (11 n—24) solche Punkte
«auf der f». Wie die Fliche f* aussieht, da wo beide Zweige des
«Selbstberihrungspunkts conjugirl imaginir sind und sich nur in einem
«reellen Punkt berihren, weiss ich nicht anzugeben. -— FL.% einem
«Dreiseitsschnitt der f3 zugeordnet, Ort des Scheitels L eines Kegels 2,
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«der die f® in drei Kegelschnitten, deren Ebenen durch die Seiten
«des A gehen, schneidet, schneidet diese Ebene / in derselben C*
«wie die Kernfliche. Da nun diese C* die Diagonalen (Seiten des A)
«eines Vierseits in dessen 6 Ecken beriihrt, so miissen die 4 iibrigen
«Durchschnitte der C* und des Vierseils in einer Geraden liegen.
«Fillt L in einen solchen Durchschnitt, so beriihrt der Kegel die
«Ebene A lings der Seite des Vierseits. Fillt aber L in ein Vierseils-
«eck 7z, so degenerirt der Kegel in die Ebene A und die Ebene,
«welche f? in sz beriihrt; heisst a die /\seile, worauf die Zugeord-
«neten sz, 7', b, ¢ die zwei iibrigen, so ist der durch a gehende
«Kegelschnitt der, welcher a in sz beriihrt; der durch b gehende ist
«a ¢, der durch ¢ gehende a -+ b, und der Durchschnitt ihrer (mit
« /\ zusammenfallenden) Ebenen ist die vom Eck (bc) nach = gehende
«Gerade. — Wenn Q diese C* durchlduft, so beschreibt der conjugirte
«P eine Theilcurve R%, welche die Ebene /A in den 6 5 schneidel.
«— Vielleicht ist der Grad der mit R*®=2 conjugirten Curve im
«letzten Brief unter die Oblate!) gekominen; sie ist eine PSn@—2)?
«— Normalen aus A auf die f*. R™—2+1 Ort des Pols P, dessen
«Polarebene auf der Geraden AP senkrecht steht. Durch diese geht
«eine Doppelschaar von Flichen nten Grades, worunter eine A zum
«Knotenpunkt hat und durch die (n—1)® ersten Grundpolarpunkte
«der unendlich entfernten Ebene geht. Bei der {2 geht durch die R®
«unter anderm auch ein Kegel? worin die drei Hauptaxen der f2
«liegen. Die R® hat drei den Hauptlaxen parallele Asymptoten; es
«seien A, B, C die Lingen der Hauplaxen des Ellipsovids, a, b, ¢ die
«auf diese bezogenen Coordinaten des Punkts A, von wo die Normalen
<ausgehen ; dann sind die Gleichungen der mit der Axe A (oder x)

«parallelen Asymptote :
B? C®
y:]_ﬂ?'m_Az b, Z=——CZ—A2 C.
«(Dass die R™-»tl durch A geht und ihre Tangente hier auf
«der Polarebene von A senkrecht ist, versteht sich von selbst.) Beim
«Paraboloid geht die R® einfach durch den Beriihrungspunkt der un-
«endlich entfernten Ebene, die entsprechende Asymplote ist die Haupt-

«axe selbst. Ueber die zwei andern Asymptoten bin ich im Unklaren ;

2 2
«cwenn 2x = yﬁ—l— % die Gleichung der Fliche ist, so bekomme ich

) D. h. Schlifli hat ihn nicht lesen kdénnen.
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«fir die mit der Axe der y parallelen Asymptote nur eine Gleichung,
«ndmlich x=a—p, und fir die mit der Axe der z parallele : x—a—q ;
«wo die Abscisse a des Punkts A sich auf den Scheitel des Parabo-
. 0
q—Pp
pb

«fiir diese noch y == ———.) Fiir die Umdrehungsfliche #? reducirt

«loids bezieht. (Doch wahrscheinlich fir jene noch z — und

‘«sich die R* auf einen in der Meridianebene von A befindlichen Kegel-
«schnitt und die unendlich entfernte Gerade einer zur Axe senkrechten
«Ebene , fir die Kugel auf die von A nach dem Centrum gehende
«Gerade, der Rest unbestimmt in der unendlich entfernten Ebene. —
«Die Projectionen der R®* auf die Hauptebenen der f? sind gleichseitige
“«Hyperbeln.

«Eine rdumliche Curve scheint mir am allgemeinsten dargestellt
«zu werden, wenn man n Gleichungen von allerlei Graden, homogen
«in Beziehung auf n—1 zu eliminirende Grossen 4, u etc. setzt, dann
«erst jeder von diesen einen beliebigen impliciten Dimensionswerth
«beilegt und nun statt der Coefficienten allerlei homogene Polynome
«in X, y, z, W (rdumlichen Coordinalen) von allerlei Graden, doch so,
«dass wenn neben diesen dem angenommenen impliciten Dimensions-
«werlh einer jeden der A, u,.... auch Rechnung getragen wird, alle
«Glieder einer und derselben Gleichung neuerdings dieselbe Dimen-
«sion erhalten. Wire z. B. [x? -} bxy - elc.] AP u9 ein Glied einer

«Gleichung, so wire diese in Beziehung 4, y, ... allein homogen und
«vom Grade p -}- ¢, aber, wenn man A, u, ... die impliciten Dimen-
«sionen «, B, ... beigelegt hal, in Beziehung auf x, y, .... 4,...

«zusammen von der Dimension 2 - ap 4 #q, und diese Zahl miisste
«fiir alle Glieder der Gleichung dieselbe sein. Lisst man aus dem
«System eine Gleichung weg, so entspricht der Resultante der iibrigen
«eine Fliche. Da aber nicht jede Lésung, welche zwel solche Re-
«sultanten annullirt, eo ipso auch dem ganzen Systeme geniigl, so wird
«der Durchschnitt der ihnen entsprechenden Flichen mehr als die
«wahre Theilcurve R des Systems enthalten. Am durchsichtigsten
«wird die Sache, wenn wir alle Gleichungen in Beziehung auf 4, g, ...
«linear annehmen ; ich schreibe in diesem Falle die Polynome = Co-
«efficienten von 4, w, ... in einer und derselben Gleichung in eine
«Verticalzeile und erhalle ein rechteckiges Schema mit n Verticalzeilen
«(Zahl der Gleichungen) und n—1 Horizontalzeilen (Zahl der 4, y, . .

«deren Verhiltnisse zu eliminiren sind). Wenn ich nun im Schema
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«statt der Polynome in x, y, z, w bloss ihre Grade hinschreibe und
«s0 das Schema

ar-}b1 . as4b1 . asfbr ... an—b
ai--bz . a2-}-be . as}-b: . .....an}-be

---------------------

ar+b,_y.a32+bn .38+ by q... aptbu_g _
«erhalte, dann die Summe der Zahlen ai, az, ... a, mit A,, derbs, be, ...
«bp—y mit B,_; und die Summe der biniren Produkte mit A, B,
«bezeichne, so ist der Grad der Curve R: %, + ApBp— 4+ By —B -
«Wenn im Schema eine Constante statt eines Polynoms vorkommt, so
«ist dieses so viel, als wenn man die belreffende Horizontal- und Verti-
«calzeile durchstriche; denn so kann dann das Schema reducirt werden.
«Liicken scheinen Beschrinkungen mitzubringen, z. B. Zerfallen der
«Curve in zwei. Fir die paar ersten Grade hat man folgende Schemate :

R¥[1.1.1; R*|2.2(; R®|1.1.2]; R¢|2.3[u.f1.21.1.1|;
1elsl ' 1.1.2“ 1.1.1.1
1.1.1.1
R71.1.8|u.|1.1.1]; R}|2.4]u.1.2.2 o
1.1.3 9.9 9 1.9 9l L.assen Sie mich

«fhren fiinf geometrischen Grundgebilden als VI*® die Fliche erster
«Classe, den Punkt mit allen durchgehenden Ebenen, als Ebenenbusch
«hinzufiigen und zwei solche Biische perspectivisch nennen, wenn sie
«irgend eine feste Ebene in denselben Geraden schneiden, projectivisch
«wenn sie aus dieser gegenseiligen Lage verriickt sind. Dann sagt
«das Schema der R®, 1° dass sie durch drei projectivische Ebenen-
«biischel erzeugt wird, 2° dass wenn durch zwei feste Punkte A, B
«der R® und jeweilen durch dieselbe verinderliche Sehne der R® die
«zwei Ebenen a, b gelegt werden (a durch A und die Sehne), die so
«gebildeten Ebenenbiische A und B projectivisch sind; jeder Punkt
«der R® ist Scheitel eines Kegels 2, der durch sie geht. — Die R?
«entsteht nach dem Schema aus projectivischen zwei Ebenenbiischeln
«und einem Fldchenbiischel ?; sie kann daher sowohl als Durchschnitt
«einer f2 und f® mit Weglassung einer Geraden, wie auch als Durch-
«schnitt zweier f® mit Weglassung einer R*|| 2.2 || gefasst werden ;
«das Zerfallen dieser letzten scheint mir etwas Spezielles. Wie Sie
«gine R® construiren, durch die keine f2 geht, vermag ich nicht zu
«errathen. Die durch meine R® gehende f? ist einzig, nimlich die
«durch die zwei projectivischen Ebenenbiischel bestimmte, und alle
«ihre Geraden y, welche mit den Axen dieser Biischel zur gleichen
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«Schaar gehéren, schneiden die R® in drei Punklen; durch jeden
«Punkt der R® scheinen aber noch andere Geraden von dieser Eigen-
«schaft zu gehen (vielleicht 4 7). — (%, %) = g - R®; die R® soll
«feststehen, so ist auch f? fest; g kann diese durchlaufen: aber ich
<halte fiir jetzt g fest, nehme zu f? eine beliebige Ebene E hinzu,
«um mit der f® einen Biischel ® zu bestimmen; wenn ich nun aus
«dem Biischel eine fi® herausnehme, so habe ich sie mit 4-facher
«Freiheit gewihll; eine Cayley’'sche Gerade, die g nicht schneidet,
<bewegl sich also mit 4-facher Freiheit, d. h. kann mit jeder beliebig
«gegebenen Geraden zusammenfallen; da die g selbst eine einfache
«Bewegung hat, so ist die durch R® gehende f?® fiinffach unbestimmt.
«Sie konnen also zu der R® jede Gerade 1, welche Sie wollen, hinzu-
«nehmen, und dann auf die angegebene Weise eine f® erzeugen. —
«Dass mein ganzer hier angelegter Plan noch Stimperei ist, ersehe
«ich aus Ihrer R*, in welcher die f* von jedem durch zwei sich nicht
«schneidende Cayley’schen Geraden gelegten Hyperboloid geschnillen
«wird ; sie passt nicht in die Form || 2 .2 ||, weil kein anderes Hyper-
«<boloid durchgeht; Sie sehen dieses aus dem speziellen Falle, wo
«diese R* sich in eine Cayley’sche Gerade verwandell, die von drei
«andern unter sich freien Cayley’schen Geraden geschnitten wird. Ich
«kann bis jetzt diese R* nur als eine R®, aus der vermdge einer be-
«sondern Abhingigkeit der Hiilfspolynome eine Gerade sich ablost,
«darstellen. — Auf mein Schema der Theilcurve R® passt nur (f3, fi®)
«—Ri® + RE Sie wird erzeugl durch 4 projeclivische Ebenenbiische,
«wenn man dieselben durch die Bedingung, dass je 4 entsprechende
«Ebenen einen Punkt P gemein haben, zu einfachen Schaaren de-
«gradirt ; der Punkt P beschreibt dann die R®. Was Sie von den
«Geraden anfiihren, welche die R® in drei Punkten schneiden, habe
«ich noch begriffen; fiir meine R® halte ich es im Allgemeinen fiir
«unstatthaft ; denn wenn der erste Durchschnittspunkt A gegeben ist,
«erhalte ich als Ort des zweiten eine von A ausgehende Gerade, von
«der ich nicht einzusehen vermag, dass sie die R® noch einmal trifft.

«Die R® 1111 ist durch 12, die R* |2.2]| durch 16, die
1.1.9 1.1.1.1
«R* | " 7| durch 21, die R® |2.3| durch 24, die R® |1.1.1.1
11.1.2
1.1.1.1
«durch 27 Data, die R7 1.1. durch 28, die R7 1.1.3 durch 32
d 2.2.2 ’ 1.1.3
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«Data bestimmt. Ein einfaches Datum wiire etwa eine Gerade, die von
«der R geschnilten werden soll; ein gegebener Punkl zihlt fiir 2 Data;
«aber es diirfen im Allgemeinen nicht lauter Punkte gegeben werden.

1.1.1
«Die f* kann durch das Schema (1.1 . 1| dargestellt werden und

I [ |
«enthdlt vermige desselben eine Doppelschaar von R?® und noch eine
«davon geschiedene; die f* wird demnach erzeugl durch 3 projec-
«livische Ebenenbiische. Da das Schema mit Riicksicht auf Trans-
«formation nur 19 Data zihlt, so ist seine f* die allgemeine. Es
«seien auf der f* die Punkte A, B, G, P, P!, P!, P!! und noch 12
«andere gegeben; man beabsichtigt A, B, C zu Centren projeclivischer
«Biische zu machen. Die 4 durch AP, AP!, AP'! AP!!! gehenden Ebenen
«des Busches A ermangeln noch jede einer Bestimmung, u. s.f.; es sind
«also im Ganzen noch 12 Data unbekannt; diese werden durch die
«12 ibrigen Punkte just bestimmt. Da nun die Projeclivitit zweier
«Biische durch 4 Ebenen in jedem festgeselzl wird, so kann man
«von jelzt an so viele Punkte der f* construiren als man will. Das
«Triederpaar uvw - xyz=o ist in diesem Schema begriffen, nim-

1.1.1.1
S 1.1.1.1

«lich als|y * v |- Das Schema 1' 1.1.10 welches die f* geben
W 1.1.1.1

«sollte, zihlt leider nur 33 Dala statlt 34; dieses Schema enthilt aber
«eine dreifache Schaar von R® und noch eine solche; die freie f*
«aber wahrscheinlich nicht.

«Es sei P ein Pol, dessen x* Polare in Beziehung auf C™ einen
«Doppelpunkt Q hat, so sind die Grade der Orte von P und Q resp.
«3x (m—1—x)* und 3 x? (m—l——x)' fir Flichen 4 x (m —1—x)3?

«und 4 x® (m—1—x). — Die Orts. }Q hat mit der (x-}-1)te» Po-

ﬂ l
Tangente ' o ;
«lare von P Puonkt und 2 ng }gemem, diejenige- von P mit der
~«(m—x)® Polare von Q. — Das Geheimniss der Kerncurven und

«-Flichen war mir schon bekannt.

«Ich glaube nun so ziemlich mit den schuldigen Antworten auf-
«geraumtl zu haben; nur etwas iliber Evolulen und Doppellangenten ist
«noch ibrig geblieben.
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«Mir schwebt die Frage vor: welche Curve auf der f® enthilt die
«Beriihrungspunkte der Ebenen, welche die [ In zwel gesonderlen
«Punkten berihren? — Die P'® bei der f* trifft jede Sylvester’sche
«Ebene mit 6 dreifachen Punkten, was ja sehr gut zu dem ohnehin
«sichern Grad passt. — Helfen Sie mir zu einer {?, welche durch die
«27g geht!

«Ich habe moglichst geeilt, Thnen zu antworten, damit dieser
«Brief Sie noch vor Threr Abreise in Berlin erreiche ; und wiinsche,
«dass Sie mir dann Ihre Adresse geben. In Ems sind Sie niher bei
«der Schweiz; vielleicht konnte ich in den Herbstferien Sie dort
«besuchen.

«Prof. Reftig hal mir einen [reundlichen Gruss an Sie aufge-
«tragen, nehmen Sie auch einen von lhrem diesen Augenblick Cay-
«lisch-Sylvestrisch-polarisch-schwabblig-verriicklen '

«Bern, den 27. Mai 1854. L. Schlifli.

«Abends gegen 6 Uhr.

«Ihren Brief vom 22, Mai erhielt ich gestern den 26. Abends

«um 4 Uhr!»

Schliifli an Steiner.
«Mein lieber Freund !

«(7. Juni.) Téglich und stiindlich Threr Antwort entgegensehend,
«ergreife ich schon jetzt die Feder, um sogleich nach Kennt-
«niss [hrer Adresse Ihnen meine Bemerkungen zusenden zu
«konnen. Wie es mir nimlich fast immer geht, so habe ich auch
«dieses Mal meinen letzten Brief zu erginzen und theilweise zu
«berichtigen. :

«Ieh sprach von projectivischen Ebenenbiischen, — ich will sie
«fortan lieber collinear nennen, — und gab die Definition, dass sie
«in eine solche (perspectivische) Lage versetzl werden konnen, dass
«alle Durchschnitte je zweier entsprechender Ebenen in eine und die-
«selbe Ebene fallen. Es fragte sich aber noch, ob dieses immer aus-
«fiihrbar sei, wenn zwei Ebenenbiische nach meiner analytischen Vor-
«stellung collinear sind. Vorerst war Kklar, dass sie in der perspec-
«livischen Lage einen gleichen und gemeinschaftlichen Ebenenbiischel
«enthalten, dessen Lage ihre Mittelpunkte verbindet ; und umgekehrt,
«wenn zwel collineare Biische auch nur einen in beiden gleichen
«Ebenenbiischel enthalten, so war leicht zu zeigen, dass man nur

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1416.
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«diese zwei Biischsel zur Congruenz bringen darf, indem man die
«Mittelpunkte der Biische getrennt erhilt, um diese in die perspec-
«tivische Lage zu versetzen. Es fragte sich also nur noch: enthalten
«zwei (in analytischem Sinne) collineare Ebenenbiische immer wenig-
«slens einen gleichen Ebenenbiischel? Die Antwort war: es giebt immer
«6 Axen gleicher Ebenenbiischel; und diese werden so construirt :
«Es seien h, k die Asymptotenkegel aller um die Mittelpunkte A, B
«der zwei gegebenen collinearen Ebenenbiische beschriebenen Kugeln
«(d. h. Kugeln mit nullem Halbmesser); k' sei der Kegel, welcher im
«Busche A dem Kegel k des Busches B entspricht. Nun lege man
«an h, k! die 4 gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen, so sind die 6
«Kanten dieses vierflichigen Ecks die Axen derjenigen Ebenenbiischel
«in A, denen gleiche Ebenenbiischel in B entsprechen. Ist die col-
«lineare Verwandtschaft beider Biische eine reelle, so haben auch die
«Gleichungen beider Kegel h, k' lauler reelle Coefficienten; daher
«sind ihre 4 gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen conjugirt-imaginir;
«folglich immer zwei Gegenkanten reell, die 4 {ibrigen Kanten imaginir,

«Ich war erstaunt zu finden, dass die Erzeugung der f® mittelst
«dreier collinearen Ebenenbiische jeweilen mit einem bestimmiten
«Doppelsechser Cayley'scher Geraden zusammenhingt, so dass von
«dieser Seite her keine Hoffnung tbrig ist, zu 19 gegebenen Punk-
«len einen beliebigen 20%°* zu finden. Denn wenn wir auch unter den
«19 gegebenen Punkten drei A, A', A'! als Mittelpunkte collinearer
«Biische selzen, und dann vier andere Punkte K, L, M, N hinzunehmen,
«so drehen sich die 3 >4 Ebenen, mil denen wir die collineare
« Verwandtschaft anfangen wollen, um die 3 >{4 Strahlen AK, AL,
«AM, AN, etc.; und um die 12 Unbekannten, die ihre Lage fixiren,
«zu finden, miissen wir schon 4 sich nicht schneidende Cayley'sche
«Gerade kennen. — Sind mit Bezug auf das Schema der 3><3 an-
«finglichen Ebenen

|K L M
A X y z
Al xl yl Zl
AII Xli y-ll Zli
«(wo wenigstens 4 Buchstaben, wie z. B. y!, z!, y'!, z'!, nicht reine
«Perpendikel bedeuten, sondern noch gewisse Factoren mit sich fiihren),

ax -} a'x! 4-a''x=0

ay __,_ alyl + allyllzo

az +a'z' - a'ztl =0
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«drei entsprechende Ebenen, welche in B sich schneiden, so diirfen
«ihre Polynome unverindert, wie sie hier stehen, z. B. mit der
«Horizonlalzeile A vertauscht werden; u. s. f., was ich nur andeuten will,
«um nicht weitliufig zu werden. D. h. wie, wenn A, A!, A'! als Mittel-
«punkte collinearer Biische feststehen, die auf f* liegenden Punkte K, L, M,
«welche die 3><3 anfinglichen Ebenen des Schemas bestimmen, durch
«irgend drei andere N, P, Q erselzt werden kinnen, so kénnen auch um-
«gekehrt irgend drei unter allen mittelst der collinearen Biische A, A',
«A'" bestimmten Punkte, z. B. K, L, M als Mitlelpunkte collinearer
«Biische gebrauchl werden, um die Punkte A, A!, A'' in Fluss zu
«bringen, und z. B. die Punkte B, B!, B'! an ihre Stelle zu selzen.
«Wir haben jetzt ein neues Schema der f3, wo die Verticalzeilen den
«Punkten N, P, Q, die Horizontalzeilen den Punkten B, B!, B'! entsprechen,
«and zwar haben wir es mittelst 12 unbestimmter Substitutionscoeffi-
«cienten erhalten. Aber trotz der 12fachen Variabilitit umfasst der
«Haufe von Schematen, welche durch lineare Transformation, sowohl
«der Horizontal- als der Verticalzeilen aus einem anfinglichen Schema
«hervorgehen, noch nicht alle Schemate der f*; sondern es giebt 36
«getrennte solche Haufen, wo Kkein Uebergang aus einem in einen
«andern durch lineare Transformationen mdoglich ist; und jeder Haufe
«ist an einen Doppelsechser Cayley scher Geraden gebunden. — Halten
«wir nidmlich wieder A, A!', A'! als Mittelpunkte collinearer Biische
«fest und verlangen zwei Verhiltnisse » : 4 : u, fiir welche die drei
«<entsprechenden Ebenen
«p=ux + Ay + pz = o,
«pl = »ux! - Ay! 4 uz'=0o,
p'l=yx! - Ay 4 pz'! = o,
«welche den Punkt N bestimmen sollten, sich in einer Geraden B
«schneiden, so ist die Aufgabe vom 6%» Grade, wir erhallen daher
«eine Sechserreihe sich nicht schneidender Geraden bi, bz, bs, bs,
«<bs, be ; und konnen das anfingliche Schema
Pp.Yy .z
pt . y! . z!
pit.yll gt
«durch = o ersetzen. Weil aber die Polynome p, p!, p!! nicht mehr
<unter sich unabhingig sind, so giebt es eine identische Relation
capt a'p' + atpt =,
«und diese geht, wenn wir ax } ¢'x! | a!'x!'=t,
cay -+ aly! | elly!l=nq,
«az 4+ a'z! 4 a''z'' = v setzen,
«in xt-4 Aa 4 uv = o iiber.
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«Daher schneiden sich auch die drei entsprechenden Ebenen t,
«u, v der Biische K, L, M in einer und derselben Geraden a,

«welche der vorigen b conjugirt ist und sie nicht schneidet. Wenn
«also die der vorigen &hnliche Aufgabe, welche der Vertauschung
«von Horizontal und Vertical entspricht, die 6 Geraden ai, az, as,
«as4, as, rae liefert, so dirfen wir annehmen, dass jede von diesen
«mit der gleichviellen der Sechserreihe b conjugirtr sei; und es
«ist klar, dass man nicht wieder eine Gleichung 6%= Gades auf-
«zulosen braucht, sondern dass alle Geraden der zweilen Aufgabe auf
«linearem Wege aus denen der ersten erhallen werden. Es ist ferner
«leicht zu zeigen, dass z. B. a1 von den 5 nichl conjugirten Geraden
«be, ... be der andern Reihe geschnitllen wird. Ich nenne die Sechser-
«reihe a den Horizontalzeilen des Schemas entsprechend , weil z. B.
«in dquivalenten Schema die obige Gerade die erste Horizontalzeile
t.u.v
Xl yl Zl
X!lyilzll
«annullirt; die conjugirte Reihe b entspricht den Verticalzeilen. Das
«einfachste Merkmal, dass zwei Gerade beider Reihen, wie ai und by
«conjugirt sind, besteht darin, dass, wenn man so transformirt, dass
«eine Horizonlalzeile des Schemas durch a1 und eine Verticalzeile
«durch b annullirt wird, im Kreuzungspunkt beider Zeilen eine Liicke
«(Null statt eines Polynoms) entsteht. Transformirt man das Schema
«80, dass seine drei Horizontalzeilen der Reihe nach von den Geraden
«a1, a2, as und seine drei Verticalzeilen von bi, b2, bs annullirt werden,
«so fallen auf die Diagonale des Schemas drei Liicken; die Deter-
«minante verwandelt sich in die Summe zweier Produkte, und man
«hat ein Triederpaar.
«Mit dieser Anschauung hingt die Anordnung der auf f3 liegen-
«den Curven R® innig zusammen. Heben wir nimlich aus den colli-
«nearen Biischen A, A!, A!! irgend drei projectivische Ebenenbiischel
<heraus, so erzeugen diese eine R®; sie bildet eine Doppelschaar, die
«ich der horizontalen Richtung des Schemas oder der Sechserreihe a
«entsprechend nenne. VYon K, L, M aus erhalten wir die conjugirte
«Doppelschaar, — Jene R?® schneidet keine der 6 Geraden der ent-
«sprechenden Reihe a; sie schneidet jede Gerade der conjugirlen
<Reihe b zweimal, endlich jede der 15 ibrigen Geraden ciz, etc. nur
«einmal. Irgend zwei R® aus conjugirten Doppelschaaren schneiden
«sich in 5 Punkten und liegen zusammen auf einem Hyperboloid ;
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«zwei R® deren entsprechende Sechserreihen keine Gerade gemein
«haben ohne jedoch conjugirt zu sein, schneiden sich in 4 Punkten;
«in 3, wenn die Sechserreihen eine ; in 2, wenn dieselben drei Ge-
«rade gemein haben ; endlich zwei R® derselben Doppelschaar schnei-
«den sich nur in einem Punkt. Durch 2 beliebige Punkte auf der
«Fliche ist die R® bestimmt; aber es gehen deren 72 durch.

«Die R3 ist eine sehr hiibsche Curve ; sie hat einmal gar keinen
«ausgezeichneten Punkt; sodann spielt die Schaar ihrer Schmiegungs-
«ebenen als Abwickelbare ganz dieselbe Rolle wie die Schaar ihrer
«Punkte als Raumcurve. Durch einen freien Punkt gehen 3 Schmieg-
«ungsebenen. Durch irgend zwei Durchschnitte von je zwei Schmieg-
<ungsebenen geht eine der Abwickelbaren eingeschriebene Fliche
«zweilen Grades; u.s. w. Folgende Aufgaben, 1. wenn 6 Punkte,
«2. wenn 5 Punkte und 1 Sehne, 3. wenn 3 Punkie und 3 Sehnen,
«4, wenn 2 Punkte und 4 Sehnen gegeben sind, die R® zu construiren,
«sind leicht zu lésen. Durch 4 Punkie und 2 Sehnen wird keine
«fichte R® bestimmt, sondern nur etwa ein Kegelschnitt und eine Ge-
«<rade, die aber jenen nicht schneidet, und daher keine R?® mit ihm
«ausmacht. Die tbrigen Aufgaben, 5. durch 1 Punki und 5 Sehnen;
«8. durch 6 Sehnen eine R3® zu legen, konnte ich nicht lisen.

«Unter den 12 Punkten, in denen die Yollcurve R*| 2. 2 || von
«einer f3 geschnilten wird, ist einer nothwendig.» Konnen Sie diesen
«Satz beweisen? Wenn doch diese fundameniale Schwierigkeit nur
«erst in einem speziellen Falle tiberwunden wire! Dann Hoffnung
«auf Verallgemeinerung.

«Durch irgend 4 auf der f® gegebene Punkte gehen 27 Curven
«R*]| 2.2], welche den 27 Geraden entsprechen. Alle auf der {*
«gezogenen Vollcurven R* zerfallen also in 27 geschiedene Haufen.
«Zwei Curven desselben Haufens schneiden sich auch in 4 Punkten,
«diese liegen in einer Ebene, und der vierte ist nothwendig, es geht
«ndmlich ein schon durch die drei Punkte bestimmter Biischel durch.
«Wird aber der vierte Punkt beliebig auf der durch die drei ersten
«gelegten ebenen C3 gesetzt, so zerfillt die R* in die entsprechende
«Cayley’sche Gerade und diese C°. Zwei Curven R* aus verschiedenen
«Haufen schneiden sich entweder in 6 oder in 5 Punkten, je nachdem
«die entsprechenden Cayley’schen Geraden sich schneiden oder nicht;
«im ersten Falle geht die durch die 6 Punkle bestimmte R® durch
«den Schnittpunkt der zwei Cayley’schen Geraden und hat die dritte
«das Dreiseit erginzende Gerade zur Sehne. Da die Gerade a, welche
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«den Haufen der R‘ bestimmt, in 16 Sechserreihen vorkommt, so
«kann die R* dieses Haufens auf 16 Arten in eine R® und diejenige
«Sehne derselben, welche mit a in Beziehung auf die entsprechende
«Sechserreihe conjugirt ist, sich auflésen. Sie kann ferner auf 5
«Arten sich in zwei Kegelschnitte, die zwei Punkie gemein haben,
«auflosen. U.s. w. 16 Schnittpunkte der 4 Trippelebenen!) ausge-
«zeichnet. Durch irgend einen gegebenen Punkt gehen 2 Sehnen.
«Alle Ebenen, welche in zwei getrennten Punkten die R* beriihren,
«bilden eine Abwickelbare (A®) achter Classe, welche in 4 Kegel K2
«zerfilll, deren Scheitel die Tripelpunkte ') sind. Die von den Tan-
«genten gebildete Abwickelbare ist eine A!? achten Grades. In einer
«beliebigen Ebene liegen 38 Durchschnitle von je zwei Schmiegungs-
«ebenen der R*.

«Die famose Theilcurve R* [(2 . 3)—(1 . 1)—(1 . 1)] ist nicht
«80 sprod, wie ich anfangs glaubte ; sie zdhlt nur 16 Dala, wie die
«vorige (michl 181) und ist daher durch 8 Punkte bestimmt, nur
«welss ich nicht, wie viele Losungen es dann giebt. Fiir ihre ebene
«Projection ist k =6, d =3, w = 6, t = 4. Diese R* hat nur 4
«Punkte, wo sie von einer Ebene 4punktig beriihrt wird. Ihre Ab-
«wickelbare A® ist zugleich vom 6t Grade und hat eine Doppellinie
«g*r Grades. In jeder beliebigen Ebene liegen nur 6 Durchschnitle
«je zweier Schmiegungsebenen der R% Ich vermuthe, dass die ge-
«nannte Doppellinie R® ihrem Charakter nach von der A® sich nur
«durch Vertauschung von Grad und Classe unterscheide; sicher ist,
«dass sie von jeder Tangente der R* nur zweimal geschnitlen wird.
«Legen wir hingegen an die R* alle Beriihrungsebenen, welche die-
«selbe in zwei verschiedenen Punkten beriihren, so machen diese eine
«Abwickelbare A*2, welche die R* zur_ Doppellinie hat und als Ebenen-
«schaar wahrscheinlich dasselbe ist, wie diese R* als Punklschaar ;
«sie wire demnach vom 6% Grade; ich kann dieses aber nicht be-
«weisen. — Yon einem gewissen Gesichispunkt aus erscheint diese
«R* als Glied einer Progression, welche mit der Geraden, dem Kegel-
«schnitt und der R® anfingt. Selzt man nimlich die vier ridumlichen
«Coordinaten gleich ganzen Funclionen einer einzigen Variabeln und
«erhoht ihren Grad nach und nach von 1 bis 4, so erhilt man die
«schon genannten Linien und zuletzt die Theilcurve R* und zwar
«ohne Beschrinkung ihrer Natur. Sie passt auch in die allgemeine

1) Soll wohl heissen Quadrupelebenen.
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«Darstellungsform freier Raumcurven, tiiber die ich Ihnen friiher ge-
«schrieben habe. Wenn nidmlich { bis z lineare Polynome der 4
«rdumlichen Coordinaten bedeuten. so wird die Curve rein durch das
«System [tA? -} ude 4+ vu® = o, WA 4 xpu = o, yA -} zu = o] dar-
«gestellt, wo das Verhillniss 4 : u zu eliminiren ist, ohne dass man
«etwas auszuschliessen braucht. Das System kann immer so trans-
«formirt werden, dass die Polynome w, X, y, z einem beliebigen
«schiefen Vierseit des festen Hyperboloids auf dem die R* liegt, ent-
«sprechen und dass zugleich u wegfillt, die erste Gleichung also bloss
«1A* 4 vu® = o0 ist. Man kann daher ~die Curve auch als das Er-
«zeugniss dreier Ebenenbiischel betrachten, von denen aber nur zwei
«unter sich projectivisch sind, beim dritten hingegen das projecti-
«vische Verhiliniss die Reihe der Quadrale durchlduft, wenn es bei
«den iibrigen nach einer arithmelischen Reihe ersler Ordnung variirt.
«— Um die Curve R* auf dem festen Hyperboloid zu bestimmen,
«reichen 7 Punkte hin, und die Aufgabe hat nur 2 Lisungen je nach
«der Geradenschaar, auf welche man die Curve bezieht. Sie schneidel
«nidmlich alle Geraden der einen Schaar dreimal, diejenigen der an-
«dern uur einmal. Irgend zwei Curven R* auf dem Hyperboloid haben
«6 oder 10 Punkte gemein, je nachdem sie zum gleichen oder zu
«verschiedenen Haufen gehoren. Die durchgehende f® ist 6fach un-
«bestimmt, sie kann durch je zwei beliebige Gerade derselben Schaar
«des Hyperboloids gelegt werden oder kann auch eine allein zur
«Doppelgeraden haben.

«(6. Juli.} Ich habe mich schauderhaft lang mit den Raumcurven
«gequilt und desshalb mit der Antwort gezogert, weil ich wenigstens
«<noch mit den Curven 6%® Grades aufrdumen wollte. Ich bin zwar
«noch nicht sicher, dass ich alle R® vollstindig habe.

«Iech schicke einige allgemeine Bemerkungen voraus. — Bel
«allen bis jetzt betrachteten auf der f2 oder f® liegenden Curven habe
«ich immer gefunden, dass sie die durchgehende f?® heschrinken; es ist
«daher keine Hoffnung vorhanden, von dieser Seile her etwas fiir
«die f* zu leisten, was der Entdeckung der 27 Geraden auf der f3
«einigermassen ahnlich wire. Wenn ich lauter Polynome zweiten
«Grades anwenden will, so brauche ich deren fii nf, um die allgemeine
«f3 zu construiren, und dann ist das System viel zu beweglich, als
«dass man etwas Verniinftiges daran sehen kionnte. Kurz, die 3 ist
«eine sehr harte Nuss. — Ich bezeichne die Raumcurven nach Grad
«(oben) und Classe (unten); es giebt aber solche von gleichem Grad
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«und gleicher Classe, die dennoch streng geschieden sind. Wenn
«fir die Flichen f™ f», welche die Vollcurve bilden, keine Lings-
«beriihrungen stallfinden, und die Vollcurve in mehrere bekannte Theil-

«curven und eine unbekannte Rf zerfallt, so finde ich die Classe 4
«auf folgendem Wege. Es sei @ die Zahl der Knoten dieser R“, d. h.
«der Punkle, in denen sie von den tibrigen Theilcurven geschnitten
«wird (leicht zu ermitteln), so ist 2 -} ® = « (n 4 n — 2),
«Wenn die R] keinen ausserordentlichen PunklL (dp oder rp) hat,
«s0 ist A immer gerade. Durch irgend einen Punkt gehen

— 1 A
« E—(nz—) — 3 Sehnen; von jedem Punkt der Curve aus gehen
¢ B — 1)2(n — 2 _ ; — 1 Strablen, welche die Curve im

«Ganzen in drei Punkten scheiden. Durch irgend cinen Punkt gehen
«3 (A — n) Schmiegungsebenen und 4 n -} ; A (L — 10)

«Doppelberihrungsebenen; die von diesen umhiillte Abwickelbare
<hat die RJ zur (A— 4) fachen Linic. Die Doppellinie, der von
«den Schmiegungsebenen umhillten Abwickelbaren ist vom Grade

« ;—1 (A —- 4). Die Curve Ry hat 6 A — 8 n Planpunkte (wo eine Ebene

«4 punktig beriibrt). — Die Zahl der nothwendigen Punkte einer Theil-
«curve wird durch folgenden Salz bestimmt: «Wenn eine Vollcurve
«in i Theilcurven zerfillt, so ist die Summe der diesen entsprechen-
«den Zahlen nothwendiger Punkte sammt der Anzahl aller Knolen um
«i — 1 grosser als die der Volleurve entsprechende Zahl nothwendi-
«ger Punkle.» Diese letzte Zahl wird durch die Formel

o (n+p—4)+1—e("+"'3'“_1)

=0, wenn m> n-+4+p —4, und = 1, wennm < n |- p — 4.

«Dieser Satz lisst mich aber bei Lingsberiihrungen im Stich. —
«Unter den wenigen Gatlungen von Raumcurven, die ich jetzt aufzihlen
«will, sind manche, die ich nicht durch ein geschlossenes System von
«Gleichungen, worin zu ecliminirende Hiilfsgrossen vorkommen, so
«darzustellen vermag, dass das System der Theilcurve dquivalent ist,
«ohne dass man von der Gesammtheil seiner Losungen elwas auszu-
«schliessen braucht. Es bleibt daher nichts anders iibrig, als sie nach
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«den niedrigsten durchgehenden Flichen zu ordnen, was doch be-

«denklich ist. Auch scheint uns die f* fiir die Fortselzung dieser

«angefangenen Betrachtung der Raumcurven ein uniibersteigliches

«Hinderniss in den Weg zu legen. In folgender Uebersicht bezeichnet

«¢ die Zahl der Elemente oder Bestimmungsstiicke, p die Zahl der noth-

«wendigen Punkte, wenn es nothig ist, mit einem untern Zeiger, der

«den Grad der schneidenden Fliche anzeigt.

«Rf (e = 12, p = 0); R} (e =16, p=0); R} (e = 16, p =1);

R} (e = 20, p = 0) entsteht, wenn zwei f* eine R} und eine
«diese nicht treffende Gerade gemein haben. Die R} (e = 18);
«welche entsteht, wenn eine f* mit einer {2 drei Gerade derselben
«Schaar gemein hat, betrachte ich als speziellen Fall der vorigen

«R% (e = 20, p = 1) entsteht, wenn zwei f® eine R} gemein
«haben. (Kein System!)

«RS, (e = 20, p = 2) entsleht, wenn eine {2 und eine f? eine Ge-
«rade gemein haben.

«RS (e = 24, p = 0); eine einzige {® geht durch (als Basis); die
«Curve schneidet alle Geraden des entsprechenden Sechsers
«4 mal, die des conjugirten nicht, und jede der 15 iibrigen Ge-
«raden 2 mal; sie ist durch 5 Punkte auf der Basis bestimmt.
«Die durchgelegle f* schneidel die Basis in einer conjugirten 82,
«Zwei RJ desselben Haufens konnen zusammen fiir eine solche
«CGurve gellen.

«Diesen untergeordnet R® (e = 23), wenn eine f® und eine
«f* eine Gerade gemein haben, die in jener Doppelgerade, in dieser
«dreifache Gerade ist; RS (e = 20), wenn eine f° durch
«4 Gerade derselben Schaar einer f? geht; ist auf der f2 durch
«11 Punkte bestimmt und trifft alle Geraden der einen Schaar
«5 mal, die der andern 1 mal.

RS (e = 28, ps = 1, p4, ... = 0), wenn zwei f° sich lings
«einer Geraden beriihren und eine freie Gerade (einfach) gemein
«haben. Legt man eine f* durch die R, so enthilt sie noth-
«wendig die erste Gerade und schneidet jede f® in einer R}
«die das Geradenpaar nicht trifft. (Kein System!)

«RS (e = 24, p = 1), wenn zwei f* drei freie Gerade a, a‘, a‘
«gemein haben. Die eine f® sei Basis, und werde von der
«durch a, a‘, a’* gehenden f2% in b, b, b” geschnitten. Geht
«nun eine f* durch die RS, so schneidet sie die Basis noch in
Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1417.
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«einer 8%, die zu b, b, b’ gehort und mit der vorigen

«Curve 18 Punkte gemein hat.

«RS, (6 = 24, p = 2), wenn zwei {® einen Kegelschnill und eine
«freie Gerade gemein haben. (Kein Syslem!)

«RS, (e = 24, p == 3), wenn zwei ® eine R} gemein haben; ist
«durch 8 Punkte auf der Basis f? beslimmt, (rifft alle Geraden
«eines Sechsers 3 mal, die des conjugirten Sechsers nur 1 mal,
«die 15 tibrigen Geraden 2 mal; und wird durch vier collineare
«Ebenenbiische erzeugt.

«RE (e = 23, p = 3), wenn eine {* und eine [* zwei freie Ge-
«rade gemein haben.

«RE (6 = 24, p = 4) = (G2 -2 Vollcurve.

«Wie tief kann die Classe einer R" hinabgehen, wenn diese
«ausserordentliche Punkte hat? Ohne solche scheint 2(n—1) die
«niedrigste Classe zu sein. Diese RS(H_I) entsteht immer, wenn man
«alle 4 Coordinaten als ganze Funclionen n®*® Grades einer Variabeln
«setzt, und halt 4n Elemente; sie verlduftl in einem einzigen reellen
«Zuge und kehrt in sich zuriick ; was ich von den hohern Classen
«nicht glaube, obschon ich es nicht beweisen kann.  Yon der Ry ist
«leicht nachzuweisen, dass sie aus zwei getrennlen Ziigen bestehen
«kann, ebenso von der ebenen C3; wie isl es bei der ebenen C*? —
«Ich habe auch das Zerfallen der einzelnen Raumcurven studirt, weil
«ich es fir den Uebergang zu hohern Curven nothwendig finde; doch
«dariber einzutreten, ist zo weilliufig; ich will nur erwidhnen, dass
«eine R auf der Basis f* allmihlig iibergehen kann in eine C® und
«eine einmal schneidende Gerade ; ferner dass nicht jede Gruppe durch
«Knoten vereinigter Raumcurven als specieller Fall einer untheilbaren
«Raumcurve angesehen werden darf; denn z. B. eine C* sammt einer
«einmal schneidenden Geraden wire eine RP, und doch glaube ich ‘
«nicht, dass es eine untheilbare R gebe.

«Satz. Wenn m=n und die Basis f* enthilt cine Gerade g,
«und man verlangt, dass eine f™ die Basis lings g berihre, so zihlt
«dieses der f™ fir 2m -}- n gegebene Punkte.

«Im Café du Mont ist das Erdgeschoss frei; Sie konnen 8 Tage
«vor Threr Ankunft das Logis bestellen, und ich ersuche Sie mir dar-
«iber zu schreiben. Wenn Sie unerwarlel ankimen, konnten Sie
«nicht schon am ersten Tage hier logiren. Es freut mich sehr, Sie
«wieder zu sehen; nur muss ich Thnen mittheilen, dass ich der Na-
«tionalvorsichtscasse die Uebernahme einer mir wahrscheinlich zu-
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«fallenden Arbeil, die vielleicht 3 Wochen, Ende Juli bis in den
«August hinein, ansprechen wird, zugesagt habe ; doch, bevor ich sie
«definitiv erhalte, soll dariiber geschwiegen werden. Es bleibt mir
«also nichts andres iibrig, als diese Arbeit Hals iiber Kopf zu been-
«digen, damit ich etwa am Ende August mit ungetheiltem Interesse
«Jhrem Umgang und den von Ihnen in Aussicht gestellten mathema-
«lischen Bemiihungen leben kann. — Die Vorsicht wegen Einsendung
«einer Abhandlung iber Flichen an Liouville ist mir schon vor Ihrem
«Briefe in den Sinn gekommen, und ich werde mich vorher mit Ihnen
«dariiber besprechen. Meine Ansicht isl, dass wir die Anfinge einer
«Theorie der ganzen Funclionen vor uns haben, so wie die Zahlen-
«lehre eine Theorie der ganzen Zahlen ist, und dass jene ein starkes
«Bediirfniss ist, weil es in allen Zweigen der Analyse doch zuletzi
«immer auf geschickle Behandlung der ganzen Funclionen ankémmt.

«In der letzten Zeit befinde ich mich etwas leidend und weniger
«lebendig als im Mai und Juni; ich wollte, ich konnle elwa am Fusse
«des Ochsen!') eine Milchkur machen; doch wird nun kaum elwas daraus
«werden. — Crelle hat mir den Empfang meiner Zusendung noch
«immer nicht angezeigt ; vielleicht wire es gut, wenn Sie ihn mahnten,

«Ich wiinsche, dass die Kur Ihnen gut zuschlage ; und verzeihen
«Sie, dass ich erst so spil schreibe und Ihnen zumuthe, wihrend der
«Cur einen so lang schwalzenden Brief zu lesen.

«Sie freundlich grissend
Ihr dankbarer Schiiler

L. SChlaﬂ'l.»
Café du Mont, den 7, Juli 1854. :

Steiner an Schlifli.
Vom hohen Olymp?) 1tr August 1854.

« Lieber Freund !
«Seit dem 20%" vorigen Monats bin ich hier. Nach Homburg hielt
«ich mich je einen Tag in Baden-Baden, Freiburg (bei Oettinger) ¥) und
«Basel auf, leider war Rudolf Merian zur Zeit in Bern. lhren furcht-
«baren Brief habe ich in Homburg nicht gelesen; hier bin ich auch
«noch nicht dazu gekommen; es fehlt mir an Comfort, die Zimmer

1) Ein Berg der Stockhorn-Kette.

") Rigi-Scheideck.

%) Oettinger Ludwig geboren 7. V.1767 Professor der Mathematik in Frei-
burg im Breisgau.
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«sind zu Kklein, ohne Sopha und Tisch, im Gastzimmer kann ich
«nicht nachdenken, wie Sie. Diesen Brief schreibe ich in der Nihe
«des Getiimmels im grossen Saal. Hitten Sie Zeit und den Rigi
«nicht schon abgegrast, so konnten Sie auf 2 Tage herkommen. Es
«i1st keiner hier, der was vom Grasen versteht. Ich werde wenigsiens
«noch bis zum 10%® hier bleiben, vielleicht bis zum 17%®  nach-
«dem ich gute Wirkung spiire. Etlwas Stirkung fiihle ich schon.
«Heute ist straub!) Wetter, dass man bis jetzt, 11 Uhr, noch nicht
«aus dem Haus gehen kann. Ob ich iiber Luzern direct nach Bern
«komme oder durch Unterwalden (was ich noch nicht gesehen) iiber
«den Briinig, Interlaken, Thun gehen werde, weiss noch nicht; zum
«Letztern fehlt mir ein kleines Rinzel und gutes Wetler., Die Pen-
«sion ist hier billig, ich bezahle nur 4 Frinkli per Tag. Wenn das
«schlechte Welter anhélt, so werde ich wohl anfangen miissen, mir
«elwas Geometrie in Erinnerung zu bringen. Ich habe einige Manu-
«scripte und Notizen mitgenommen. -— Ist die Wohnung, die im du
«Mont ?) zu haben wire, fiir mich geeignet? 1) gegen Morgen oder
«Mittag; 2) ruhig und ohne Tabakrauch; 3) mit Sopha! — Da Sie
keine Bediirfmisse und daher kein Urtheil haben, so wird es wohl
«besser sein, wenn ich erst im Adler absteige und selbst sehe.

«Wenn Sie nichts zu thun haben, so kénnen Sie iiber Thun und
«die beiden Seen in anderthalb Tagen hier sein; von Gersau steigen
«Sie in 2 Stunden hinauf. Sind Ihnen die Vorsichts-Kassen-Rech-
«nungen schon zugestellt, so rechnen Sie wie der Tiifel, dass Sie
«bis zum 18%2 oder 20%" August ferlig sind. Indessen reiben Sie
«sich nicht auf, damit Sie nicht auch matt werden, wie Ihr entkraf-
«leter . Freund

Steiner.»

Schlifli an Steiner.

« Lieber Freund !

«Es dauert mich, dass Sie in meinem letzten Brief die Auf-
«zihlung der Raumcurven bis zum 6%® Grad inclusive und den
«schlechten Trost, den ich fiir hohere Curven beifiige, nichl ange-
«sehen haben.

1) Straub = schlechtes. _
*) Ein Café bei Bern, wo Schlifli wohnte.
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«Wenn Sie lange genug auf dem Rigi blieben, so wire es mog-
«lich, dass ich hinkdme; aber zuvor muss ich die fatale Biirde ab-
«geworfen haben, und wenn diess bis zum 20%" geschieht, bin ich
«daher froh. Doch ich denke, Sie seien friiher in Bern als ich auf
«dem Rigi. Wenn Sie aber den Rigi verlassen, mdichte ich Sie
«bitten, es mir zu schreiben, damit nicht etwa mein Brief oder ich
«selbst Sie verfehle.

«Ihr Logis hier auf dem Mont hat alle Eigenschafien, die Sie
«von ithm verlangen; es ist das grosse Zimmer ebener Erde gegen
«den Gurten hin gerichtet; ein Sopha kiomml hinein; Stille und
«Rauchlosigkeit non plus ultra. Wenn Sie wenige Tage vorher be-
«stellen, brauchen Sie nicht im Adler abzusteigen.

«Ich vermuthe, dass Sie Herrn Crelle wegen seines Stillschwei-
«gens liber den Empfang meiner Abhandlung geschrieben haben; ich
«wollte gerne, Sie hillen mir dieses angezeigt. Denn nun erhalte ich
«einen Brief von Crelle, dalirt vom 28. Juli, nach welchem alles in
«Ordnung ist, kurz nach dem ich am 31. Juli einen frankirten Mahn-
«brief hatte abgehen lassen. Wird indess nicht viel schaden!

«Meine fiir Liouville bestimmte Abhandlung tiber intégrales
«sphériques d'ordre n ist am 1. August durch Gefilligkeit direct nach
«Strassburg abgegangen und wird von dort nach Paris spedirt wer-
«den, wird aber Herrn Liouville kaum mehr dorl antreffen. Das
«Ding ist etwa 35 starke Quartseilen lang geworden und hat mich die
«Redaction saure Miihe gekostet. Musste wiederholt umgegossen wer-
«den, weil ich die Darstellung' immer wieder zu schwerfillig fand.
«Jetzt hoffe ich, wird es ein Franzose leidlich lesen kionnen. Wegen
«der Unterdriickung der Beweise habe ich mich bei Liouville durch
«deren unvermeidliche Weilldufigkeit entschuldigt, ungeachtet sie an
«sich leicht und rein constructiv seien. Mich diinkt, die Sache solite
«den Liouville um so mehr interessiren, da er selbst schon so Man-
«ches auf n Dimensionen ibergetragen hat. Bin begierig, was er da-
«rauf antworten wird. ‘Ich habe noch allerlei, woriiber ich ihm gerne
«schreiben michte, z, B. iiber orthog. Flichen, wo ich sehe,: ‘dass
«Serret in einem Irrthum steckt, ungeachtet er schione Sachen dariiber
«geliefert hat. Ich hoffe, Sie werden es nichl misshilligen; dass ich
« Liouville ganz kurz gefragt habe, wo Cayley seine 27 Geraden publi-
:«cirt habe.

«Mit herzlichem Gruss

4 Ihr dankbarer Schiiler

«Bern, den 4. Augusl 1854. L. Schlifli.»
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Steiner an Schlifli.

Sonntag, 20. August.
«Herr Schlifli wird bis zum 23%" oder 24%" hier erwarlet, in-
«dem ich meinen Aufenthalt bis dahin verlingere, weil mir dtherische
«Luft gut anschligt. '

«Rechnung weg! Dienstag abgereisst!
J. St.»

Rigi-Scheideck. Gersau, 20. VIII. 1854.

Schlifli an Steiner.

« Lieber Freund !
«Wenn die Liquidationsrechnung nichsten Freitag den 25%® fertig
«ist, bin ich froh; eher will ich sterben, als dieses Geschift unbe-
«gndigl verlassen. Leider schreiben Sie mir nicht, wie lange Sie Ihren
«Aufenthalt auf dem Rigi noch fortselzen wollen. In Erwarlung einer

«baldigen Aniwort griisst Sie
Thr
L. Schlifli.»

Bern, den 21. August 1854,
Montag Abends.

: Schlifli ist dann auf den Rigi zum Besuch, Borchardt war auch
da. (Siehe Brief 21. Febr. 1855, Steiner an Schlifli.)

Schlifli an Steiner.

«Sie haben vermuthlich eine fortgeseizte Redaction des Ganzen
«von mir erwartet; aber leider bin ich an Einzelnem stecken ge-
«blieben. Uebrigens wiirde ich kaum im Stande sein, in der Dis-
«kussion der Flichen dritten Grades forlzuschreiten. Spiler vielleicht
«Mehreres. Den Auftrag an Chelini und andere Sachen mehr werde
«nichstens besorgen ; Ihre Ernennung zum Lynkeus in Bund und In-
«lelligenz gelesen.

«Mit meinen Vorlesungen steht es nicht so iibel als Sie glaub-
«ten; 4 Zuhorer in den Elementen, 1 in der anal. Geometrie, 1 in
«der Mechanik ; wochentlich 12 Stunden, aufgeweckte liinglinge, die
«Freude an der Sache haben.

«Fast hitte ich vergessen, Sie vor dem Pentaeder beim Flichen-
«netz zweiten Grades zu warnen (im gewohnlichen Sinnel); die 10
«Ebenenpaare hingegen will ich Ihnen gerne zugeben. — Ich habe
«endlich eine Definition des geraden Kegels gefunden; er beriihrt
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«den mil ithm concentrischen Asymplotenkegel einer Kugel lings zweier
«Strahlen.

«Was macht Boreas bei Ihnen ? uns hat er einen frilhen Winter
«gebracht ; gegenwirlig ist Alles weiss mit Ausnahme der sonnigen
«Halden; am 25. Oct. Abends hatlen wir einen hefligen Sturm, der
«zwar die Biume siehen liess; wohl nur local. — Die drei Hefle von
«Crelle 48 habe ich hier auch gesehen.

«Ich wiinsche recht bald wieder von Ihren schitzbaren Nach-
«richten zu erhalten.

«Mit herzlichem Gruss
«Ihr dankbarer Schiiler

L. Schlifli.»
Bern, den 15. November 1854.

Schlifli an Steiner.

«Lieber Freund !

«Sie werden denken, ich befolge das Beispiel Goldbach’s dass
«ich schon wieder eine kecke Behauptung meines letzten Briefes
«zurticknehmen muss. Indess enthilt doch auch wieder das dort Ge-
«sagle die Mittel in sich, den Irrthum aufzudecken. ,,Ein beliebiges
« Fliichengebiisch zweiten Grades kann nicht als im Netze erster
«Polaren einer Basis dritten Grades enthalten gedacht werden ; seiner
«Knotencurve R® kémmt daher im Allgemeinen kein Pentaeder zu;
«und wenn im Besondern ein solches existirt, so ist es nicht - fest.

«Es ist ndmlich Klar, dass wenn die Ebene, in der die Pole des
«Gebiisches sich bewegen, dreifach gezihlt, mit der Basis 3%" Grades
«einen Biischel bestimmt, dann auch jede beliebige Fliche dieses
«Biischels gebraucht werden kann als Basis zur Darstellung des Ge-
«biisches 2, ohne dass die Pole sich indern. Nimmt man nun die in
«meinem letzlen Briefe beschriebene Bewegung der Pole und der
«Basis hinzu, so erscheint im Ganzen diese Basis als beliebige Fliche
«einer Doppelschaar ; man kann sie z. B. nothigen, durch zwei ge-
«gebene Punkte zu gehen. Die Basis darf daher nur 17 Unbekannte
«zdhlen, die 3 Pole zihlen 9, und die Bedingungen sind 3 . 9; also
«ibertreffen die Bedingungen die Zahl der Unbekannten um 1; d. h.
«drei Flichen zweilen Grades unlerliegen einer Bedingung, wenn sie
«erste Polaren einer Basis sein sollen. — Die Sache wird auch von
«anderer Seile her beslitigt. Gebraucht man nur die Coordinalen
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«eines Pols als Unbekannte, so erhilt man mittelst des Kreuzfeuers
«leicht diejenigen der zwei andern Pole als lineare Functionen jener
«ersten ; und wenn man nun auf diese zwei Pole das Kreuzfeuer an-
«wendet, so erhilt man schliesslich 4 lineare Gleichungen fir 3 Un-
«bekannte, also zu viel. Ist aber die Bedingungsgleichung zwischen
«den Constanten der drei gegebenen Flichen zweiten Grades erfiillt,
«80 reduziren sich diese 4 Gleichungen, vermoge ihrer eigenthim-
«lichen Beschaffenheit, sogleich auf 2 (stalt auf 3); und jener erste
«Pol wird nun doch nicht bestimmt, sondern bewegt sich auf einer
«Geraden. Die Sache ist analylisch mir jelzt sehr klar; aber geo-
«metrisch kann ich es so leicht darstellen.

«Ich glaubte mit dieser Riicknahme eilen zu miissen, weil ein
«s0 massiver Irrthum lhre ganze Redaction verderben konnte.

«Leben Sie wohl!
«Ihr treuer
L. Schlifli.»
Bern, den 18. Nov. 1854,

Steiner an Schliifli.

«Lieber Freund!

«Ich glaube Ihnen noch meine Ansichten iiber Thre 5 Er-
«zeugungsarten der Flichen dritten Grades mittheilen zu sollen. Ich
«habe mich schon friher dahin geiiussert, dass nur die IV (Fiinfseit
«mit Axe) ganz abgesondert sei; die zwei andern allgemeinern hin-
«gegen, — nimlich II, Construction mittelst zwei projectivischer
«Biischel 1*® und 2% Grades, und die in Ihrem damaligen Manuscript nicht
<ausdriicklich hervorgehobene Construction mittelst dreier projektivi-
«scher Ebenengebiische,—sich in der Construction V mitlelst des Doppel-
«trieders, als der beiderseitigen grossten Specialisirung vereinigen.
«Ist nimlich uvw -4 xyz=o0 die Gleichung der Fliche in Beziehung
«auf ein Doppellrieder und bedeuten e, 3, y arbitrdre Factoren, so
«kann dieselbe Fliche 1° als Erzeugniss der Biischel u —a x =o,
«yz+avw=o, und 2°als solches den Ebenenbiische 8 u + yx =0,
«@y~-Fyv=0, aw 4 pBz=0 dargestellt werden. Von den letztern
«ist freilich jedes Gebiisch in einen Ebenenbiischel ausgeartet, aber
«ihre gegenseilige Beziehung ist doch diejenige dreier projeclivischen
«Ebenengebiische; und diese Beziehung erscheint sogleich in ihrer
«gewohnlichen Weise, sobald wir die drei Gleichungen mit drei Fac-
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«torenreihen A, u, »; A, w', »; 1%, w'*, »" mullipliciren und addiren;
«denn wir erhalten so die drei projectivischen Ebenengebiische :
@ ytrwWAHBAu+r ) fy@ xfpv)=o,
va (Wyt+vw @A utrz) 4y (4 x4 v)=o,
va (uy W) B @ut vn) -y (s Fpy) =o.

«Sie fragen nun bei II, wie die 16 tbrigen Geraden gefunden
«werden konnen. Die Antworl ist einfach die, dass man zuerst die
«Construction II auf die I (Fliche als Pampolare) zuriickfiihren muss. —
«Es seien e, e/, e’ drei Ebenen des einen Biischels, h, h‘, h” die
«drei entsprechenden Hyperboloide des andern Biischels; eine beliebige
«feste Ebene d wird hinzugenommen und irgend ein Punkt P auf
«der erzeugten f3 fixirl. Nun legt man durch die zwei Kegelschnitte,
«in denen h von d und e geschnitien wird, und durch P ein neues
«Hyperboloid K, durch die Kegelschnitte (h‘, d), (h’, e) und. P ein
«zweiles K’ und endlich ebenso ein drittes K“; dann werden die
«zwei projectivischen Biischel (e, e/, e*) und (K, K‘, K*) wieder die-
«selbe f* erzeugen. Fiir die Zuriickfiihrung von II auf I kémmt es
«jetzt darauf an, der Hiilfsebene d eine beslimmte Lage anzuweisen.
«Man wihle im Ebenenbiischel eine der fiinf, z. B. e, welche ihr zu-
«gehoriges Hyperboloid h im Punkte A berihrt. Dann bilden die in
«Beziehung auf h, h‘, h” genommenen Polaren von A, nimlich e,
«p’ p* einen mil dem Ebenenbiischel (e, e‘, e) nicht nur projec-
«livischen, sondern perspectivischen Biischel ; daher erzeugen beide
«Biischel eine Ebene; diese isL die verlangle d. Jelzl verursacht
«nur noch die Wahl des Punkts P auf der f* einige Schwierigkeit.
«Wenn auch e’ das zugehorige h’ im Punkte B beriihrt, so lege man
«durch den Kegelschnitl (d, h‘) aus dem Scheitel B einen Kegel; dann
«wird dieser auch das Geradenpaar (e‘, h‘) enthalten und das ge-
«suchle K’ sein. Wiederholt sich dasselbe fir e”, h*, so findet man
«wieder einen Kegel K‘; und nun ist darch K‘, K“ die Grundcurve
«des neuen Biischels (K, K, K) zweiten Grades bestimmt. Jetzt
«sind e, e’, e Polaren von A in Beziehung auf K, K’, K gewor-
«den; die 4 tibrigen Beriihrungspunkle einer Ebene e’/ milt dem zu-
«gehorigen Hyperboloid h‘“, ausser A, bilden das Quadrupel des
«neuen Biischels (K, K‘; K), und seine Grundcurve R* geht nun
«durch die 8 neuen Ecken der durch jede Gerade des Paars (e, h)
«gefiihrten Dreiseitsschnitte. Bei der analylischen Behandlung bedarf
«man des Punkts P zur nihern Bestimmung des neuen Hyperboloids-
«biischels nicht, und daher geniigt es fiir die beabsichtigte Zurick-

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1418.
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«fiilhrung, nur eine Ebene e, welche ihr Hyperboloid in A beriihrt,
«zu kennen. Diese Einfachheit weiss ich aber auf synthetischein
«Wege nicht zu erreichen.

«Der eigentliche Gegenstand, der mir interessant genug schien,
«<um diesen Brief zu veranlassen, ist die Zuriickfiihrung der Construc-
«tion mittelst dreier projectivischer Ebenengebiische auf Ihre Er-
«zeugungsart III mittelst einer Polebene und eines Hyperboloidge-
«btisches. Man wihit in den drei projectivischen Gebiischen drei mal
«drei Ebenen, die sich entsprechen, und sucht fir diese die drei
«Pole; diese ziihlen analylisch fiir 3 ><4 Coordinaten; da es aber nur
«auf ihre Verhaltnisse ankommt, so sind bloss 11 Unbekannte zu zihlen.
«Die Umwendung des Kreuzfeuers giebht zwischen diesen bloss lineare
«Gleichungen; also bleiben 2 Unbekannte frei, und die durch die
«drei Pole gelegle Ebene bekommt doppelte Beweglichkeit, sie um-
«hiillt also eine Fliche @. Die Conslanten in der Gleichung der Pol-
«ebene sind in Beziehung auf die 2 freien Unbekannten vom dritten
«Grade. Daher ist die Fliche @ von der 9%» Klasse und vom 12tn
«Grade. Obschon in den Ausdricken dritlen Grades, welche in der
«Gleichung der Ebene vorkommen, bei einer passenden Darstellung
«die Cuben fehlen, und daher Besonderheilen eintreten, welche die
«Elimination erleichtern, so zeigl doch die nahe bis zur villigen Ent-
«wicklung des Polynoms @ (nach Grad) forlgefiihrie Rechnung, dass

«diese Fliche wirklich vom 12t™ Grade isl. Sie bezieht sich natiir-
d1 dz2 a3 a4 as as

«lich nur aul den einen Sechser des Gitters bt by bs bs bs be
«und hat die 15 Geraden, welche je zwei Ecken, wie (a1 b2) und
«(az b1) verbinden (also keine Cayley’schen), zu Doppelgeraden. Sie
«mag aber sonst noch Doppellinien haben, die ich nicht kenne ???
«Die nihere Unlersuchung scheint mir der Arbeit nicht werth.

«Hat man einmal die Polebene fixirt, so ist darum das Hyperbo-
«loid, welches dem ersten Ebenengebiisch als Basis entspricht, doch
«noch nicht voillig bestimmt; man bekémmtl nimlich slatt eines Hyper-
«boloids einen ganzen Biischel von solchen, welche sich alle lings
«eines in der Polebene befindlichen Kegelschnitts beriihren (einander
«umschrieben sind). Ebenso verhiill es sich mit dem zweiten und mit
«dem dritten Hyperboloid ; jedes kann in seinem Biischel nach Belieben
«gewihlt werden, auf eine von der Wahl der zwei iibrigen durchaus
«unabhingige Weise. Von den 8 Grundpunkten der drei Basen kann
«also einer ganz frei im Raume gelost werde. Somit figuriren in der
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«besprochenen Zuriickfiilhrung auf Il im Ganzen 5 willkiirliche Grossen,
«wovon 2 der Polebene und je eine jedem Hyperboloid zuofallen.
«Hieraus ist es zu erkliren, warumn die Construktion der f* als Pam-
«polare scheinbar zu viele Coustanten (Elemente) mil sich fiihrt;
«nimlich die Polebene zihlt deren 3, und die 7 Grundpunkle, welche
«<hinreichen um das Hyperboloidgebiisch zu bestimmen, 7 - 3 = 21,
«zusammen 24. Zieht man aber hievon die 5 willkiirlichen Elemente
«ab, so bleibt die richtige Zahl 19; und nun erst ist es sicher be-
«wiesen dass die fraglichen Pampolare die allgemeine Fliche dritten
«Grades ist.

«Ich fiige noch einiges bei, wo ich nicht mehr weiss, ob in
«Jlhrem Manuscript x, y sltanden oder nicht. § 4. II. Der Ort der
«Berihrungspunkte des B™ und B"ist eine Curve vom Grade

3m® 4~4mn 4 3n® — 6m — 6n -} 2.

«IlI. f= und Geb.®. Die Beriihrungspunkte liegen da, wo die f™
«von einer Fliche (m 4 3 n — 4)%" Grades geschnillen wird;
«IV. B=, Geb.™ Ortsfliiche vom Grade 2m -} 3n — 4.

«Beim Flichennelz zweiten Grades weiss ich tiber die gegen-
«seilige Lage der 10 Ebenenpaare durchaus nichls anzugeben. Ich
«glaube wenigstens, dass irgend 2 von den 10 Durchschnillsgeraden
«(die also auf der Knotenfliche f* liegen) sich treffen. Das ist gewiss,
«wenn 6 Gerade nach Belieben im Raume angenommen sind, so sind
«die 4 iibrigen durch sie bestimmt.

«Ich verwundere mich, noch Kkeinen- Brief von Ihnen erhallen
«zu haben. Seit heute Vormitltag ist die Temperalur gestiegen, und
«wir haben hefligen Weslwind mit Regen.

«Ich hoffe, dass diese Zeilen Sie in guter Gesundheit antreffen.
«Leben Sie wohl und schreiben Sie auch einmal wieder.

«Ihr dankbarer Schiiler
L. Schlifli.»
Bern, Mitlwoch den 29. Nov. 1854.

Steiner an Schliifli,

«Lieber Freund !

«Dienstag Abends um 8 Uhr reiste ich von Uzistorf ab und kam
«Donnerstag morgens um 10'/z Uhr in Berlin an. Ich war erstaunt
«zu sehen, wie groblich mich mein schlechtes Gedichtniss gelduscht
<hatte ; denn statt dem 27*" war schon am 2t" November die Reihe
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«an mir. Deshalb ging ich selben Tags 4 Uhr Nachmittags in die
«Sitzung und war so glicklich, den grossen Anatomen Miiller bereit
«zu finden, den 2t" November an meiner Stelle zu lesen, so dass ich
«nun erst am 14%" December den Donnstigs Vortrag zu halten brauche.
«Bis dahin werden Sie nun noch gute Launen und helle Blicke in
«Riicksicht der Resullanten und Determinanten haben, besonders wenn
«Sie endlich warm silzen. Die Hauptsachen wiinschte ich aber doch
«his 15. — 18. November zu erhalten; Nachtrige konnen bis zum
«8ten December von Bern abgehen. — Mit der Arbeit habe ich selbst
«noch nichl begonnen, weil allerlei hiusliche und andere Geschiifle
«mich hinderten. Den Anfang meiner Vorlesungen habe ich auf den
« 6t November hinaus geschoben.

«Yon Crelle’s Journ. fand ich das 2'¢, 3% und 4% Heftl des 48tn
«Bandes vor; das 2% enthilt acht Aufsitze von Raabe, das 3te zwei
«von Heine (erslten Ranges). 1. «Untersuchungen iiber ganze Func-
«tionen,» 2. «Fernere Untersuchungen iiber ganze Functionen».

«Bei meiner Ankunft fand ich ferner auch ein Schreiben - nebsl
«Diplom und Statuten der Accademia Romana Pontificia de’ nuove
«Lincei vor, was besagt, dass dieselbe mich schon am 22!" September
«1853 zu ihrem correspondirenden Mitgliede ernannt hat. Diese Ehre
«werde ich vornehmlich unserm Freunde Chelini') zu danken haben,
«da er ordentliches Mitglied ist, wie das Verzeichniss zeigl. Sie
«konnten demselben gelegentlich wieder einmal schreiben, ithm meine
«Freude und Dank melden, und ihm erzihlen, dass ich Sie diesen
«Sommer (Herbst) besucht habe, was Sie und was wir zusammen
«treiben, etc. Es wird mir schwer werden, das Dankschreiben an
«die Akademie anferligen zu lassen ; doch es hal noch Zeit. Leider
«weiss ich nicht, ob-die Akademie bedeutend ist, oder nur wie die
«Naturforschende Gesellschaft in der Schweiz; sie beschiifligt sich
«mit «lo studio, il progresso e la propagazione delle scienze», also
«exaklen Wissenschaften. Bickh sagl: «Lincei» kime von Linkeus,
«der durch ein Eichenbrelt sehen konnte. Ist die Akademie nicht
«ganz ohne, so konnte das Faktum in einer Bernerzeitung erwihnt
«werden, nicht gerade aus Eitelkeit, sondern mehr aus Thierquilerei,
«nidmlich der Thiere des Museums, die uns s'cl'mijde behandelten.
«Sprechen Sie mit Rettig oder Ries.

«Gruss an Mutz, Ries, Rettig, Herr und Frau Leuenbergm "') ete.

1) Steiner schreibt «Chilini». S

) Leuenberger, 4+ Mai 1871, war Professor der Rechte in Bern. Rettig war
Professor der Philologie in Bern, lebt jetzt noch daselbst.
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«Beim Redigiren wird sich wohl Anlass finden, Ihnen bald wie-
«der zu schreiben. Indessen leben Sie wohl, d. h. gehen Sie fleissig

«zu lhrer gelieblen Grifin ). :
«Ihr dankbarer

J. Steiner.»
Berlin, 30. November 1854.

- 1855.
Die nachfolgenden Fragen Steiner’s sind undatirt %):

Fragen an den Cima-Riissel.

«1. Hat der aus einem Punkt in einer Fliche dieser umschriebene
«Kegel die zugehorige Beriihrungsebene zur Doppelebene und beriihrt
«er dieselbe lings der beiden Tangenten ihrer Schnittcurve? Und
«wenn nun die Ebene mit Riickkehrpunkten beriihrt: ist sie dann eine
« Wendeebene des Kegels (oder Riickkehrebene ?); oder wenn sie mit
«Selbstberiihrung schneidel, -ist sie dann eine Selbstberiihrungsebene
«des Kegels?

«2. Wenn sich zwei f in 1 Punkt beriihren, so hat die ihnen
«gemeinsam umschriebene Abweichung die Beriihrungsebene zur
«Doppelebene und beriibrt sie lings der beiden Tangenien der Schnitt-
«curve der Flichen — ? Sie wird Wende- (?) und Selbstberiihrungs-
«ebene, wenn der Punkt ein Rickkehr- oder Selbstberiihrungspunkt
«der Curve ist? Die Riickkehrtangente ist dann eine Asymplote in
«der Involution; ist es die Selbstberihrungs-Tangente auch?

«3. Der Knotenkegel n*" Grads = K sendet n (n |- 1) Zweige
«durch den Knotenpunkt, deren Tangenten, T, in K fallen; berihrt
«eine E den K lings einer T, so hat ihre Schnitlcurve mit der fm™
«diese T zum Selbstherihrungspunkt; und fiir die vorhergehenden
«und noch folgenden, den K beriihrenden Ebenen, wechsell (indert
«sich) die Richtung der Riickkehrtangente ihres Schnitles. Geht E frei
«durch T, so hat ihr Schnitt (ein Zweig desselben) die T zur wt im Kp;
«geht E durch zwei T eben so beide.

4. Sie sagen bloss; «Bei einer Doppelschaar von Flichen giebt
«es elc.», miisste da nicht beigefiigt werden «bei einer Doppelschaar
«von Flichen gleichen Grads oder gleicher Klasse giebt es elc. oder liegt
«gleichen Grads oder gleicher Klasse schon im Begriff der Schaar? —

1) Gemeint ist das Café Graf, wo Schlifli jahrelang, d. h. bis 1876, in
Pension war.
' %) Sie beziehen sich zum Teil auf den Brief Steiners vom 25. Febr. 1865.
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