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1852. Schlifli an Steiner.

Mein lieber Lehrer und Freund!

Ihr letzter Brief vom 31. Juli 1851 hat mich herzlich gefreut;
nur muss ich jetzt zu meiner Beschimung gestehen, dass ich an den
darin angereglen schweren und schonen Sachen bis jetzt noch nicht
gearbeilet habe, dass ich aber nun bald Fleiss darauf verwenden werde,
darf ich jetzt um so mehr versprechen, weil ich unlingst (November)
einen der fiir mich sellenen gliicklichen Augenblicke im Studium der
Mathemalik erlebt habe. Entschuldigen Sie es mit meiner armseligen
Lage, dem fast ginzlichen Mangel an geselligem Verkehr und der
daraus hervorgehenden gedriickten Stimmung, dass ich fast den ganzen
Sommer der morphologischen Botanik widmele. Wenn ich nur wiisste,
die reine Mathematik mit objektiver Wirklichkeit zu verbinden! Es
war friiher mein Wunsch, mathematische Physik zu studiren; aber
wenn man nicht die Miltel hat, um eigene Versuche (zu machen), so
ist da kaum elwas zu leisten.

Nachdem ich meine Theorie der Elimination der Wiener Aka-
demie iibergeben hatte, war mein nichster Vorsalz, die Theorie der
vielfachen Continuitdt so auszuarbeilen, dass sie mit Recht in den
Wiener-Denkschriften erscheinen durfte. Nun war ich aber an der
Verallgemeinerung der Theorie der orthogonalen Flichen stecken ge-
blieben , immer glaubend, es. miisse hier ein grosses Wunder ver-
borgen sein, ohne jedoch dazu durchdringen zu kinnen. Fir drei
Dimensionen nidmlich giebl es eine einzige Bedingung, welcher die
eine erste Flichenschaar darstellende Funktion der Coordinaten
[f[x y z] = const.] geniigen muss, damit diese Flichenschaar mit noch
zwelen andern Schaaren ein orthogonales System bilden kinnen, wo
in jedem Punkte des Raumes alle drei durchgehenden Flichen sich
rechtwinklig durchschneiden; und diese einzige Bedingungsgleichung
hat die merkwiirdige Eigenschaft, dass sie in Beziehung auf die par-
tiellen Differentialcoefficienten dritter Ordnung [es sind die héchsten]
jener Funktion f linear ist. Ich vermuthete nun Jange, diese Eigen-
[n—1] [n—2]

2
wesentlichen Bedingungsgleichungen, denen eine einzige Funktion ge-
niigen muss, miissten auch in Beziehung auf die hichsten Differential-
coefficienten linear erscheinen. Erst nachdem ich von einem Herbst-
ferienaufenthalt in Lausanne nach Bern zuriickgekehrt war, gelang es

schaft gelte auch fiir n Dimensionen iiberhaupt ; und die
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mir, die Sache fiir drei Dimensionen so durchsichlig zu machen, dass
ich nun begriff, warum hier jene Bedingungsgleichung linear wird,
und dass diese Eigenschaft fiir mehr Dinensionen hochst wahrschein-
lich nicht mehr besteht. Wie einmal dieser schwer auf meinem
Herzen liegende Alp weggewilzl war, so wendete ich mich andern
Partien der Continuitiitstheorie zu und fand iiberraschende Silze. Einen
davon treibt es mich, Ihnen hier mitzutheilen, und es wird mich
freuen, Ihr Urtheil dariber zu vernehmen.
Wenn das n-fache Integral

fdxx dxz . . . dxp = S durch Bedingungen

Ky % - Rg®elon . FmFLL |0 BB 0. ., a0

begrinzt wird, wo pi, pz, ... Du unter sich unabhiingige lineare und
homogene Polynome bezeichnen, so kann seine Berechnung fir ein
n—32

gerades n auf und fir ein ungerades auf P:Z;?i Integrationen

2
zuriickgefiihrt werden ).

Um den Salz ndher auszusprechen, muss ich mich einer der
geometrischen &hnlichen Sprache bedienen. Die Gesammtheit aller
Losungen der Ungleichheit

12 x4 Fxp <] @
nenne ich eine Polysphire, a ihren Radius; diese Polysphire ist also
ein geschlossenes Stick des totalen n-fachen Conlinuums. Die Ge-
sammtheil aller Losungen einer linearen Gleichung nenne ich lineares
[n—1] faches Continuum. Das Integral S ist ein Stiick der Polysphire,
begrinzt von n-linearen Continuen, die durchs Cenlrum gelegl sind,
— eine polysphirische Pyramide, welche das Cenlrum zur Spitze hat,
und deren Basis das entsprechende Stiick des polysphérischen [n—1]

fachen Grinzcontinuums ist. [Diese Pyramide ist gleich " Radius >

Basis.] Hat man die linearen Polynome pi, pz, . ... so eingerichlet,
dass in jedem die Summe der Quadrate der Coefficienten der Variabeln
gleich 1 ist, so nenne ich die negalive Summe der Produkie der
gleichnamigen Coefficienten in zwei Polynomen pi, pz den Cosinus des
Winkels zwischen den entsprechenden linearen Continuen. Da nun
die Funktion S oder der Inhalt der polysphirischen Pyramide nur von

1) Siehe die Bemerkung am Schluss dieses Briefes, welche die vorlieg end
Darstellang noch niher beleuchtet.
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2
so nenne ich ferner diese Winkel die Argumente von S. Der auf
das Argument L [p1 pz] = [12] beziigliche z. B. ist der n* Theil
der [n—2] sphirischen Pyramide, welche durch den Durchschnitt der
linearen Continuen p: = O und p: = O gebildet wird, also eine mit
[n—2] [n—3]
2

den urspriinglichen Argumenten durch die bekannten Relationen der
sphirischen Trigonometrie gefunden werden. Denkt man sich z. B.
die urspriinglichen Argumente [23], [13], [12] als Winkel eines ge-
wohnlichen Kugeldreiecks und bezeichnet die entsprechenden Seilen
mit [1, 28] [2, 18] [3, 12], fasst dann wiederum z. B. [1, 84] [1, 24]
[1, 34] als Winkel und [12, 34], [18, 24] [14, 23] als entsprechende
Seiten eines neuen Kugeldreiecks auf, so ist [1_2, 34] z. B. das Ar-
gument ¥ (ps ps) der (n—2) — sphdrischen Pyramide, deren n'* Theil
dem auf das urspringliche Argument (12) beziiglichen Differential-
coefficienten von S gleich war.

Fir n = 2 ist S ein Kreisausschnitt vom Radius 1, sein Argu-

den Winkeln zwischen je zweien linearen Continuen abhingt,

S ganz adhnliche Funktion von

Argumenten, welche aus

ment ist der Mittelpunktswinkel « und g—Sdie Hilfte des Inhalts des
o

nullfachen Continuums, welches die zwei Radien gemein haben, oder
des Centrums. Da nun die analylische Consequenz es erfordert, dass
als Inhalt eines Punktes immer die Einheil angenommen werde, so ist

{g— = %, S =é— « und die Basis des Ausschnitts, der Kreishogen — a.
Fir n = 3 ist § eine Kugelpyramide, ihre Argumente e, 8, y

sind die Winkel zwischen den begrinzenden Ebenen oder die Winkel
des Kugeldreiecks [der Basis]; die drei Differentialcoefficienten sind

1 . . . :
5 der beziiglichen Kanten oder Radien, welche je zweien Ebenen ge-

mein sind ; also dS = -{1; (de 4 d# | dy], und wenn man die In-

tegrationskonstante richtig bestimmi, S = % e + 8 + y — =),

die Basis oder das Kugeldreieck also = ¢ 4+ 8 4 y — =.

Da ich die den reguliren Polyedern entsprechende Untersuchung
fir n-Dimensionen durchgefiihrt habe — fiir n =4 giebt es ndmlich
6 einfache regulire Polyscheme und 2 tiberschlagene, die ich durch
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folgende leicht verstindliche Charaktere kurz bezeichnen kann (3, 3, 3)
(3, 8, 4), (8, 8, b), (3, 4, 3), (4, 3, 3), (5, 8, 8) resp. umschlossen
von 3, 16, 600 Tetraedern, 24 Oklaedern, 8 Hexaedern, 120 Dode-

kaedern; endlich noch (3, 3, %) von 600 Tetraedern, (g, 8, 3) von

120 tberschlagenen Dodekaedern umschlossen, beide mit 191 mal um-
geschlungener Begrinzung ; fir n < 5 immer nur drei, welche dem
Tetraeder, Oktaeder und Hexaeder entsprechen, und bei denen die
Begrinzung resp. aus n 4+ 1, 2*, 2n Sticken besteht — so kenne
ich auch alle méglichen symmetrischen Theilungen der Tetrasphire,
Pentasphéire etc. und gelange dadurch zu merkwiirdigen bestimmien
Integralformeln, unter denen mich diese zwei

¥ e T
=5 . .
sin x 7T
f arc cos _ L dx = .
~\ 4sin® x—1 3600 °
sinx =1
3
2
X = —
5 sin x 191 =2
arc cos : dXx = —
. \V 4 sin? x—1 3600

die meiste Arbeit gekostet. ')

Der Beweis jenes allgemeinen Satzes ist sehr einfach. Er be-
ruht auf einem Hiilfssatz, der auf n — 3 beschrinkt so lautet :

«In einem Kugeldreieck ist eine Seite als Basis angenommen
und darauf aus dem entsprechenden Eck ein grosster Kreisbogen senk-
recht gezogen, welcher Hihe heissen soll. Wird nun jedes Element
des Kugeldreiecks mit dem Cosinus seines sphérischen Abstandes von
der Spitze multiplizirt, so erhilt man als Summe aller solchen Pro-
dukte das halbe Produkt der Basis und des Sinus der Hohe.»

Es hat mich sehr befremdet, dass ich bis jetzt noch gar keine
Nachricht aus Wien erhalten habe.

). In einem Concept fiihrt Schlédfli noch folgende Formeln an:

7T T
X = X =

f ! arc cos —sinx dx 2 f L
= _ —_
V4 sin® x — 1 96 30

T
2 .
sin X 7T
f arc cos : dXx = —-
V4 sin?x — 1 12

[
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Gegen das Ende Dezember habe ich dorthin geschrieben,!) um
Auskunft dber das Schicksal meiner eingesandten Arbeit bittend und
die Vermuthung aussprechend, dass mein letzter Brief, worin ich
meine Einwilligung zu den. gestelllen Bedingungen ausspreche, nicht
an den Ort seiner Beslimmung gelangl sein méchle; zugleich habe
ich um Aufnahme einer neuen Arbeit iiber die Theorie der vielfachen
Continuitit angefragl, indem ich Bedeutung und Wichtigkeit einer
solchen Theorie durch Andeutung einiger Resullate und des Umfangs
der Untersuchungen, uber welche sie sich erstreckt, hervorzuheben .
suchle. Den schonen Satz, denn ich Ihnen hier mittheile und den
Sie einstweilen fiir sich behallen moagen, habe ich nicht eroffnet,
sondern nur davon gesprochen, wohl aber die bestimmten Integrale,
welche daraus herfliessen, hingestelll. Es nimmt mich nun Wunder,
ob das Stillschweigen brechen wird.

5 e o
3 ' \/— sin x e
arc cos \ —osm——— — ] dX = ———
Ve sinfx — 1 288
8in X == \/E_
3
_ T
X = 9 )
e 08 [ X T o
. 1—2cos x 3 120
€o0s X —1—
T4
T
X = 5
cos X are o cos X dx T 3
arc ¢os \ —=——— |- ar S e s | o e
ve 1 —2 cos X 1+ 2 cos x 360
1
CO0S X = ;5

[‘ @ COs X AT S e cos X 7L dx — 7>
are cos 1{—20()5\ T —2cosx 397 252
C08 X ==

1 o il cOs X 75) dx — 73
e W n '( i T mtees & as geees " %=
arccos1+2wb( arc ¢os {9 cosx 3 =
1

¢0S X == —
4

oy =

1) Siche den nachfolgenden Brief.
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Wenn man meine Continuititstheorie in Wien nicht annimmt,
so mochte ich sie als Privatschrift publiciren, und da Sie mir schon
so viel Wohlwollen und Freundschaft bewiesen haben, so mdchte ich
Sie vorliufig anfragen, ob Sie mir etwa in Berlin einen Verleger
wiissten, von dem ich ein Honorar bekime,

Grissen Sie mir Dirichlet, Borchard, Crelle, Aronhold. Ueber
den jungen Henzi kann ich Ihnen nichls Weiteres sagen, als dass ich
ihn hisweilen in den Versammlungen der naturf. Gesellschaft sehe,
und dass mir seine ganze Erscheinung wohl gefillt, weil sie geistige
Lebendigkeit ausdriickt. Mit Gerber habe ich leider so wenig Verkehr
als mit Wolf.

Wenn Sie mir bald antworten, so wird es mich sehr freuen.
Ich hoffe, Thnen etwa auch bald wieder schreiben zu konnen.

Thnen fiir das angetretene Jahr viel Glick und gute Gesundheit
wiinschend, grisst Sie herzlich

Ihr dankbarer Schiiler und Freund,
Bern, den 3. Jan, 1852. L. Schlifli, Docent.

Bemerkung. In einem unter Schifli’s Papieren gefundenen Con-
zept zu diesem Briefe findet sich an oben angemerkter Stelle noch
folgender Abschnitt eingeschaltet, der dem Briefe fehli:

«Um die Art, wie dies geschieht niher zu erkliren, bedarf ich
einer kleinen Vorbereitung. Wenn z. B. n = 4 ist, und es kommen
nur Werthe der Variabeln w, x, y, z in Betracht, welche die
Polynome

p==aw -} bx 4+ ¢y -} dz, p'=— a'w -} b'x -} ¢y + dz
positiv machen, so nenne ich die konstanle Grosse
aa’ -}~ bb* 4 cc’ -} dd
\/az F b o F 47 . \/a'2+h'2+c‘2—|—d"‘

den Cosinus des Winkels der beiden Polynome p, p' [cos 2L (pp')],

wo die Quadratwurzeln immer positiv zu verstehen sind. Im obigen

L ;—1—} Winkel zwischen je zweien

; n
allgemeinen Falle kommen also

der gegebenen Grinzpolynome pi1, pz ... pn in Betracht; ich nenne
sie die Arqumente der Funktion S, weil der Werth des durch § be-
zeichneten n-fachen Integrals in der That nur von diesen Argumenten
abhéingt.

Bern. Mitteil, 1896. Nr. 1409.
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Nun sind die ersien in Beziehung auf diese unter sich unab-
hingigen Argumente genommenen Differentialcoefficienten der Funk-
tion S selbst wiederum solche Funktionen, wo die Dimensionszahl n
auf n — 2 herunter gesunken ist. Das n-fache des auf L (p: p2)
beziiglichen Differentialcoefficienten z. B. wird erhalten, indem man
zuerst die alten Variabeln xi: .... X, durch solche homogene und
lineare Funktionen der neuen Variabeln yi ...y, ersetzt, dass

X1 xe?2 ... F xp2f=y12F y2? J... yn?
und die Polynome pi, p2 nur die zwei neuen Variabeln yi, yz ent-
halten, dann zweitens das [n — 2]-fache Intregal

n — 2
dys, dys ... dys

fiir die Grinzbedingungen

Va2 yel ... Fya2 <<t ps>0ps>0... pa>0
berechnet , nachdem in diesen Polynomen y; =— y: — 0 gesetzt
worden 1st.

Fir n = 2 ist § der Inhalt eines Kreisausschnittes vom Radius 1,
p:t =0 und pz2 = 0 sind die Gleichungen der Radien, welche diesen
Ausschnitt begrinzen, und das einzige Argument der Funktion S ist
der Winkel ¢, den diese zwei Radien einschliessen. Eine Trans-
formation der Variabeln ist nicht ndithig, weil deren nur zwei sind.
Der doppelte Differentialcoefficient von S in Beziehung auf § ist der
Inhalt des Centrum, in welchem die zwei Radien sich schneiden. Da
nun als Inhalt eines Punktes im Gebiete von 0 Dimensionen nur die

Einheit gellen kann, so ist 2 o = 1, also S ——---}- a.
da 2
Fir n = 3 ist S der Inhalt einer Kugelpyramide vom Radius 1,
pr = 0, pz2 = 0, ps = 0 sind die Gleichungen der diametralen

Elemenle, welche dieselben begrinzen, und die drei Argumente
a = 2 (p2 ps), # = 2L (D1 ps) y = 2L (p1 D2)
sind die Winkel des Kugeldreiecks, der Basis der Pyramide S. Um

3

3 zu erhalten, muss man zuerst rechiwinklige Coordinaten so
«

in neue rechtwinklige fransformiren, dass pez, ps nur y, z enthalten,
d. h. dass die durch diese Polynome dargestellten Ebenen in der Axe
der x sich schneiden.
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Setzt man dann y = 0, z = 0, so reduzirt sich die Grinz-

bedingung p: > 0 auf x > 0 und man hat das Integral f dx fir die
Grinze x2 < 1, x > 0 zu berechnen, was

ds 1 .
3 '"'-aa—— = 1, 315082—3'“(a+ﬂ+ y—'ﬂ:)glebt.

Concept des Briefes Schliifli’s an den Secretiir der k. k. Akademie
der Wissenschaften in Wien vom Dez. 1851.

«Es ist nun ein Jahr verflossen, seit ich der kaiserl. Akademie
«der Wissenschaflen eine Abhandlung «iiber die Resultante eines Systems
«mehrerer algebr. Gleichungen» zugeschickt habe. Ich erhielt unlerm
«18. Jan. 18561 die Zusicherung, dass die Abhandlung in die Denk-
«schriften wiirde aufgenommen werden, wenn ich mein Manuscript unter
«der Bedingung tiberlassen wollte, dass es erst nach drei Monalen ge-
«druckt wiirde. Hierauf antwortete ich sogleich, dass ich zufrieden sei,
«wenn meine Abhandlung so bald unter die Presse komme, und dass ich
«sie unter dieser Bedingung iiberlasse. Da ich nun nach Verfluss eines
«Jahres noch gar keine Nachricht tber das Schicksal dieser Frucht
«meiner Arbeit erhalten habe, so fiirchte ich fast, mein letzter Brief
«michte nicht an seine Bestimmung gelangt sein. Ich muss daher
«dringend bilten, mir iiber diese Sache Aufschluss zu geben.

«Ich ergreife diese Gelegenheit, um wegen der Aufnahme einer
«neuen Arbeit anzufragen, von der ich glaube, dass sie den Denk-
«schriften nicht zur Unehre gereichen wird. Sie behandelt einen
«Gegenstand, der meines Wissens bis jetzt nur nach einzelnen unter-
«geordneten Momenten ist beriihrt worden, dessen Begriff man aber
«noch nirgends offen ausgesprochen u. moglichst allzeilig zu entwickeln
«gestrebt hat, ich meine die Theorie der uvielfachen Continwitit. Ich
«will versuchen, mit einigen Worten dieses neue Feld der Analysis
«ndher zu bezeichnen. Unsireilig gewihrl die geometrische Anschauung
«der Analysis, in manchen Fillen, wo nur zwei oder drei Variabeln in
«Betracht kommen, wesentliche Dienste, denn sie ist gleichsam eine
«schon fertige im Gefiilhl ruhende Analysis. Wollen wir uns nun ihn-
«liche Vortheile fiir analylische Gegenstinde, bei denen mehr als drei
« Variabeln auftreten, verschaffen, so miissen wir den Begriff eines durch
«diese Variabeln dargestellten vielfachen Continuums in dhnlicher Weise
«entwickeln, wie es mit dem Begriff des zwei- und dreifachen Conti-
«nuums in der Geometrie geschieht.
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«Wenn man will, kann man schon in Laplace’s Mécanique céleste
«eine in die Theorie der vielfachen Continuitit gehdrende Aufgabe behan-
«delt finden; nimlich die Theorie der seculiren Storungen kommt, analy-
«tisch betrachtet, auf die Aufgabe zurick, im {otalen nfachen Conli-
«nuum die Hauptaxen eines durch seine allgemeine Gleichung gegebenen
«(n—1) fachen Continuums zweiten Grades zu bestimmen. Hieher
«gehort es auch, wenn man n fache Integrale so behandelt hat, wie es
«dem Uebergang vom Ellipsoid zur Kugel und von rechtwinkligen zu
«Polarcoordinaten entspricht; wie denn tiberhaupt die Verwandlung
«vielfacher Integrale eine leichte Consequenz der diesem Gebiete eigen-
«thiimlichen Betrachtungen ist. Dieses Feld muss aber noch reichlichere
« Friichte tragen, wenn man es nicht nur gelegentlich und zufillig, sondern
«mit der eigentlichen Absicht bearbeitet, auf rein analytischem Gebiete
«etwas der Geometrie Vergleichbares, und worin diese vollkommen
«aufgeht, zu leisten. Ich hoffe nun durch das Wenige, was meinen
«schwachen Kriften hier gelungen ist, wenn anders die Kkais. Akad.
«es in ihre Denkschriften aufzunehmen geneigt ist, dem mathematischen
«Publicum eine giinstige Ansicht von der Fruchtbarkeit dieses Zweiges
«beizubringen. Damit die hochpreisl. Akad. im Voraus dariiber urtheilen
«konne, fiihre ich einige Resultate an.

«Ich unterscheide lineare und hohere Gebilde, je nachdem zu
«ihrer Definition lineare Gleichungen hinreichen oder nicht. Hat nun das
«totale Continuum n Dimensionen, so nenne ich (n—m) faches lineares
«Continuum die Gesammtheit aller Losungen eines Systems vom m
«linearen und unter sich unabhingigen Gleichungen mit n Variabeln.
«Sind nun in jenem totalen Continuum zwei partielle lineare Continua,
«ein pfaches und ein gfaches beliebig gegeben, so entsieht die Auf-
«gabe, ihre gegenseitige Lage auf die Kleinste Zahl von Daten zurick-
«zufiihren. Ich zeige nun, dass wenn p -} q > n, diese Aufgabe auf
«eine andere zuriickkommt, wo die beiden partiellen Continua resp.
«nur n — ¢ und n — p Dimensionen zihlen, oder, wenn wir wieder
«p, q als Dimensionszahlen gebrauchen, auf den Fall, wo p |+ q << n.
«[In diesem Falle sind aber, wie ich ferner zeige, aus dem totalen
«Continuum n — (p 4 q) Dimensionen wegzulassen, wodurch die
«Aufgabe auf p -+ q = n zuriickgefiihrt ist.] Ist p < q, so
«[kann man im totalen Continuum wieder ¢ — p Dimensionen unter-
«driicken, und] kémmt die Aufgabe endlich dahin zuriick, dass man die
«gegenseitige Lage zweier p-fachen linearen Continua im 2pfachen
«totalen Continuum durch das Minimum von Bestimmungssticken an-
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«geben soll. Dieses geschieht durch eine algebraische Gleichung pt*n
«Grades, deren Wurzeln immer simmtlich reell sind. Darf man sich
«der geom. Sprache bedienen, so sind jetzt in jedem der zwel linearen
«Continua p unter sich senkrechie Axen gefunden, und die Wurzeln
«jener algebr. Gleichung sind die Cosinus der Winkel, welche jede
«Axe des einen Continuums mit der gleichnamigen des andern bildet,
«wihrend sie auf allen iibrigen dieses letzten Continuums senkrecht steht.
«Im wirklichen Raume kann p nur 1 sein, d. h. die gegenseitige Lage
«irgend zweier linearen Continua ist immer durch einen einzigen
«Winkel bestimmt, wie in der Ebene.

«Wenn im wirklichen Raume eine beliebige Zahl von Ebenen
«frei gegeben sind, so kann man nach der Zahl der geschlossenen
«und offenen Stiicken des Raumes fragen. Ich habe diese Aufgabe fiir
«das nfache Continuum gelost.

«Ich habe ferner dem Euler'schen Satze diber Polyeder, dass
«nimlich die Zahlen der Ecken sammt der Zahl der Flichen diejenige
«der Kanten immer um 2 tubertreffe, eine Form gegeben, worin er
«auch fiir n Dimensionen gilf.

«Ich habe die der Frage nach der Existenz regulérer, convexer
«Polyeder analoge Frage fiir alle Dimensionen geldst. Fiir 4 Dimen-
«sonen existiren niamlich deren 6, fiir alle folgenden Dimensionen
«immer nur drei.

« Zu sphirischen Gebilden tbergehend, habe ich nicht nur

«das Maass
n
f dx: dxz . . . dx,

1 ; — 92
«des von der Gleichung x? +- x2 -}- . . . 4~ x2 = a® umschlossenen

«n fachen Continuums und des durch diese Gleichung dargestellten
«(n — 1) fachen Continuums bestimmt, was wahrscheinlich unter der
«Form eines bestimmten nfachen Integrals bereils geschehen ist,
«sondern ich habe die der Kugelpyramide oder, was auf eins hinaus-
«kommt, dem Kugeldreieck analoge Aufgabe allgemein gelost. Wenn
«nidmlich p1, pe, . . . pn homogene lineare Polynome der Variabeln
«X1, X2, . . . Xy bezeichnen, und das Integral

g - |
dxi, dxe . . . dx,

«durch die Bedingungen
s+ x4 + 2 <1, p >0 pr>0...p.>0
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«begrinzt ist, so habe ich die Zahl der nothwendigen Integrationen auf

= _2_ 5 oder - ; 3, je nachdem n gerade oder ungerade ist, herunter-

«gebracht, wobei Kreisbogen, deren Cosinus bekannt sind, nicht als Integra-
«tionen geziihlt werden. Wir werden dadurch mit einer neuen Art trans-

—1
B (n2 —--) Argumenten bekannt, welche

«cendenter Functionen von

«durch Integralformeln ausgedriickt sind, in denen lauter Kreishogen
«erscheinen, deren Sinus oder Cosinus gegenseitig in algebraischer
«Relation stehen. In einzelnen Fillen konnen die Werthe dieser

«Integrale in finiter Form angegeben werden. Fiir
cOs « sin X

n =4 z. B. seicosy:\/-smzx_coszﬁ
«50 ist |
X =%
B == y dx
y=20

«eine der besprochenen Funktionen, welche jetzt nur drei explicite Argu-
«mente «, B,y zeigt, indem man jedes den drei iibrigen gleich% gesetzt
«hat. Man wird sich leicht iiberzeugen, dass diese Funktion ihren Werth
«nicht &ndert, wenn man auch die Argumenie « und y vertauscht.
«Sind nun m, n, p, ganze positive Zahlen und selzl man
7T 7T 7T 7E°
= — = — = —, §S = —
¢ m’ﬂ n’ 7 p’ f (m, n, p)’
«s0 habe ich gefunden:
f(@,3 3 =230, (@3, 3,4) =96 13, 3, 5 = 3600,
f (3, 4, 3) = 288. _
«Fiir ein beliebiges n kann man 6 finite Werthe bestimmter
«Intregrale angeben, wovon ich nur eines anfiihren will. Wenn
cOS X

1 — 2mcosx

COS Xy ==

«gesetzt wird, so ist

x =
f 2deXm fdx:»...fdxn—1ﬂ
1

C0S X =

2n — 1
n.n

1.2.3...@2n—1).¢2n




«Ich glaube den erwihnten allgemeinen Satz nicht zu tiberschitzen,
«wenn ich ihn dem Schonsten, was in der Geometrie geleistet worden
«ist, an die Seite stelle.

«Wenn ich ferner die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit
«n Variabeln belrachte, so ergeben sich leicht alle die Eigenschaften
«wieder, die aus der Geom. von den Flichen zweiten Grades bekannt
«sind; nur in der verallgemeinerten Theorie der confocalen Flichen
«glaube ich elwas anfiilhren zu konnen, das auch fiir n = 3 neu ist.
«Diese Theorie giebt mir dann auch ein Mitlel zu einer sehr allge-
«meinen Form der Darstellung arbitrirer Funktionen von n Variabeln,
«was mit den Laplace’schen Coefficienten Aehnlichkeit hat. — Auch
«die Theorie der orthogonalen Flichen iiberhaupt kann auf n Dimensio-
«nen iibertragen werden; nur ist fiir n > 3 die Zahl der Bedingungen
«grosser als die Zahl der Funktionen, tber die man verfiigen kann.
«Fir n = 3 dagegen hat man nur eine partielle Differentialgleichung
«dritter Ordnung und ersten Grades in Beziehung auf die hichsten
«Differential-Coefficienten zu erfiillen. — Der Begriff der Kriimmung, auf
«beliebige Gleichungen mit n Variabeln angewandt, fiihrt auf gleiche Resul-
«tate wie in der Geometrie. — Durch Verallgemeinerung des Begriffs des
«Potentials habe ich merkwiirdige Transformationen vielfacher Integrale
«bekommen.

«Diese Andeutungen mogen zeigen, dass jene Arbeit reichhaltig
«genug ist, um fiir sich allein im Buchhandel zu erscheinen; und wenn
«die hochpreisl. Akad. fiir die Ehre in ihren Denkschriften aufgenom-
«men zu werden, versagen wiirde, wire ich Willens, sie als Privat-
«schrift zu veriffentlichen.

«Obschon nun einzelne geometrische Theorien schon lingst in diesem
«3inne verallgemeinert worden sind — man denke z. B. an gewisse
«allgemeine Transformationen vielfacher Integrale, welche dem Ueber-
«gang vom Ellipsoid zur Kugel oder von rechtwinkligen zu Polar-
«coordinaten analog sind, an die Theorie der seculiren Stérungen,
«welche in ihren letzten Ergebnissen als verallgemeinerte Aufgabe, die
«Hauptaxen einer Fliche zweiten Grades zu bestimmen, erscheint
«u, s, w, — so muss dieses Feld doch noch . . .1)

«Verehrter Herr Secretir, ich bitte Sie noch einmal, mir recht
«bald mitzutheilen, was aus meinem vor einem Jahr eingesandten
«Manuscripte geworden ist, und ob man meine neue Abhandlung unter
«dhnlichen Bedingungen annehmen wird.

«Hochachtungsvoll verharrt «Ihr ergebenster

1) Hier bricht das CGoncept ab und es folgt bloss noch der Schlusssatz.
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| Im Juni 1852 machte Sleiner einen Aufenthalt in Bionigen am
Brienzersee und in Interlaken.

1852. Schlifli an Steiner.

Lieber Freund !

Ich habe versucht den Grad der Aufgabe zu bestimmen, wenn
eine C* durch 6 gegebene Punkte gehen, einen Doppelpunkt haben
und die zwei Tangenlen a, b in diesem Punktle durch zwei gegebene
Punkte A, B gehen sollen (a durch A. b durch B). Ich kann nun
algebraisch hievon den Fall nicht trennen, wenn beide Punkle A, B
auf derselben Tangenle a liegen. So aufgefasst fiihrt die Aufgabe auf
6 doppelschichtige Gleichungen, alle homogen und linear in Bezug auf
die 3 Variablen der 2%m Schichte (die Coordinaten des Doppelpunkts).
Combinirt man je b Gleichungen, um die Variablen der ersten Schichte
zu eliminiren, so ergeben sich fir die 3 Variablen der 2% Schichte
wieder homogene Gleichungen, eine 5%2 und fiinf 6t" Grades. Da nun
2 Gleichungen zur Bestimmung der Coordinaten des Doppelpunktes
hinreichen, so ist diese Aufgabe hochstens vom 305" Grade. Ob
sie noch niedriger ist, Kann ich nicht beurtheilen, da ich nicht im
Stande bin, den Grad der Resultante mehrerer doppelschichtiger Poly-
nome anzugeben, wenn jedes mehr als 2 Variabeln enthéll. — Nun
ist die in der vorigen eingeschlossene Aufgabe, durch 6 gegebene
Punkte eine C? zu legen, welche einen Doppelpunkt hat, dessen eine
Tangente a ebenfalls gegeben ist, sicher vom 5'» Grade. Es giebt
daher hichstens 30 — 5 == 25 C3, welche Threr Forderung geniigen.

Vor einer Woche habe ich aus Wien eine Anweisung auf 370
Gulden CM") an die Hauptcasse des Ministeriums des Innern erhalten,
wofiir ich die Quittung durch den Banquier Marcuard iibersandte. Man
sagte mir, dieser Gulden sei Papiergeld und wire eigentlich in neuem
Gelde 2 Fr. 50 Cts., habe aber nur den Kurs von elwa 2 Fr. _

Wenn ich wiisste, Sie noch sicher anzutreffen, wiirde ich Ihnen
gerne in Binigen einen Besuch machen. Ich hoffe immerhin, Sie
noch in Bern wiederzusehen. |

Wenn Sie mir nicht selbst schreiben wollen, kénnen Sie mir
ja durch einen andérn einige Zeilen iiber Ihr Befinden und die Dauer
Ihres Aufenthalles zukommen lassen.

Sie freundschaftlich griissend

Ihr dankbarer und ergebener
Bern, den 14. Juni 1852. L. Schlifli.

1) Conkord.-Miinze,.
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Steiner an Schliifli.
« Lieber Schlifli !

«Gotl sel Dink, dass die Wiener Sache endlich so weit gekommen
«ist! Dass das Honorar in Bankscheinen bezahlt wird, war mir be-
«kannt; der gegenwirtige niedrige Curs derselben und der hohe Curs
«des [franzosischen Geldes bringen lhnen viel Verlust, circa 22—23
«Prozent.

«Da ich in meiner Pension in Bonigen allein war, zudem die
«Wege schmultzig sind, so bin ich nach Interlaken, in’s Hotel d’Inter-
«laken gezogen. Es wohnt hier auch ein Berliner Stadtrath, der, wie
«Sie, alle Berge abgrast, nebenbei auch Kifer und Steine frisst, aber
«nicht Kenner ist, sondern nur fiir Freunde sammell. Er steigt rings
«<herum auf die hochslten Schopf (Cima); auf die niedrigen begleile
«ich ihn zuweilen. Ich habe ihm von Ihnen gesprochen, er freut sich
«auf Thre Bekanntschaft und lhre Hiilfe. Also brechen Sie auf und
«kommen Sie auf 8 oder 14 Tage her, das donnstigs Weller wird fortan
«besser werden.

«Griissen Sie Frau und Herrn Professor Ries, und dann marsch !

<hieher zu Ihrem
J. Steiner.»
Interlaken, 20. Juni 1852.

Auf der Riickseite des Steiner’schen Briefes stehen folgende
Notizen Schlifli’s, die sich auf die Arbeit tiber die vielfache Continuitit ')
beziehen :

«Es ist bekannt, mit welchem Erfolg in der Stalik die Begriffe
«des Differentialparameters und Potentials von Gauss, Lamé, Liouville
«u. a. eingefiihrt und angewandt worden sind. Die meisten hier ein-
«schlagenden Sitze sind aber durchaus nicht auf den Raum beschrinkt,
«sondern gellen fiir jede beliebige Totalitit. Dieses nachzuweisen, ist
«der Zweck der folgenden §§. Ein Salz oder eine Methode, in
«spezieller Fassung vorgetragen, erscheint zwar oft schon in seiner
«ganzen Schonheit und Trefflichkeit und gewinnt durch Verallge-
«meinerung Kkaum noch etwas. Ich bin daher weit davon entfernt
«von den folgenden §§ mir ein Verdienst beizulegen, allein erstens
«glaube ich die Verallgemeinerung jener Begriffe in einer Theorie
«der vielfachen Continuitit nicht iihergehen zu diirfen und zweilens
«wird auch das Interesse daran wachsen, wenn gegen das Ende dieses

) Biographie pag. 57, No. 243.

Bern. Mitteil. 1896. Nr. 1410.
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«Abschnittes Schwierigkeilen sich losen werden, welche die beim
«Raum vorkommenden betrichtlich tbersteigen.

«Wenn darin auch das meiste bloss als generalisirende Nach-
«ahmung der genialen Arbeiten der erwihnten Analysten erscheinen
«muss, so wird sich doch am Ende dieses Abschnitls eine sehr alige-
«meine Form der Entwicklung arbilrirer Functionen von beliebig
«vielen Variablen in Reihen von periodischer Natur finden und iiber-
«dies glaube ich Dinge, die mit der Theorie der vielfachen Continuitit
«inso engem Zusammenhang stehen, hier nicht iibergehen zu sollen.» — —

Schlifli an Steiner.
Mein hochgeschitzter Freund !

Obschon die Liosung der bekannten Aufgabe, die Curven vierten
Grades betreffend, noch nicht weit gediehen ist, so erlaube mir doch
die Bemerkung, dass dieselbe in einer noch allgemeinern Aufgabe
enthalten isl, welche ganz dieselben combinatorischen Beziehungen
zwischen ihren Losungen darbieiet. Niamlich, wenn eine Curve 2n'®
Grades als Basis gegeben ist, wie viele [n—1] fachen Schaaren von
Curven (2n—2)%" Grades giebt es, welche jene in 2n (n—1) Punkten
berihren? Oder, wenn auf der Basis n—1 Punkie gegeben sind, wie
viele Curven (2n—2)%*2 Grades beriihren jene in den gegebenen
Punkten und ausserdewm noch in (2n—1) (n—1) Punkten ? Aus combi-
natorischen Griinden folgt, dass die verlangte Zahl eine um 1 ver-
minderie Polenz von 2 sein muss. Um zum Ziele zu gelangen, scheint
es mir vor der Hand das Rathsamnste, die Bedingungen zu studiren,
unfer denen die Resullante zum vollstindigen Quadrat wird, und bin
gesonnen, mit einigen speziellen Fillen anzufangen, wie z. B. wenn
ein Kegelschnitt durch 3 gegebene Punkte gehen und einen gegebenen
Kegelschnitt zweimal beriihren soll, was 4 Losungen giebt.

Ungliicklicher Weise liess ich mich durch das noch am Montag
Morgen regnerisch aussehende Welter abhalten, nach Sitlen zu gehen.
Wenn Sie die Giite haben wollen, mit einigen Zeilen mir zu ant-
worten, so wird es mich freuen.

Sie freundschaftlich griissend
Ihr dankbarer Schiiler

Bern, den 18. Aug. 1852.
L. Schlifli, Docent.
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