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C. Wagner.

Eingereicht den 5. August 1895.

Ueber die Darstellung einiger bestimmten Integrale

durch Bessel'sche Funktionen.

(Fortsetzung.)

In einer früheren Arbeitx) habe ich die beiden folgenden
allgemeinen Formeln gegeben :

I. I cos" (x sin tp) dtp _£L. J (nx) + U\ J ((n — 2) x) + (M

.J((n-4)x) +..••+ (n^i)j°(x)
für jedes positive ganze ungerade n ;

Cn 7t I 1 /n\ ° / n \ o

II. I cosn(xsin0 i9=-—ï- M J (o) + / n_ \ J (2 x) +
5 v2' ^ 2 '

H__2)J(4x)+-- + (o)J(nx)

für jedes positive ganze gerade n.

Alle in diesen beiden Relationen vorkommenden Bessel'schen

J-Funktionen haben denselben Index Null, dagegen sind ihre
Argumente ungleich, wenn auch stets Vielfache desselben x. Es handelt
sich nun darum, Funktionen mit verschiedenen Indices, aber mit
gleichen Argumenten in vorstehende Gleichungen I und II einzuführen.

') Berner Mittheilungen 1895. Seite 115.
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Bessel hat für die Addition der Argumente bei der J-Funktion
folgende allgemeine Eormel gegeben : ')

in 4 1

Wv,=(1+^)-[TW-»(I+^+,(1+^y
m + 2

2+(u) -j-"

2! "^
für den Spezialfall m o lautet dieselbe

i

welche wir nun benutzen wollen.

Mit Berücksichtigung derselben ergibt sich folgendes :

i
J (nx) J (x + (n-1) x) J°(x) - (n-1) x A + (-^^\ ^ +

ir i\ !2ll | (n-l)x|2J(x)Tj(n-l)xj (1+—200-j YT+-"-
_° (n + l) (n-1) J(x) |(n+l)(n-l)|^^J(x)-r_ j w _ x _.__ _|_ i _ j x — + ...¦

i
0 0 0 / (n CM x\ I/v-l
J((n—2)x) J(x-f-^-3)x) J(x) — (n—3;x(l 4- [ JM'U

2x / 1!

2

+k»-^i>+^M1t+--
_ i,*i (n-l)(n-3) J(x) j(n-l)(n-3)p J(x)
~ W 2

X
1! +| ~

2 j X
2! H

i
o o o /In 5) x\ I (x)
J((n-4)x) J(x + (n— 5)x) J(x) — (n—5) x 1 +l ' x {>

2 x /11
2

+ (<»-H>+(n^ff+-
o (n-3)(n-5) J(x) J(u-3)(n-5)l " J(x)_-J(x) - x+j-+ - -g x -2T+-"

') Bessel : Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, welcher
aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abhandlungen der Berliner Akademie
der Wissenschaften 1824.
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i
o o o / 4 \\ Ff\) / 4 x\2
J(5 x) J(x + 4x) j(x) -4x(l +2-xj4r +(4 X;Y +" 11/

2

J(x).
2!

Vv^ 64'x JW i /6'4 XV £00 :r'JW 2 l! ~H 2 j 2!
~*

i
°J(4 x) J(x + 3x) J(x) - 3x (l +|^yW + (3x)« (l + |^

1«T
2! ^

2. 5-3 J(x) /5-3 \2J(x)-r

1

](3 x) J(x + 2i) J(x)- 2x(l + |X) J-^+ (2 x)*(l + Hf.

3(x)-^+(^)%+

J (2 x)
°J (x+ x) =°J(x) - x(l +2-x) J-l?+ xa (l +^)2J^

+ ••¦

J(x) J(x).

Unter der Voraussetzung

n einer pos. ganzen ungeraden Zahl

erhält man somit für das verlangte Integral den Werth :
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LB(xsm0d^=^[l+^ +^ + + ^j°J(x)

_ r (n+l) (n-1) + /n \ (n-l)(n-3)

+ (;) (n-3)2(n~5) +

+ (/M1-0^2]x^
2 /2

((n+l)(n-l)l /n \ f(n-l)(n-3)|+ r^-,+
+

n\l(n-3)(n-5)
2/1 2

2

+ •••+(^-0(^)1^
+

[|(

+ (¥-)(¥)K
± }
Hiernach wird z. B. für n 9:

/n | 0
cos9 (x sin tp) dtp -£- (1 + 9 + 36 + 84 + 126) J(x)

250
o '

— (40 + 9 • 24 + 36 • 12

i
+ 84 • 4) x -^ + ((40)2 + 9 • (24)2

+ 36 (12)2 +
2

+ 84-(4,»)x»i^-=p • • |
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Unter der Voraussetzung

n einer positiven ganzen geraden Zahl

entsteht in gleicher Weise:

n-Jcos»(xsin^)d^^r[[|(|j] +

+[(H)+(H+-"+(5)K
n n

-[Ô

+ -— l ti)+(î-.)(^»+-
n\l(n+l)(+ ^Vf

+

+<-4(H(^(H(¥)+
.+,'¦ M <¦+«(—j>^

+
so z. B. für n 6 :

J

J cos6(xsin^)d^ ^(l0 + |l5 + 6 + l]j(x)- flöf^) I

+[...(V)+«
Bern. Mitteil. 1896.

115+6+lis«- r

¦Cr)] 4,
]

I -e-l^J + i

2 /+S 2 2! +
Nr. 1406.
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Unsere weitere Aufgabe ist nun, die in den Relationen Ia und
o 1

IIa vorkommenden J-Funklionen sämiullich durch die J- und J-Funklion
zu ersetzen.

Der Einfachheit wegen schreiben wir die Gleichungen la und
IIa in der Form:

cosn(x sin
7t \ ° X x X2 2

9)^9 ^|«oJ(x) —«,:j-yJ(x)+ a,—J(x)

+ (- iy «r -1- J(x) ±

IV-j cos" (x sin <p dtp -^ \ß + ßa J(x) -ftA J(x) +

+ ^ ^- m +••¦• + (- i)r ft ^j(x)+• • • • '

wobei die Grössen «„, a„ «a, /Ï, #,, /?„#,.... die entsprechenden in
den eckigen Klammern stehenden Ausdrücke ersetzen sollen.

Bekanntlich kann man durch zwei gegebene J-Funktionen alle

übrigen ausdrücken, analog der bereits von Bessel gefundenen
Reduktionsformel1)

v 2 (v — 1)v"1 v-2

J(x)= l - jJ(x)-J(x),

oder auch, wenn man statt v die Grösse v -j— 1 einführt

O y V V-1 V-(-l

— J(x) J(x)+J(x).

v v-1 T-2

Mit Hilfe ersterer kann J(x) auf J(x) und J(x) reduzirt werden.
y-l t-2

Drückt man alsdann mittelst der gleichen Formel J(x) durch J(x) und
T-3

J(x) aus, und setzt diesen Werth in obige Gleichung ein, so erscheint
v t-2 v-3
J(x) durch J(x) und J(x) bestimmt. Durch m-malige Wiederholung

') Ebendaselbst.
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t v-m v-m-1
dieses Verfahrens kann schliesslich J(x) durch J(x) und J(x)
ausgedrückt werden, was zuerst Lommel bekannt gab. Seine Formel lautet1):

if.i — V^N?/- np (m-p)Pl-1 (2v - 2m + 2p)m"2Pl2
*W — JW /j l l) j

"

x,n-2p

(m — 1 — p)»'!"1 (2v — 2m + 2 + 2p)m-1"2Pl2
J(x) ^(- Dp

P xm-l-2p

Setzt man hierin v m + 1,

so entsteht:

?/+ì i/^"V/ (m —p)Pl"! (2p + 2)m-2pl2ni+1 i -^J(x) J(x)(2j(- 1)p
p xm"2P

-j(x)2(_ liP (m-1 - p)pI-! (2p + er-1-2"12
>

p] xm-l-2p

wo die Ausdrücke hinter den Summenzeichen die allgemeinen Glieder
zweier endlichen Reihen vorstellen, deren einzelne Glieder daraus

hervorgehen, wenn man statt p der Reihe nach 0, 1, 2 und alle

positiven ganzen Zahlen einsetzt; in der ersten Reihe braucht man

p nicht grösser als —- zu nehmen, weil für grössere Werthe von p

der Faktor (m — p)pl-1 und damit alle folgenden Glieder der Reihe

Null werden; ebenso ist der grösste Werth für p in der zweiten Reihe
m — 1

gleich— Setzt man in dieser Gleichung nach und nach m

1, 2, 3, (r — 1) so erhält man die einzelnen Funktionen
2 3 4 r 0

i{\), J)x), J(x) J(x) ausgedrückt durch die Funktionen J(x)
i

und J(x).

Wir schreiben :

J(x) Ai J(x) — Bi J(x)
3 1 0

J(x) A2 J(x) — B2 J(x)

J(x) AM J(x) - Brf J(x),
wo :

A _V, up d-p)"'-1 (2p + 2)i;2Pl2

p x1-2?

a _V/ nr (2-P)1"-1 (2p + 2)2-2P|2
A2 —^ -1) p, x2-2p

') Lommel: «Studien über die Bessel'schen Funktionen.» Leipzig, 1868.
Seite 3.
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(r —1—P)pK (2p + 2)r-!-2Pl2

p! xr-!-2P

und

Bi=*s(_ 1)p
a -1 - ^pi-1 (2p + 4)i-i-2pi-'

B2:

p! x1"1-'^1

(2 — 1 - p)PK (2p + 4)2-1-2pl2¦S-w p! x2"1"2?

b,, >',(- npfr-i-i-p)"-1. (2p+iC^Ü! is,
p! xr-l-l-2pr-l=2(-1)P

Mit Berücksichtigung dieser Substitutionen erhalten wir für unsere
beiden Integrale, wenn wir die in Gleichung Ib und IIb angegebenen
Coeffizienten gehörig beobachten, schliesslich die Formeln:

Ie- J cosMxsin^) dip -^riïo0 — o,Bi ^y + «3B2|r +
o

'

+ (-l)r+i«rBrt^-T •••]°J«

[X \^ x**

— "' TT ~^~ a' Al 2T — "* Aa
3l — ' ' '

+ (-l)r«r Art^qp---]j(x)J;

H«- fcos» (x sin tp) dtp ~L+ |> - /Ï.B. -^ +ftBa^ qp
' ' ¦

+ (-Dr+1ftBrt^-±--']j(x)

+ [-ft1Xr + ftAI-^-ftA2|i±--'

+ (-l)r/?rArt^-+---]j(x)
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