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J. Eggenberger.

über eine Eigenschaft einer Gammafunktion

mit einer Potenz als Argument.

(Eingereicht im Januar 1895.)

e"x xy_1 dx. (e Basis der nat. Logarithmen.

Das Euler'sche Integral IL Galtung sei definiert durch

•)

ö

Substituiert man darin x durch az, so folgt

fcoe"az zy_1 dz und für y 1

o

/ooe'az dz.

0

Weil aber nach 1) :

/ooe"x dx 1,

so ergibt sich aus 2):

a=rr-
a J

e dz.

o

Multipliziert man diese Gleichung mit da und integriert beiderseits

zwischen 1 und a, so wird

r°° e-z - P/az
A3) log a dz.

o
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Durch n - m a 1 i g e Multiplikation dieser Gleichung mit da und

Integration zwischen den Grenzen 0 und a, erhalten wir rechts:

I log a da a log a — a

/a
/-»a /ia

log a da I a log a da — la daunoa2 a2 a2

Tloga-T--T
j(3) log a da j 0r log a - \— 2 'da

-^T Ioga-

f
3! ° 3! 3 3! 2 3!

(0, a4 a4 a4 a4
log a da =— log4! ° 4! 4 4! 3 4! 2 4!

I "
log a A

a a
da —- log a —n! ° nnl (n—l)n! (n—2)n!

o

an

3 n 2 n n!

a

nï 1^a-^[1+W+- + n4l + i]

/f) an n x==n 1

"logada^-loga-^^Ta)

0 x=l
und links:

jY^fcil_jV+-ç_4.)i
o o 0

/a
/»,°°e-z—e"az, r°°/a2e-z e"az ,1 a \dz¦nz dzda=J V^ì z^+^-vJt

o
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fiî0 0

fi!0 0

fi!0 0

CO -z -J
e — e

dz da

co -z -az
e — e

CO -z -1
e — e

dz da

-A0
-A0

/co
/

a -z -aza* e e

z8 z3 ^ X2

a2 \ dz

2 z / z

a

z4 ^ z4 z3

+
a8 \ dz

2!z2 3! z/ z

e; -z -az5 e e+ - L 4- A
5! ^ z5 z5 ~ z4

a- a

01 ,3 ~t~ ol ,2

a4 \ dz

2! z3 ' 3! z2 4 z / z

fi^fi
»co -z -az

ß
a e ~e dzda

0 0 0

\n-l 1 Nii-2 2

reo
/ u (-ir'e-ffi (-l)n

/ 1 \n"1 „ / .iK „2 /• 4\3 „n-3 / .,s2 ,n-2(— !_) a i (—1) a
i i (— 1) a (— 1) a

n-l "T" nl „n-2 I ¦" " ,_ ONI _3 ~T
2! z" (n—3)! z3 (n —2)! l

„n-i

-A£
(n — 1)! z/ z

dz

¦
a"'1 _1_ a"'2 1

(n — 1)! z
~"~ (n — 2)! z2

(- If2 a2 (- l)-1 (-lf (-l)n+1 -az 1 dz
1

zn"2 2 1 z"- z

Aus den Gleichungen a) und ß) folgt:

4) —Ioga
n!

x=n

n! (n—1)1 z (n—2)!z2

n-lf-l)n-V (-ir!a (-1)"
zn"2 2

+ f^ +
l)n+1 e az]

za J
dz

z

Setzt man in Gleichung 4) der Reihe nach a — 1, 2, 3

a — 2, a — 1 und addiert sämtliche Gleichungen, so ergibt sich, wenn
man zur Abkürzung
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I1". 22". 38\ (a - 2)(a"2)n (a-lf-1)n F(aan)

als neue Funktion setzt:

x=a-l x=n x=a-l

log T(a __ x=i x=l I x=l

x=a-l x=a-l

2 x°"x 2*n"2
x=l x=l -r-T ^ STTT2 r- ¦

(n— l)!z ' (n —2)!z
x=a-l x=a-l «=a-l

(-ir22x2 (-irx2x (-1)D (-Dn+12e"ßzi
x=l x=l a=\ dz

2Izn-2
I

zn-l I
zn

I ^ Jz

Ebenso für ein um die Einheit kleineres Argument:

x=a-2 x=n x=a-2

2|X" 2t r0° '"e " ^*"
logr((a-l)(a-ir)= S x=lX I I x^i

' n n! ' o *- n
rr-4

x=a-2 x—a-2

x11"22»" 2
X=l X=l -p+ rn __ OM ,2 +(n —l)!z ' (n — 2)1 z

x=a-2 x=a-2 «=a-2

(-un-22*2 (-ir2x n
(-Dn+12e"ßz i

i x=i x=l (—1)" «=i dz

^ 2!z*-2 + z11"1 "^ zn ^ zn Jz'

Durch Subtraktion der Gleichung 6) von 5) und unter
Berücksichtigung folgender Thatsachen :

ß=a-l
-(a-l)z
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K=a-2

2e"KZ
1_e-(a-2)z

«=i
ez —1

«=a-l f(=a-2

2«- - 2e"KZ e"(a-1)z

«=1 «=i
x=a-l x=a-2

2»' -2^" (a - 1)"

x=l x=l
alt man :

und

c-ir-24-
log r(aa log r((a - if"1* )_ x=i

x

n n n

e"z (a-ir1 (a - if2
J L n! (n — 1)! z

'

(n — 2)! z2
o

(-l)°-2(a-l)2 (-if-^a-l) (-If (-lf+V^ldzI- zn.22! "t" zn-l t" zn
1" f J£

Nach Gleichung 4) ist aber die rechte Seite von Gleichung 7)

(a-l)nlog(a-l)
n!

Diesen Ausdruck substituiert, ergibt :

log r(aa")
_

logr((a-lf-1)n) (a - 1)" log (a - 1)

n! n! n!

oder

9) r(aa°) (a - l)(a-1)n r((a-l)(a-nD).

Für n o folgt aus dieser Gleichung die bekannte Beziehung:

r(a) (a - 1) Ita - 1).

Die in Gleichung 5) gegebene Funktion genügt somit der ersten

Eigenschaft einer Gammafunktion. Der o-Punkt ist für dieselbe ein

Unstetigkeilspunkt.
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