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ll. Der Kegelschnitt p sei die Ellipse, welche die Punlﬂe A, Ay E Es

enthilt und die Fundamentallinien A.A; und A.A, in A, resp. A. berihrt,
Die Gleichung von p lautet:

1. p) x32 — xixz = 0; die Curve p’ ist mit p identisch.

Wir schreiben die Gleichung:

1 — .2 — 0 und setzen wieder i — A; diess gibt:
X3 X3 X3
X1 X1 1
1 — 7. o = 0, woraus folgt: =
Fiir einen Punkt P, auf p ist daher
X1 i X2 :xs =4 : 4% : A
Da fiir die Ellipse p (f = 0)
ih = — X2, b = — x1, 5 = 2x3,

so hat die Tangente der Ellipse in P, die Gleichung:
2. t) A 4 Xxe — 24xs = 0; der ihr correspondirende Kegel-
schnitt heisst :
3. ') A¥exs - xixs — 2Axixe = 0.
, , . Xs(xi® — xe%)
Aus (2) und (3) folgt: A = Fe(® — xF)
stitution dieses Werthes in Gl. (2) erhélt man:

und durch Sub-

xixs¥(x1% — x2%)2 Na?(x1? — xe?
X1 32( 12 22)2 1 xg — 73(12 20) — 0 oder
hx2®(x1* — x3%) xa(x1* — X3?)
OL)  xs%(x1? — x2®)? — dxaxe(xe? — Ns%) (8% — x1%) = 0.
Diess ist die Gleichung der im Falle (IIl) erzeugten Curve sechster

Ordnung.
Aus der Erzeugungsweise der Cs geht zunichst hervor, dass A:
und Az, weil auf p gelegen, Spitzen der Ceé werden und fiir beide ist

xs = 0 Riickkehrtangente; diess bestitiget auch die Rechnung. Fir
die Schnittpunkte der Curve mif xs =— 0 hat man nimlich
hx:%x2® — 0, woraus folgt: xi® = 0 und x2* = 0,

d. h. xs = 0 hat in A: und Az mit der Cs je drei zusammenfallende
Punkte gemein. Ferner ergibt die Rechnung, dass das Tangentenpaar
in jedem der Doppelpunkte A:; und Az die Gleichung xs® — 0 hat,
dass also A1 und Az Spitzen der Ce¢ sein miissen, deren Tangenten mit
AtAz zusammenfallen. — Wenn u = 0 die Gleichung (IIl) bedeutet, so ist



== B8 =

ur = Axixa?(xe? — %) — fxe(xe? — xs%) (x3? — 3w?)

uz = — Axexs?(a? — x2%) — Axa(xs? — x1%) (3xe? — xs%)
i = 2xs(x1? — xe¥)? — Buxexs. (317 4 xe? — 2xs%)
unr = &xs?(3xa% — xe®) 4 2hxexs(xe® — xsf)

w2z = — 8xixexs? — A(xs? — 3x1%) (3xe? — X3%)

us = 8xixs(X1? — Xo¥) — 8xaxs(3xu? |- xe? — 2x3%)

Uzz = — A4xs%(x1? — 3xe?) — 24vixe(xs® — x¢%)-

U2z = — 8xexs(xi? — o) — 8xuxs(ni? 4 3xe? — 2xs5%)
w3 = 2(x1? — x2%)? — Bxixz(x1? |- X2 — 6x3%)..

Fiir den Doppelpunkt As wird unn = 0, w2z = 4&xs*, wms = 0,
w2 — 0, u2s — 0, uss = 0, daher hat sein Tangentenpaar die
Gleichung xi . x2 = 0. Der Fundamentalpunkt As ist also ein Knoten-
punkt der Ceé und die Tangenten in demselben sind A2As und A1As;
sie sind die respectiven Inversen der Tangenten AsQs und AsQs*
(Qs fillt mit A;. Qs* mit Az zusammen), welche von As aus an die
Ellipse gehen. (Siehe Fig. 1, Tafel V.) Aus dem Umstande, dass
As(Qs, AsQs* die Cs in Qs resp. Qs* berihren, folgt, dass die Tangenten
im Knoten As Inflexionstangenten sind (vergl. Fall I); diess stimmt
mit der Thatsache iiberein, dass x1 = 0 und x: = 0 die Tangenten
der C¢ in den Punkten Q¢ und Q2 welche mit As zusammenfallen,
vorstellen. Die folgende Rechnung liefert den einfachsten Nachweis
hiefir. Substituirt man in (IIl) xy = 0, so kommt x3% . x2* =— 0,
woraus folgt: xs3? == 0, x2* = 0, d. h. x1 = 0 schneidet die Cs in
A2 zwei Mal, in As vier Mal

Ferner ist fir x2=0: x32.x1* =0, oder xs* =0 und x1* =0,
was hesagt, dass X2 = in As vier Punkte
gemein hat.

As ist also ein doppelter Inflexionsknoten.

1
;1> sind Doppel-

I

X3

n=—1 X1
Die Punkte E: <X2= 1 ) und Es (X‘z
punkte mit reellen und von einander verschiedenen Tangenten, also
Knotenpunkte der Cs. Die Tangenten in denselben stimmen tiberein
mit den von E; resp. E2 aus an die Ellipse gehenden Tangenten. Die
heziiglichen Gleichungen lauten :
Fiir das Tangentenpaar in Ei :
—]— Xe? — fxs® - 6X1X2 — A&x1Xs - 4xexs = 0
und fir damemge in Ea:
4 x2% — Axs? - 6x1X2 | AXiXs — AXexs = 0.
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Was die Punkte Es (1,1, — 1) und E (1, 1. 1)- betrifft, so sind
dieselben zunichst als Doppelpunkte der Cs anzusehen, weil fiir diese
Punkte w, uz, us verschwinden.

Als Gleichung des Tangentenpaares in Es erhilt man:

(x1 + x2 — 2x3)2 = 0
und diejenige fiir das Tangentenpaar in E lautet:

(x1 4 X2 — 2x3) = 0,
d. h. die beiden Tangenten der Ces im Doppelpunkt Es fallen zusammen
mit der Ellipseniangente x1 4 x2 | 2xs = 0 im Punkte Es und
die Tangenten im Doppelpunkt E sind vereinigt in der zu E gehdrigen
Ellipsentangente xi1 4 x2 — 2xs = 0. %)

Allein diese Punkte sind nicht etwa Spitzen, wie die nachfolgende
Betrachtung zeigt.

Fiir die Schnittpunkte der Cs mit der Tangente x1 - X2 -}- 2x3 =10
X1 —{— A2

2

ergibt sich, wenn man in der Curvengleichung xs — — setzt :

(xi1 — x2)* . (1% 4 3xixe -} x2?) = 0. _
Im Doppelpunkt Es; hat also die Tangente mit der Curve vier
vereinigte Punkte gemein und schneidet sie noch in den zwei Punkten

(%:—1 +Vs, =—a +\/5))
(== +VH, 3= =1 +V5)

Der Punkt Es muss daher ein Beriihrungsknoten sein, d. h. durch
Es gehen zwei Aeste der Cs, welche sich in ihm zweipunktig beriihren.
Die beiden Curvenzweige sind aber nicht reell, denn setzt man im
Bereiche des Punktes Es y = X1 -}- X2 |} 2X3, z=1X1 — X2, WO Y
und z sehr klein sind, in die Gleichung der Cs ein, so wird annéhernd
16x3%y* - 8xsyz® |- bz* = 0; diese Gleichung reprisentirt zwei
1maginire Curvenzweige, die einander in Es beriihren, ihre gemein-
schaftliche Tangente y =— 0 ist reell. In Uebereinstimmung damit
findet man auch, dass die Schnittpunkle der Cs mit der Geraden
X1 — Kxe = 0 mit Ausnahme der zwei sich in Es befindenden ima-
gindr sind, so lange k zwischen 0 und - oo liegt. Weil die Curve
nicht reell durch Es hindurch geht, so ist Es ein isolirter Punkt der
Ce, allein er muss als imaginirer Beriihrungsknoten angesehen werden.
Da im Punkte Es zwei Durchschniltspunkte der beiden sich in ihm

#) Die beiden Tangenten in Es und E gehen durch den Punkt (X1 ﬁ_z i o)
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beriihrenden Curvenzweige vereinigt sind, so repriiseniirt derselbe
zwei vereinigte Knotenpunkte. Ebenso ist E ein imaginirer Beriihrungs-
knoten mit reeller Tangente.
Die gemeinsamen Punkte der Ellipse und der Cs sind A, Az,
Es, E; die Cs beriihrt die Ellipse in A; und A2 zweipunktig, in Es
und E vierpunktig.
Die Cs hat die folgenden Plicker’schen Charaktere :
= 6, d= T, w=s &
pe= {ll, =15, ===81.

Wenn die Hyperbel xs* 4 xaXe = 0 den festen Kegelschnitl
p vorstellt, dann ergibt sich die Cs:

X3%(X1? — X28)? 4 AxaXa(Xe? — X3%) (Xs? — x1%) = 0.

Die Hyperbel geht durch Ai, A2, Ei, E2 und beriihrt in Ai, A
die respectiven Fundamentallinien A1As, A2As. Die Ce hat zwei Spitzen
in A:x und A, fir welche wieder x3 = 0 die Riickkehrtangente ist;
ferner besitzt sie drei Knotenpunkte, den doppelten Inflexionsknoten
As und die Knotenpunkte ¥ und Es. Die Punkte E; und E:2 sind
isolirte Punkte der Cs und zwar imaginire Beriihrungsknoten, die
Tangenten in denselben sind reell und zwar die zu E: und Ez gehirigen
Hyperbeltangenten, also die den Punkt (X3 = 0, X1 — Xz = 0) mit
E: resp. Ez verbindenden Geraden. (Fig. 2, Tafel V.)

IV. Es sei p ein dem Fundamentaldreieck umschriebener Kegelschnitt,

Ein Kegelschnitt, welcher durch die Fundamentalpunkie geht,
hat allgemein die Gleichung:

1. p) . . . aixeXs -+ a:xuXs | asxaxe = 0;
ihm entsprieht alsdann die gerade Linie
2. p) . . . . axi - asxe - asxs = 0.

Fiir die Coordinaten eines beliebigen Punktes P, von p ist
X1 @ Xz @ X3 = A(au 4 Aaz) @ (an 4 Aas) @ — Aas.
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