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Il Der Kegelschnitt p sei dem Fundamentaldreieck eingeschriehen

Fin dem Fundamentaldreieck eingeschriebener Kegelschnitt hat
die Gleichung:
Varxi 4 Vaexe |+ Vasxs = 0 oder
1. p) ] a?xi? 4 a%xe® 4 as?x? — 2maxixz — 22183X1%3
— 2azasx2Xx3 — 0.

Die correspondirende Curve p’ ist die Curve vierten Gerades:

[ Varxexs - Vaxixs 4 Vasxuxs = 0 oder
2. p')i a?x2?xs? - a2¥xi’xs? - as?xi®xe? — 2aia:xaixixe
— 2aasx22x1x3 — 2a2a3X1%x2x3 = 0.
Diese Cs bhesitzt drei A,
Spitzen in den Fundamental-
Punkten; die zugehérigen P 2
Riickkehr-Tangenten sind die #
Inversen zu den resp. Ver- =
bindungslinien der Fundamen-
talpunkte Ai, Az, As mit den
Berihrungspunkten des Kegel-
schnittes auf den Gegenseiten.
_ ) A < 04,
Die betreffenden Gleichungen B,
Jauten :
Fiir die Tangente in der Spitze Ar: asxz — asxs = 0
« o« « « o« « Az aixs — asxi = 0
« « « « € 5 A?;.' a2X1 — a1Xz = 0

Die drei Tangenten gehen durch einen und denselben Punkt,
den Inversen des gemeinsamen Punktes von AiBi, A2Bs:, AsBs, wobei
Bi, Bz, Bs die Beriihrungspunkte von p mit A2As, Ai1As, A1Az be-
zeichnen, ¥)

Um die Gleichung der Curve sechster Ordnung Cs zu erhalten,

setzen wir wieder fiir einen Punkt P; auf p —ii =— A, dann gibt
: A3
Gleichung (1):

*) Unter dem eingeschriebenen Kegelschnitt wurde, wie gewohnlich, derjenige
verstanden, fiir welchen die Berithrungspunkte Bi, B:, Bs zwischen den Ecken des
Fundamentaldreiecks liegen ; es liegen dann auch keine Punkte von p und p’ ausser-
halb des Dreiecks Ai1A2As und p' kann somit keine unendlich fernen Punkte
besitzen. Diess ist der Fall, wenn die Coefficienten a1, a2, as positive Werthe haben.
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\/arz—; -+ \/EJIx 4 Vas = 0  oder
(Vas + Vast)®
X3 a1

Fiir die Coordinaten des Punktes P, ist daher

Xy iXz ! XKg — (\/:;;4— \/Ez—i)g aid @ an.
Bedeutet f die linke Seile der Gleichung (1), so sind
_Va o Va o Va
2\/‘(1 2\/\2 2\/;{3—
die ersten Differentialquotienten von f nach xi, Xz, xs; durch Substi-
tation der Coordinaten von Pj gehen dieselben iiber in
_ Vm

\/51_ fp — \/az

o(\as | Vad)  oVmk | oam
wobei ein gemeinschaftlicher constanter Faktor weggelassen worden
ist. ¥) Nun erhill man fir die Tangente ti des Kegelschnittes p im
Punkte P, die Gleichung:

0w — _\/; X \/5’_ cxa VB Vas = 0
\/33 -+ \/ael \/311 \/31

und fir ihren entsprechenden (inversen) Kegelschmtt

4. U_’) — _\/31 —— - X2X3 —I—\/ﬂé_ )
\/aa 1— \/a*zl ail
Multiplizirt man (3) mit — x2x3, (4) mit x: und addirt beide
Gleichungen, so kommt :

az as
ark
hieraus folgt:
[ Vas . xa(xs? — x1%) aXs?(x1? — x2%)?
\/*L— — T xs(xi® — x2) und & = asx2®(xs? — x%)*
Setzt man den gefundenen Werth von A in (3) ein, so ergibt
sich als Resultat der Elimination des Parameters 4 zwischen (3) und
(4) die folgende Gleichung:

fi = —

- X3(x1? — x2?) = - X2(X3? — x1%);

#* Anmerkung. Vx ist positiv oder negativ, je nachdem }/x» und
Vxs beide negativ oder positiv sind. Wenn V/x2 und Vx5 positiv angenommen
werden, wie hier geschehen ist, so muss {/x1 negativ sein, da die Werthe von

Vxi, Vxz, Vxs der Gleichung Vaixi - Vamxe + Vasxs = 0 geniigen miissen.

-
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a1 . X1 a3 Xe(xs?—xi? as
g V o + “_i. (3 1).x2_l__\/_ai-X3:0
1

\/5; + asXs(x1% — Xo?) ar X3(x1? — x2%)

oder
aX1X2(Xs? — x1%)
- 2) +

asxz2(Xs? — x1%) 4 a2x3(x1? — X2
oder

\/5-3——- X2(X32 S X12)

x2%(x3% — x1%)
Xa(X12 — ng)

+x3 =10

— 31X1X2X3(X32 — X12) . (X12 — X22)
-+ x22(xs% — x1?) . [33X2(X32 — x1%) - a:x3(x1? — X22)]

+ xs?(x1? — x2?) . [337(2(){32 — X1%) - aaxs(x1® — X22)] =0

oder
— a1X1X2X3(X32 — X12) . (}(12 — X22)
— [33X2(X32 — x1%) -+ aexs(x1? — Xzz)] . X12(x2? —— x3%) = 0
oder
I . . . asX1Xz(X2? — X3%) (x8® — x1%)

-—f— 32X1X:5(X22 e X:;g) (25’.12 — X22) + 31X2X3(X32 = X12) (}{12 s X22) ===},
Diese Gleichung représentirt die Cs.
Nehmen wir speziell a5 == az = as an, d. h. stelll p den Kegel-
schnitt vor, welcher die Fundamentallinien in den Punkten

X, == Ko=) ( Xs —20
X2 —X3=0/ ’ \x1 —xs=0) > \xy —x2=10

beriihrt, dann sind x2 — xs =0, x1 — X3 =0, x1 — X2 = 0 die

Riickkehrtangenten der Cs (p*) und die beziiglichen Gleichungen lauten:

fir p: Vxi  Vxe 4 Vxo = 0

« p'iVxexs - Vxixs - Vxixe = 0

« Co:xaxz(x2? — x3%) (ns? — xi¥) - xaxs(x2? — x3%) (if — x2?)
+ Xexs(xs® — x1%) (M? — \2¥) = 0.

Die Untersuchung der Curve (II) zeigt zunichst, dass die Funda-
mentalpunkte Ai, A2, As Knotenpunkte derselben sind. Die Funda-
mentallinie x3 = 0 schneidet die Cs in sechs Punkten, fir welche
x2® . X3 =0, also x2* = 0, x3* =0, d. h. A2 und As sind Doppel-
punkte, die Fundamentallinie Az As ist Tangente der Ce¢ sowohl in A:
als in As, und die Punkte Q: und Q:¥* fallen mit A2 resp. As zusammen.
(Tafel IV, Fig. 1.)

Ferner folgt aus Gleichung (II)

fir xa=0:x%.xs=0 oder x,*=0, w?*=0 und
fir xa ==0 : xi®.x2* =10 oder xi* =0, x2? =0;




demnach ist x2 = 0 Tangente in den Knotenpunktlen As, A1 und xs =0
Tangente in A1, Az; Q= filll mit As, Q2* mit Ay, Qs mit A; und Qs*
mit Az zusammen.

" Die Fundamentallinien reprisentiren also die sechs Tangenten
in den Knotenpunkten Ai, A2, As, jede ist somit eine Doppeltangente
der Cs. _

Weitere Doppelpunkte der Ce sind E, Ei, Es, Es.  Substituirt
man in (II) x2 + xs = 0, so folgt:
4+ x3% (x3® — x1%) (242 — x3¥) = 0 oder xs%*(xs® — )% =0

woraus Xx3* =0, (xs + x1)?2 =0, (xs — x1)? = 0,

d. h. die Punkte Ai, E, E1, Ez2, Es gehoren der Cs an und sind Doppel-
punkte derselben. E wird, weil innerhalb des Kegelschnittes p gelegen,
zu einem isolirten Punkt der Cs; Ei, E2, Es dagegen sind Knoten-
punkte, die Tangenten in denselben stimmen iiberein mit den von Ei,
Ez, Es aus an den Kegelschnitt p gehenden Tangenten. Fir das
Tangentenpaar in E: (— 1,1, 1) z. B. erhilt man:

x1? — Xo? — xs% 4 XiX2 - x1%3 - 3X2xs = 0, ¥)
woraus sich die Gleichungen der einzelnen Tangenlen in E: ergeben:

2X1—|—(1 +\/g).x:' -1~ (1 —-—\/‘5).X3 = 1

2x1 —f"(l ———\/g)\z -+ (l +\/g)X3 — i

Die (e hat sechs unendlich ferne Punkte. welche simmtlich reell

sind; dieselben sind die Inversen der Schnittpunkte der Ce¢ mit dem
Kreise K. Bezeichnen X, Y, Z, ¥, W, T diese Schnittpunktle, dann
reprasentiren X', Y', Z', V', W', T’ die unendlich fernen Punkte der
Curve und die Geraden XX, YY', ZZ', YV, WW’, TT, welche die
Richtungen angeben, nach welchen die Curve ins Unendliche geht,
missen Tangenten des Kegelschnittes p sein. Von den sechs Punkten
X, Y etc. gehen an den Kegelschnitt p je zwei Tangenten, allein nur
eine derselben gibt jeweilen die Richtung nach einem unendlich fernen
Punkt der Ce¢ an und zwar diejenige, welche parallel ist zum Inversen
des Strahles, der einen Punkt X, Y etc. mit einem Fundamentalpunkt.
verbindet. Die Cs besteht aus sechs ins Unendliche gehenden Aesten,
von denen je zwel eine zusammenhingende Theilcurve bilden.

Dem Curvenstick AiWE: entspricht Qi W'E:

« « ALY Eq « Q1§?E1 )
Die beiden Aeste Y A/WE:W' und W Q1YE(Y, welche in der
angegebenen Weise einanozier ents;rechen, oti’lahen gT'osse Aehnlichkeit

*) Vorausgesetzt, dass a1 = a2z = as sei.
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mit den Aesten der Hyperbel xs* | xixz = 0. Leltztere hat mit der
Ce gemein die Punkte Ai, Az sammt Tangenten und die Punkte Ei
und E:, dagegen sind die Tangenten der Hyperbel in Ei und E: ver-
schieden von den Tangenten der Cs in diesen Punkten. Ferner
entspricht )
dem Stick Ai1VEs das Stick Qi*V'Es
« « A1X’E1 « « Ql*XEl.
Die aus diesen Curvenstiicken zusammengesetzien Aeste
X'AVEsY | VQ*XE X

(]

welche in der angeliihrien Weise zu einander invers sind, haben
Aehnlichkeit mit der Hyperbel x2* 4 xixs = 0, welche durch A,
Az, Ei, Es geht und Ai1Az in A: und AsAz in As berihrt, wie die Ce.
Endlich entspricht
dem Stiick A:ZEs das Stiick Q27Z'Es
« « AsT'Ez2 « «  QzTE:.
Die aus diesen Stiicken bestehenden Aesle
T’ AsZEsZ |, Z'Q:TE:T
der Cs, welche in der soeben angegebenen Weise einander entsprechen,
bilden eine hyperbelihnliche Curve; dieselbe hat mit der Hyperbel
X1? 4 xexs = 0 gemein die Punkte A2, As, Ez, Es und die Tangenten
in A2 und As.
Die Pliicker’schen Charaktere der vorliegenden Ce sind die nidm-

lichen wie bei der Cs, welche im allgemeinsten Falle resultirt. *)
Sind die Werthe von ai, a2, as respective proportional zu

A 2 . . . .
cos® _?1 , cos® %m , cos? %i, dann gibt Gleichung (II) die spezielle
Cs, +) welche entsteht, wenn p der dem Dreieck AiAzAs eingeschrie-
benen Kreis (mit dem Centrum E) ist, dessen Gleichung lautet:

A _ — S
003—2—1-\/311 + cos%g-\/x‘z - cus%i~\/x?, e=

Setzt man nun voraus, dass ai, az, as sowohl negative als positive
Grossen sein konnen, so stellt die Gleichung

*) Anmerkung. In Uebereinstimmung mit der Note auf Seite 22 wurde
die Gleichung (L) discutirt unter der Voraussetzung, dass ai, a2, as positiv seien und
in Fig. 1, Tafel IV ist speziell a1 = a: = as angenommen worden.

1) Der Unterschied zwischen dieser Curve und der in Fig. 1, Tafel 1V
skizzirten ist unwesentlich.



a?x1? - a2?xe? -} as¥xs? — 2acasxexs — 2asuxsx1 — 2maxixe = 0
allgemein einen Kegelschnitt vor, welcher die Fundamentallinien beriihrt.
Ausser dem betrachteten Falle, in welchem a1, az, as positiv sind,
kionnen folgende Fille vorkommen : ,

ai negativ, az und as positiv

az « a o« A«

as « a o« Az«
d. h. entweder konnen in der Kegelschnittsgleichung alle drei Doppel-
produkte negativ sein oder es sind zwei der Doppelprodukie positiv,
wihrend das dritte negativ ist. Bedeuten z. B. ai, a2 positive Zahlen
und ist as = — s, so ergeben sich fiir die Curven p, p’ und Ce
folgende Gleichungen :
p) ar*xi® - as%x2® - as®xs? - 2a208X2X3 |- 20821 X3X1 — 2a122x1x2 = ()
D) an®xe®xs? |- a?xi®xs? | es?xi®xe? |- 2acasxixexs | 2esaixa?xsxi

— Zaia2xs*x1x2e = 0
Ce) arXaxs(xs® — x1?) (X1 — X2%) -} asxuxs(X2® — xs%) (X1 — x2%)
— asXiXa(X2? — Xs%) (X3 — xi?) = 0.%)

Der Kegelschnitt p beriihrt die Fundamentaldreiecksseite AiAs
und die Verlingerungen der Seiten AiAs, A2As, so dass simmtliche
Punkte von p ausserhalb des Fundamentaldreiecks liegen. Die ihm
entsprechende Curve vierter Ordnung p’ liegt in Folge dessen eben-
falls ganz ausserhalb des Dreiecks AiA2As und besitzt zwei reelle un-
endlich ferne Punkte, da p den Kreis K zwei Mal schneidet. Die Cs
hat in diesem Falle nur zwei reelle unendlich ferne Punkte und besteht
aus einer hyperbelihnlichen Carve (zwei unendlichen Aesten) und zwei
Ovalen, von denen das eine mit der Ellipse x2* — xixs = 0 die
Punkte Ai, As, E, E2 und die Tangenten in A: und As, das andere
mit der Ellipse xi> — x2x3s =— 0 die Punkte Az, As, E, E1 und die
Tangenten in A2 und As gemein hat. (Vergl. Fig. 2 in Tafel IV, wo
p den die Fundamentallinien beriihrenden Kreis bedeutet, dessen Mittel-
punkt Es ist.) ¥*)

*) Diese Gleichungen erhdlt man aus den fritheren auch dadurch, dass man
xs durch — xs ersetzt.
#¥) Dijeser Kreis hat die Gleichung

cos—éi Vx4 cos% Vxe cos-%s—\/ —x =0
und die Gleichung der Ce lautet:

A ; A; . .
008271 xoxs(xs? — x1%) (x1¥ — xe?) }- c0327 x1x3(x2® — x3%) (%12 — x2?)

— coszézi xixe(x2? — x8%) (%87 — x%) = 0.
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