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»r. U. Bigler.

Potential einer elliptischen Scheibe

von der Dichtigkeit 1,

xa va <*deren Punkte den Gleichungen —t- + -=^- 1, z=o genügen,

abgeleitet mittelst des discontinuirlichen Faktors toi Dirichlet.

Eingereicht den 22. Januar 1887.

Die Coordinaten des Bezugspunktes seien a, b, c;
diejenigen eines Punktes der elliptischen Scheibe x, y#
Wird nun die Entfernung dieser beiden Punkte mit r
bezeichnet, so ist eine erste Form des Potentials

D poi. _ \ \
' <L*i/"ff

wo sich die Integration über alle Punkte der Scheibe
ausdehnt. Ist N eine sehr grosse positive Zahl, so ist

o

f bt at jIch betrachte nun das Integral \ 5 - -u l- Der Weg

desselben sei eine aus dem Westpunkte um den Pol Null
geworfene rechtläufige Schlinge. Damit dieses Integral
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convergire, müssen die reellen Componenten von a und
b positiv sein. Damit ferner der Pol 0 zugänglich werde,
nehme ich an, c sei ein positiver, ächter Bruch (0<c<l).
Zieht man nun die Schlinge auf die Realitätslinie von
— N bis 0 zusammen, so folgt

-eat i*(l+c) Ç ebt-e"
—N

_ -i*a+o) C ebt-eat .4dt.

f e" -3 t'+
-HB

C eDt-e
J (—¦t),+c
o

-i^Cl+O^e-^-e-* tdt.ia(l + c) —i*(l+ c)^ fe~bt —e"
-e

o

N
/• „bt „at n • /» — bt „- at

3) f-g ~e ^ i? ~e -dt-; J ti+° r(c)r(itc) J t,+o

Nach der bekannten Formel

1 1 C x -ajrOÖ= 2Uje x dx

(Weg eine rechtläufige Schlinge aus dem Westpunkte
um den Pol 0.)
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ist aber auch

febtt-(1+c>dt *!*&j r(i+o)
¦w**

und

f at _(i + c).. _ 2i*a°
r(i.+c)'

also

-Hfe

4) febt -eat ,t 2i^(b°-a°)
3 t,+0 ^(1+c)

Aus Gleichung (3) und (4) folgt

5)
fe-bt-e-at dt_ r(l-c). (a°-b°).

o

Lässt man hier c auf 0 herab sinken, so folgt

Cp—b tat6) 3*—1^-^<-
o

Die imaginäre Componente dieses Log. werde
ausgedrückt durch die Grösse der Drehung des Strahles aus
der Richtung vom Ursprünge nach b bis zur Richtung
nach a. Setzeich a —ig+i, b==—ig—i, so folgt für
1 < g, dass
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00

2i fiiH!. e* «* dt logici ist.
J t g+1
o

Wenn aber a=i g + i, b i g—i, 1 < g, so hat man

2i f^.e-igtdt logi±ï1,
o

folglich

J-pf(e'8t + e-ig«)_„.
O

Ist hingegen 0<g<l, a —ig+i, b —ig—i, so

ergibt sich

2if"ta|.ei«t dt-log-^ + i»,
J t l+g
o

und für 0 < g < 1, a 4- i g + i, b — i g—i findet man

2i frört. e-igtdt log l + g+i;ii

somit

f^(eigt + e-igt)dt=1.J^ C smt
71

Ist also in dem Integral

iftt-(e,8t + «'-'et)^0<8<I,
O

so ist der Werth desselben 1 ; ist aber 1 < g, so ist der
Werth Null. Setze ich nun

x2 va
S X + B '

¦ß rJ x—i g 9, ^1 r2 x + i g 9,
Bern. Mittheil. 1887. Nr. 1177.
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so kann dem Potential der elliptischen Scheibe folgende
Form gegeben werden :

dxdydz.
In diesem Ausdrucke laufen die Variabein <p und x

von 0 bis + oo und die Integrationen nach x und y
erstrecken sich über die ganze Ebene z 0. Ich beabsichtige

nun bei il, il1 ein Mal x in ein vollständiges Quadrat
einzuschliessen, das andere Mal ebenso y und setze

xa(x-^)-2axx + \9 A \9
x—Ä x-T

*( i«!\ „i bax2 19 bax a+ ya(x—f)-2byx+^-^ j^ + cax.

x-* x-T
Ist nun

)/Ax—iyiX ^A»ax sg^Bx—iy_ j/B-bx
J/A

' VA*—iv' j/TB
*y

|/Bx—i<?

a_—ia2x —ib2x c2x
A x—i 9 B x—i 9 9

y _|/Ax+i»x 1/A-ax s _|/Bx+i<P 1/B.bx
1

|/T
'

}/Ax+içp' x /B" f/Bx+iy'

o _ ia2x ib2x c^x
1 Ax+iço Bx+i^ ce'

so folgt, dass ß 2fa-|-93a+S<?, ß1==2I12+3312+S1 9 ist.

Ich wähle denjenigen Werth von ]/ A x—i 9, dessen reelle

Componente positiv ist. Man hat also
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x(e-(»-+a'+s(f)+r(Sf,'+8,'+s1*^5ay^d),.

Ich integrire nun zuerst nach x und dann nach y
und setze

l/Ax—19 l/A-ax j l^Ax—19 -,

u ^—7=-— *x y du *—^=—«dx;
]/A ]/Ay—icp J/A

durchläuft nun x die Realitätsline vom Westpunkte bis

zum Ostpunkte, so durchläuft u eine Gerade, welche die-

selbe unter einem Winkel schneidet, der kleiner als—7-
4

ist. Ich darf desshalb den Anfang des u-Weges mit dem

Westpunkte und das Ende mit dem Ostpunkte der
Realitätslinie verbinden und den Integrationsweg wieder in
die Realitätslinie verlegen. Also ist

— 2I2 i/ir +? —u 2 n .;-T- J-cr, »2

le dx _!_ i e d u =—-1 i e du
J ]/Ay.-i9 J |/Ax—iy J

—oc

somit

J
e X="^X^T^ "rfâ und ebenso

^Ax + if/
fe ' dx -^p.r(Ij1
+» —53

_ p:fe dy=-J^.r(0,
J [/Bx—i<r
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+X
-«i1*.« ^B

J J/Bx+iço

somit

•f ao-f-eo

f fV -(2ta-r-232+S <*>) -(V+3V+8iv)\ SdyL
—ao—oo

vj/(Ax-iy)(Bx-iv) ^(Ax+Ì90(Bx+i<?r

und also

yAB f fgjag -y,
o o

X ; +-=^— dydx.~ V(Ax-i<*>)(Bx-M l/(Ax+i<X')(Bx+i<y)/

Denkt man sich zuerst 9 constant und setzt, um sich

die nachherige Integration nach cp zu erleichtern, x== —,
wo s die neue Variable bedeutet, die x ersetzen soll, so
hat man

S ia'
A—is ' B-is+ s ' Sl A+is+B+is+s'

folglich
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_____ CO GO

VAB cesmcp

o o

f e~S<i0 e-S^_-)ds_d_y.
V(A-is)(B-is) l/(A+is)(B+is); ]/ s

Weil die gemeinschaftliche reelle Componente von
S und S1 für jeden positiven Werth von s positiv ist, so

convergirt dieser Ausdruck auch an der obern Grenze.

Ich kehre nun die Folge der Integration um und

integrire zuerst nach cp. Es ist

fsin, -S, 1 f/,-(B-i>-e-(S+H

und weil die reellen Componenten von S—i, S+i positiv
sind, so erhält man nach Formel (5)

3 9* - i
ebenso ist

fsinçp-S^ ^+T-^-T.
sN/2 '-7 i

wo die reellen Componenten von j/S -t-i, ^+i etc. positiv
verstanden werden. Folglich ist

9) Pot. l/AB(fjl/S+i-J/S—i ds

|/(A—is)(B-is) ' yT

rys^i-ys,—i ds^+ 3i^(A+is)(B+is) ' y s
O
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Die Zerlegung in die Summe zweier Integrale ist
desshalb möglich, weil beide für sich convergiren. Das

Integral \ ____=.. -= verschwindet im Hori-
Ji|/(A—is)(B-is) \/T

zonte wie -7=. Man setze desshalb den geradlinigen In-
|/s

tegrationsweg im Ostpunkte des Horizontes bis zum
Nordpunkte fort, um die Nordhälfte der lateralen Axe zum
Integrationswege zu machen.

Hier setze ich nun s e 2u; durchläuft nun s von
0 aus die Nordhälfte der lateralen Axe, so u von 0 aus
die Osthälfte der Realitätslinie. Ist nun t die Wurzel der

a2 b2 ca
Gleichung -——(- „ + =1, die dem Ellipsoid

entspricht, das durch den Punkt (a, b, c) geht, so ist für
das Intervall 0 < u < t die Grösse T stets grösser als 1

und für t < u ist T kleiner als 1, wenn

a2 h2 rat=t4- + •

A+u B+u u
gesetzt wird.

Für das Intervall 0 < u •< t hat man demnach

log (S+i) log (T-l) -if, log (S-i) log (T+1) -^
und für t < u

log(S + i) log(l-T) + ^,log(S-i) log(l+T) --£,

wo die Logarithmen von T—1, 1—T etc. reell zu
verstehen sind. Man findet somit, dass



du

- n —

c yw+ï-ys^î md_s -i5mri/(T=ï)- yfn
3 i j^(A-iB)(B-=ïs) ' fs

e *3j/(A+u)(B + u)ü

•' |/(A+u)(B+u)u
Um das zweite Integral der Formel (9) auf ähnliche

Art umzuformen, setze man den Integrationsweg im
Horizonte vom Ostpunkte bis zum Südpunkte fort und verlege

den neuen Weg auf die Südhälfte der lateralen Axe.

— îHier setze man s e u. Für o < u < t ist

logÄ+i) =- log(T+l)+^, log(S--i)=-log(ï-i) + ~-
und für t < u

log (S,+i) -= log (T+1) + '-, log (S-i) --log (1-T) - Ì|
wo die Logarithmen von T+l, 1—T etc. reell verstanden
werden. Es ist somit

çy^+ï- ^S^T ds^=e-ir f l/TTl-1/f^ï
3oi^(A+is)(B+is)'}/s *3|/(A+u)(B+u)n

_i« f yi+r+e^yï^ï+ e 'i'l r - r — du,
J |/(A + u)(Biu)u

folglich nach Formel (9)

1 / / 3. \) C \
10) Pot.-= 2 ^ÄR r1~VAl^ + B+¥^C + ül,

V j/(A+u)(B+u)u


	Potential einer elliptischen Scheibe von der Dichtigkeit 1, deren Punkte den Gleichungen x²/A + y²/B ≤ 1, z = 0 genügen, abgeleitet mittelst des discontinuirlichen Faktors von Dirichlet

