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Alfred Jonquiére.

Mathematische Untersuchungen
iiber die Farben diinner Gypsblattchen

im polarisirten Lichte.
Vortrag gehalten in der Sitzung vom 14. Mirz 1885.

Die Erscheinungen, welche an diinnen Gypsblittchen
im polarisirten Lichte auftreten, gehtren wohl zu den
gchonsten und lehrreichsten der gesammten Optik. Es
gibt wohl kaum Thatsachen, die fiir die Anschauungen
iiber das Wesen des Lichts von so grosser Bedeutung sind
und deren Erklarung so sehr fiir die Richtigkeit der Un-
dulationstheorie spricht, wie die Farbenerscheinungen
doppeltbrechender Krystallplatten im polarisirten Lichte.
Von den einfachen Prinzipien der Undulationstheorie aus-
gehend, ist es moglich, die verwickeltsten Erscheinungen
der Optik mit mathematischer Sicherheit vorauszube-
stimmen, bevor sie noch durch das Experiment bestitigt
sind. Die vorliegende kleine Arbeit hat zum Zwecke, zu
zeigen, wie es moglich ist, die an diinnen Gypsbldttchen
im polarisirten parallelen Lichte auftretenden Erschei-
nungen mit Hiilfe der reinen Mathematik unabhingig vom
Experimente mit Sicherheit zu bestimmea.

Lisst man einen durch einen beliebigen Polarisator
polarisirten Lichtstrahl senkrecht durch ein diinnes Gyps-
blittchen treten, dessen beide optischen Achsen in der
Schnittebene liegen, und betrachtet man das Blattchen
durch ein Nicol’sches oder Foucault’sches Prisma, den sog.
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Analysator, so siecht man im Allgemeinen eine mehr oder
weniger deutlich ausgeprigte Farbe. Sind Analysator und
Polarisator entweder in paralleler oder in gekreuzter Stel-
lung und dreht man das Gypsblittchen um den Strahl als
Axe, so dndert sich die Intensitit der Farbung; dreht
man dagegen bei unverdnderlicher Stellung des Bléittchens
den Analysator, so dndert sich die Farbung selbst. Es ist
wohl sehr schwierig, wenn nicht geradezu unmoglich, ohne
Anwendung von Mathematik eine Erklirung dieser Er-
gcheinungen zu geben, welche nicht nur fiir einige spe-
zielle Fille passt, sondern alle denkbaren Fille in sich
schliesst. Bei Zuhiilfenahme des méchtigen Hiilfsmittels
der Mathematik gestaltet sich dagegen die Sache ziemlich
einfach und ibersichtlich.
p Es stelle in neben-
G stehender Figur die
A Zeichnungsebene die
Ebene des G¥psblitt-
chens dar. In o sei die
Eintrittsstelle des senk-
recht einfallenden
Strahls, dessen Schwin-
gungsebene in PP zur
@’ geraden Linie verkiirzt
erscheint. Im Krystall
sind Schwingungen nur
nach zwel zu einander
senkrechten Richtungen
GG und G‘G’ moglich; der einfallende in der Richtung
PP schwingende Strahl muss daher in 2 Strahlen zerlegt
werden, von denen der eine nach GG, der andere nach
G‘G* schwingt. Nehmen wir an, die Strecke oP stelle der
Grosse mach die Vibrationsintensitit des einfallenden

G’
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Strahls dar, d. h. die Geschwindigkeit, mit welcher ein
unter dem Einflusse dieses Strahls schwingendes Aether-
theilchen die Gleichgewichtslage passirt; dann erhalten
wir die Vibrationsintensititen der beiden Strahlen im Kry-
stall, indem wir die Strecke oP=a auf GG und G'G’
projiciren. Bezeichnen wir dann den Winkel, den die
beiden Richtungen PP und GG mit einander bilden, mit
@, so haben wir
pPo = a.CoS@; gqo = asin g.

Mit diesen Vibrationsintensitéten treten die beiden
Strahlen aus dem Krystall. Da aber die Elastizitit des
Aethers im Blattchen nach der Richtung GG eine andere
ist, als nach der Richtung G’ G, so pflanzen sich auch die
beiden Strahlen im Krystall mit ungleicher Geschwindig-
keit fort und es wird ein Strahl dem andern um eine be-
stimmte Strecke voraneilen. Nach dem Austritt aus dem
Blittchen werden die beiden Strahlen einen absoluten
Gangunterschied » oder einen in Wellenlingen ausge-

driickten Gangunterschied ;t— haben, wenn wir mit 1 die

Wellenlinge des einfallenden Lichtes bezeichnen.

Die beiden bei o austretenden Strahlen konnen nicht
interferiren, weil ihre Schwingungsebenen rechtwinklig zu
einander stehen, die Interferenz wird aber zu Stande
kommen, wenn die Schwingungen der austretenden Strahlen
auf die Schwingungsebene des Analysators reduzirt werden.

A A sei die Schwingungsebene des Analysators. Sie
bilde mit der Schwingungsebene P P des Polarisators den
Winkel . Die Projektionen mo und no von po und go
stellen die Vibrationsintensititen der beiden Strahlen nach
der Reduktion auf die Schwingungsebene A A des Analy-
sators dar und wir haben offenbar
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mo = po . cos (y—g@) = acos¢.cos (v—o)

no = — qo.sin (p—¢) = — asing . sin (Y—g)
und zwar ist no negativ zu nehmen, weil es der als po-
sitiv angenommenen Richtung om entgegengesetzt ist.

Diese beiden Componenten mo und no kommen nun
zusammen zur Interferenz. Wir kennen die Vibrations-
intensititen der beiden interferirenden Strahlen, die des
einen ist = a cos ¢ cos (p—¢), diejenige des andern =
— asing sin (¥ —¢); ihr Gangunterschied betrigt, wie wir

gesehen haben, ’;ﬁ Wellenlingen. Aus diesen Daten lasst

sich leicht die Vibrationsintensitit des aus den beiden
Strahlkomponenten resultirenden Strahls berechnen. Es
ist namlich nach einer bekannten Formel der mathema-
tischen Optik

Vz‘/u2 4+ v¥ 4+ 20.Vvecos2new
wo u und v die Vibrationsintensititen zweier interferi-
render Strahlen, w ihren in Wellenldngen ausgedriickten
Gangunterschied, V die Vibrationsintensitit des resulti-
renden Strahls bedeutet. Unter Anwendung dieser Formel
erhalten wir fiir unsern Fall

¥ = V[aP cos? ¢ cos® (y—¢) + a*sin’® ¢ sin® (Yy—g)
— 2a%c0s ¢ cos (y—) sin ¢ sin (Y—g) cos Qn—’;—]

Die Lichtintensitit J ist bekanntlich proportional dem
Quadrate der Vibrationsintensitit V, kann also einfach
= V? gesetzt werden. Es ist somit

J = @* [cos%cos“‘ (Y —¢@) + sin’gsin? (y—e¢)

i - VA
— 2¢08 ¢ co8 (Y—q) sin ¢ sin (p—qg) cos 2 vz—rJ



£ g8 [cos’I @ { 1—sin? (y—g¢){ + sin® ¢ sin® (v—¢)
1 . : %
— 531112 ¢sin2 (Y—e¢) €082 nT]
J == uf [cos2 o — ¢08 2 ¢ sin? (Yy—aq)

——;—Sin2wsin2(yb—qo) 00323%]

Alle Erscheinungen, welche an dinnen Gypsblittchen
im polarisirten Lichte auftreten, lassen sich aus dieser
Formel ableiten. Man muss dieselbe nur gehorig unter-
suchen und die in mathematischer Form gewonnenen Re-
sultate richtig interpretiren, um die bei allen denkbaren
Stellungen des Analysators und des Gypsblittchens sich
zeigenden Erscheinungen vollstindig zu erkldren.

Die Formel enthilt 4 Variable

¢, d. h. die Stellung des Gypsblittchens,

Y oder die Stellung des Analysators,

» eine Grosse, die, wie wir spidter sehen werden, haupt-
sdchlich von der Dicke des Blédttchens abhingt;
endlich

A, d. h. die Farbe des einfallenden Lichts.

In Bezug auf diese 4 Variablen lassen sich verschie-
dene Fille unterscheiden:

1. ¥, %, A seien konstant, ¢ variabel, d. h. das Gyps-
blittchen werde gedreht. Wir fragen uns, welche Lage
wir dem Gypsbldttchen geben miissen, damit es in seiner
grossten oder kleinsten Helligkeit erscheint. Der erste
Differentialquotient des Ausdruckes fiir J in Beziehung
auf @ liefert uns, wenn wir ihn = o setzen, diejenigen
Werthe von ¢, fiir welche wir entweder ein Maximum
oder ein Minimum von Helligkeit haben. Welches von

Bern. Mittheil. 1884. Nr. 1111,
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beiden der Fall ist, entscheidet der zweite Differential-
quotient, indem bekanntlich einem positiven Vorzeichen
des zweiten Differentialquotients ein Minimum, einem ne-
gativen Vorzeichen dagegen ein Maximum entspricht.

Wir finden durch Differentiation

J;'a =% [— sin 2 ¢ + 2 sin 2 ¢ sin? (Y —¢) + €08 2 ¢ 8in 2 (Y—e)
— €082 ¢ 8in 2 (yp—g) cos2 z i;ﬂ- -+ sin2¢ €08 2 (Y—¢p) OS2 .’i_
J. = af [— sin 2 ¢ cos 2 (Y — ) + €08 2 @ sin 2 (b — @)

+ sin 2 (2¢p—1) cos 2::%]

Jo— — gt (1_cos2.~z %) sin2 (2g—1v) = 0

sin2 (2¢g—y) = 0
22p—y) = nx
nz j)

fl’:‘zﬁ-i“ 2

wo n eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Fiir den zweiten
Differentialquotienten findet man unmittelbar den Ausdruck

Y= 492 1 x, D ep—l
T 4a* (1—cos 2 )COS?(er )
= — 4a? (l—cos% ) cosSn

woraus man sofort ersieht, dass man Maxima fiir gerade,
Minima fiir ungerade n hat. Wir haben also

Maxima fir o =%, 24 % o ¥ 3 ¥
s - Y 3z Y bx Y Ta
Minima fiir ¢ T+—2—’ i e L

Sind Analysator und Polarisator gekreuzt, so ist
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b 4
Y=
fiir ¢ = 45% 135°% 225°% 315° grosste Helligkeit
fiir ¢ = 90°, 180°, 270°, 360° absolute Dunkelheit.

Beim Drehen des Gypsblidttchens andert sich also,
wie wir soeben gesehen haben, die Helligkeit. Es fragt
sich nun noch, ob die Intensitit aller Farben sich in glei-
chem Masse verdndert, d. h. ob das Bldttchen stets die-
selbe Karbe zeigt, oder ob auch diese einer Veridnderung
unterworfen ist. Auch hieriiber gibt uns unsere Formel
Aufschluss.

Wir sehen zunichst, dass alle Farben mit derselben
Intensitit auftreten fiir alle diejenigen Werthe von ¢, fiir

und wir haben dann

welche das Glied sin2¢ sin 2 (¥ —¢) cos Qn%verschwindet.

In diesem Falle erscheint das Bldttchen farblos und
zwar je nach dem Werthe von 3 mehr oder weniger hell.
Der genannte Fall tritt offenbar ein fiir die folgenden
Werthe von ¢: '

3z
5 t Y

In der Mitte zwischen je 2 solchen Stellungen, wo das
Bléattchen farblos erscheint, befinden sich die Stellurigen
grosster und Kkleinster Helligkeit. Schon der Umstand,
dass der Uebergang von einem Maximum zu einem Mini-
mum von Intensitit durch Farblosigkeit hindurchgeht, lasst
als wahrscheinlich erscheinen, dass das Blittchen in den
Maximum-Stellungen eine andere Farbe zeigt, als in den
Minimum-Stellungen. Diess bestitigt auch unsere Formel.

v
2’

; 3
@ =0,% 5, 5+ matY T,

Setzen wir ndmlich einmal ¢ = (2n + 1)'—1—+ das

sndere Mal g —20 4

5 T g SO erhalten wir
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fiir die Minimum-Stellungen :

J =8 [cosﬁ{(2n + l)%+ —12&} — CO0S [ @n+1) —‘%+ ) }
< sin2{---¥— —(2n + l)-%} +% cos®y cos 2ny—i] :

fiir die Maximum-Stellungen :

J = al [cosz(n L

+ 1211) — ¢0s (nz4) sin? (2——- 5

a
2
— —l—sin2 Y €oS 27 _,,_]
2 A

In den Minimum-Stellungen werden diejenigen Farben

: , x .
am meisten hervortreten, fiir welche cos ZnTamgrossten

ist, dagegen werden diejenigen Farben am wenigsten sicht-

bar sein, fiir welche cos 27:“’)% sich seinem kleinsten Werthe

nihert. Gerade das Umgekehrte tritt bei den Maximum-
Stellungen ein. Bei diesen sind diejenigen Farben, fiir

welche cos 2::% gross ist, schwach, diejenigen, fiir welche

b 4
s
die Farbe, welche das Blittchen in seinen Maximum-
Stellungen zeigt, zu der den Minimum-Stellungen ent-
sprechenden ¥arbe in einem &hnlichen Verhéltnisse steht,
wie eine Farbe zu ihrer komplementiren. Obschon die
beiden Farben im Allgemeinen nicht genau komple-
mentir sind, so erscheinen sie doch dem Auge als nahe-
zu komplementdr. Es ist leicht zu sehen, wie sich die
Sache gestaltet, wenn Polarisator und Analysator ge-
kreuzt sind. An Stelle der Farblosigkeit tritt dann voll-
kommene Dunkelkeit und die Minimum-Stellungen fallen
mit den Stellungen vollkommener Dunkelheit zusammen.
Das Blittchen zeigt dann beim Drehen nur eine Farbe.

cos2z—- klein ist, stark vertreten. Es folgt daraus, dass
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2. ¢, », , seien konstant, ¢y variabel, d. h. der Ana-
lysator werde gedreht. Wir fragen uns, welche Stellung
wir dem Analysator geben miissen, um ein Maximum oder
Minimum von Intensitét zu erhalten. Durch Differentiation
in Bezug auf v finden wir:

J;bz —a? [cos 2¢sin2(Y—e) + sin2 ¢ cos2 (Y—g) cOS 27:%]
tg 2 (W—¢) + tg20 -cosQn% =0
tg (2p—2¢—nn) = — tg 2¢ €08 2 7-:—

1 5. % nz
P =y arctg [—— tg2q¢ cos2a z ] + @+ 5
Fiir den zweiten Differentialquotienten erhilt man
den Ausdruck

J ’;b: — Qa“[cos 2 ¢ €08 2 (Y—q) —sin2¢sin2(p—g)cos 2::-;—?]

=—2a%c082 ¢ o8 2(y — (p)[l——tg 2 ¢ tg2(y—¢) cos 27:—:—]

= — 9a2 [1+tg22 ("P—fﬁ)] 08 2 ¢ 08 2 (Yp—q)

Wie wir sehen, sind die Werthe von 4, fiir welche
die Intensitit ein Maximum oder Minimum ist, abhingig
von ¢, der Lage des Blittchens, x, der Dicke desselben,
und i, der Farbe des ecinfallenden Lichts; ebenso hidngt
das Vorzeichen von J;‘b von diesen 3 Grossen ab. Fiir

jede Lichtsorte sind die Werthe von v, fiir welche Maxima
oder Minima eintreten, andere. Umgekehrt wird einem
bestimmten Werthe von+, d. h. einer bestimmten Stellung
des Analysators, im Allgemeinen nur eine oder wenigstens
eine beschriankte Anzahl von Farben entsprechen, welche
in grosster Helligkeit erscheinen. Bei jeder neuen Stel-
lung des Analysators tritt auch eine neue Farbe in den
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Vordergrund und das Blattchen muss daher beim Drehen
des Analysators nothwendig seine Farbe verdndern.

A
2
der Faktor cos 2 (3v—¢) und mit ihm Jf;b das Vorzeichen,

d. h. wenn fiir eine bestimmte Stellung des Analysators
eine bestimmte Farbe in grosster Helligkeit auftrat, so
hat man fiir dieselbe Farbe nach Drehen des Analysators
um 90° ein Minimum und umgekehrt.
Substituiren wir in unserer Hauptformel fiir J

T

2

Setzen wir in J‘;,’ Y + an Stelle von ¥, so dndert

Y + an Stelle von v, so ergibt sich

J, =a? [cos2(p — €08 2 ¢ co8’ (Y — @)

-+ % sin 2 ¢ sin 2 (Y — ) cos 2n~;—:l
J +J,=a*[2cos?¢p—cos2¢g] = a?

Die beiden Intensititen ergénzen sich zu a? d. h. zur
grossten Intensitét, welche iiberhaupt moglich ist. Da
diess fiir alle Farben gilt, so wird nach Drehung des Ana-
lysators um 90° jede Farbe in der komplementiren Inten-
sitdt auftreten. Das Bldttchen muss daher in der Kom-
plementérfarbe erscheinen.

Setzen wir schliesslich in der Hauptformel

a i b4 (4 P
¢ = und -,b——z—+ e 80 1st
P

1 1 . % a
a2 L+ . T e B
J =a? | — 5 SIN N7« COS 27 l]_ 9

Die gefundene Intensitdt ist ganz unabhédngig von der
Farbe des Lichts. Wenn also eine der Schwingungsrich-
tungen im Krystall mit der Schwingungsebene des Polari-
sators einen Winkel von 45° macht und die Schwingungs-
ebene des Analysators parallel oder rechtwinklig zu dieser
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Stellung ist, so zeigen sich alle Farben in derselben In-
2

tensitat %m und das Resultat wird somit sein, dass das

Blittchen farblos hell erscheint.

3. Nachdem wir den Einfluss der Stellung des Gyps-
blittchens und des Analysator’s kennen gelernt haben,
bleibt uns zunichst {ibrig, zu untersuchen, inwiefern die
Dicke des Blittchens die Erscheinungen beeinflusst. Zu
dem Zwecke miissen wir vorerst die Bedeutung der Grosse
» genau feststellen. Ist 2 die Wellenlédnge einer bestimmten
Farbe, sind ferner 2, und #, die Wellenlingen derselben
Farbe fiir die beiden Strahlen im Krystall und n und n’
die beziiglichen Brechungsexponenten, so ist, wenn wir
die Dicke des Blittchens mit d bezeichnen:

) A , |
Il-=n, K——n,oder I, e hy = =
Auf die Dicke des Blittchens gehen daher fiir den

dn
l )
dem Austritt aus dem Krystall haben die beiden Strahlen

einen Strahl fiir den andern 51-)—{1-, Wellenlingen. Nach

einen Gangunterschied von d—(n—;l]—)- Wellenldngen. Dieser

Gangunterschied ist aber nach Friiherem = —;— Wir

haben somit die einfache Beziehung: » = d (n—n’).
Wenn wir den gefundenen Werth von x in die Formel
fiir J einsetzen und J nach d differenziren, so erhalten wir

] 2) —n’ . . . _n'
Ja = a—[—%n-—i) sin 2¢ sin 2 (Y—¢) sin 22 d(n; )
nae 40700 oo, o)
wo I eine beliebige ganze Zahl bedeutet
d e L, 2

2 n—n‘
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d (n—n’)
A
gibt sich der zweite Differentialquotient
1% 2a? 2% (n—n‘)?
ql == A2
Das Vorzeichen von J; hingt ab vom Faktor
sin 2¢ sin 2(1)—¢) und von r.

Ist sin 2¢ sin 2(xp—¢) positiv (was z. B. bei gekreuzten
Polarisatoren der Fall ist), so hat man
1 A 3 A 5 A
2 n—n""2 n-n’?2 n—n’""
A 2 34
—n‘’> n—n’’ n—n’’ 7"

Umgekehrt wird das Verhéltniss, wenn
sin 2¢ sin 2(y—g) negativ ist (bei parallelen Polarisatoren).

Dreht man den Analysator um 90°% so #dndert der
Faktor sin 2¢ sin2(y—¢) sein Vorzeichen und wir haben
dann Maxima fiir dieselben Dicken, fiir welche wir friiher
Minima hatten, und umgekehrt.

Die Brechungsexponenten n und n’ sind ausser von
der Beschaffenheit des Krystalls nur noch abhéngig von 2,
von der Farbe des Lichts. Die obigen Werthe von d sind
also nur Funktionen von A.

Beriicksichtigt man, dass 2z = rx ist, so er-

sin 2¢ sin 2(yp—¢) cos rz

Maxima fir d =

Minima fir d =

4. Es bliebe nun schliesslich noch iibrig, zu unter-
suchen, welche Farbe bei einer bestimmten Stellung des
Gypsbldattchens und des Analysators und bei gegebener
Dicke des Bliattchens im Maximum oder Minimum von
Helligkeit auftritt. Zu diesem Zwecke sollte man die In-
tensitdt J nach ) differenziren. Diese Differentiation ist
jedoch nur ausfithrbar, wenn man n und n’ als Funktionen
von » kennt. Da jedoch eine mathematische Beziehung
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zwischen deu beiden Brechungsexponenten n und n‘ und
der Wellenléinge A kaum bekannt ist, so sind wir genothigt,
auf diese Untersuchung zu verzichten.

Zum Schlusse kénnen wir uns noch folgende Frage
zur Beantwortung vorlegen :

Es sei eine bestimmte Lichtsorte von der Wellenlénge A
und eine bestimmte Stellung + des Analysators gegeben.
Wir fragen uns, welche Dicke das Blittchen haben muss
und welche Lage wir dem Gypsbldttchen geben miissen,
damit die betreffende Farbe im Maximum der Intensitit
erscheint.

Nach Friiherem haben wir fiir ein Maximum folgende
Bedingungen :

__hz

=5 t3
¥ i
d~2 " n—n’

Wir wissen jedoch noch nicht. ob r gerade oder un-
gerade sein soll.
Es war J3 = Const. x sin 2¢ sin 2 (p—q@) cosra
W

: nz .
Setzen wir ¢ = - T 5 80 wird

sin 2¢ sin 2(—g) = sin (nz+1p) sin (P —nzr) = sinhY
Somit J3 = Const. x sin %p. cosrr

Damit J; negativ wird, muss r ungerade sein; im
Fall eines Maximums muss also die Dicke d die folgenden
Werthe haben:

1 A
2 n—n"’
Bern. Mittheil. 1885. Nr. 1112,

A
n______'nl 1

A

d =
n—n’

3 8
"é-. ' 9 vese
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Wenn die Dicke des Bldttchens ein ungerades Viel-

Ao, . "
» —— ist und wenn wir dem Blittchen

faches von ;

eine solche Stellung geben, dass eine seiner Schwingungs-
richtungen parallel oder rechtwinklig zur Halbirungslinie
des Winkels + ist, so erscheint die betreffende Farbe von
der Wellenlinge % im Maximum der Intensitit. Dieses
Maximum selbst finden wir, wenn wir in der Hauptformel

fir J 11_21 + fg— statt ¢ und ; . n—-l~n’
wo r eine ungerade Zahl bedeutet. Man gelangt dann
nach mehreren Reduktionen zu dem merkwiirdigen Resul-
tate, dass J = a? ist, also ganz unabhdngig von der
Stellung des Analysators. Wenn man nur dem Gypsblitt-
chen eine solche Lage gibt, dass eine seiner Schwingungs-
richtungen parallel oder rechtwinklig zur Halbirungslinie

von i ist, so wird stets, wenn die Dicke des Blattchens

statt d einsetzen,

ein ungerades Vielfaches von% . n}n’ ist, die betreffende

Farbe in der grossten Intensitit a2 welche iiberhaupt
moglich ist, auftreten.

Auf ganz dhnliche Weise gelangt man zu dem Resul-
tate, dass, wenn eine der Schwingungsrichtungen im Blatt-
chen einen Winkel von 45° mit der Halbirungslinie von
macht, und wenn die iibrigen Bedingungen dieselben sind,
wie oben, die betreffende Farbe die Intensitdt O hat, d. h.
vollstindig fehit.

e U
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