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direkt durch dussere Ursachen zu Stande gebracht wer-
den. Es miissen die innern Faktoren verdndert werden.
- Jedoch konnen erstere einen Anstoss zu letztern geben,
also eine Variation indirekt bedingen.

Aus dem Gesagten lidsst sich auch noch ohne Wei-
teres ableiten, dass niedere Pflanzen, in denen verhilt-
nissméssig wenige Faktoren bei ihrer Entwicklung sich
bethitigen, weniger Aussicht auf eine Abdnderung
derselben haben, als hohere Gewichse, wo die Fak-
toren sehr zahlreich und complizirt sind. Ein jeder
sorgfiltige Mycologe oder Algologe wird uns sagen,
dass die niedern Gewéchse, wie Pilze und Algen, con-
stanter seien als die hohern Gewichse. So spricht also
diese Thatsache nicht gegen die Descendenz, sondern
macht eine solche nur noch wahrscheinlicher.

J. Schonholzer.

B e

Ueber eine Anwendung der Formel
von Cauchy.

i

L

In einer Vorlesung im Sommersemester 1871 wurde
von meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor
Schlafli, eine grossere Anzahl bestimmter Integrale
dadurch ausgewerthet, dass er den Integrationsweg zu
einer einen Unstetigkeitspunkt umschliessenden Curve
erweiterte und dann die bekannte Formel von Cauchy

f Fez) dx = 2iz F(a) anwandte.
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(Die Variable x wird in der Richtung der wachsenden
Winkel um a herum gefithrt. Wenn nun aus den beiden
Integrationswegen auf das Verhéltniss der beiden Inte-
grale geschlossen werden kann, so ist auch das erste
Integral bestimmt.

Obige Formel geht aus folgender einfachen Betrach-
tung hervor. Wir setzenx — a=¢ eip; alsodx=igeipd ¢.
Wenn x in der Richtung der zunehmenden Winkel den
Punkt A, der einen beliebigen reellen oder imaginéiren
Werth a reprisentirt, umléuft, so wichst ¢ von o bis
2z, F(x) bleibe fiir x = a, sowie auch fir alle zu-
néchst liegenden Werthe endlich und stetig. Wenn wir
daher ¢ klein genug wihlen, so convergirt F(x) gegen
einen bestimmten endlichen Werth F(a). Es ist daher

F(x) . P
’/:E:_é. = iF(a) o de = 2iz « F(a).

Ein einfaches Beispiel soll die oben erwéihnte Methode
1 , ; % ix
niaher erkliren. Es sei (1) A :./; Eresy
x durch — x ersetzen, so wird der Werth des Nenners
nicht gedndert; dx und die obere Grenze andern das

Zeichen.

—n 0
Gt ik A = — iﬁ:ﬁmr%. Die

Wenn wir

0 14-x?
obere Grenze dieses letzten Integrals stimmt mit der
untern des gegebenen Integrals tiberein, Wir konnen -
daher addiren und erhalten :

» dx
@ =[5

Fiir unendlich grosse Werthe von x verhalt sich dieses

Integral wie f i}f oder wie — —-%—-; d. h. es ver-
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schwindet. Der Werth von (2) wird daher nicht ge-
dndert, wenn dem Integrationsweg noch der Halbkreis
hinzugefiigt wird, welcher von +-¢» iiber ivo nach —w»
fithrt. Dann ist der Integrationsweg eine in sich selbst
zuriickkehrende Curve, welche den Unstetigkeitspunkt
X == i umschliesst. Die Variable lduft in der Richtung
der zunehmenden Winkel. Der zweite Unstetigkeits-
punkt x — — i bleibt ausgeschlossen. Wir konnen
daher den iIntegrationsweg um +<i zusammenziehen
und die Formel von Cauchy anwenden. Da x? +1 =

. . . ‘ 1 1
(x—i) (x+1), so 1sj: F(x) = v Fa) = oF
dx 1 .
Also: 24 = [ oo —— = 2 « Fla) = =,
¥ dx '____
oder: A = o 1ix2

Im vierten Band des Crelle’schen Journals bestimmt
Lejeune-Derichlet das Integral

@ e~ dz

5 z./:.w (1*42?%) (k+iz)* (k,+iz) (ky+iz)2. .
Dasselbe ist besonders geeignet, die Vortheile dieser
Methode in einem #usserst giinstigen Licht zu zeigen.
Die Constanten ¢ und 1 seien positiv; k, k¢, k;... und
a, a,, 8. .. sollen wenigstens eine positive, reelle Com-
ponente ‘besitzen. Da 124 2? = (z+il) (z—il), so liefert
dieser Faktor des Nenners die zwei Unstetigkeitspunkte

— 4 il und z = — il. Die tibrigen Faktoren des

. Nenners werden nur fiir solche Werthe der Variablen

gleich Null, deren imaginéire Componente positiv ist.

Die von ihnen herriithrenden Unstetigkeitspunkte liegen

somit oberhalb der Realitiatsgeraden. Unterhalb der-

selben liegt nur ein Unstetigkeitspunkt z=—il. Wir
Bern. Mittheil. 1874. Nr. 860.
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sehen nun leicht ein, dass der Integrand fiir alle Werthe
von z, welche auf einem Halbkreis liegen, der von
4+ o» iber — iv» nach =~ oo fiihrt, unendlich klein
von hoherer Ordnung ist. Fiir diese Strecke ist daher
auch der Werth des Integrals gleich Null. Das gegebene
Integral wird daher denselben Werth beibehalten, wenn
wir dem Integrationsweg von — o2 nach 4+ o> noch
den sidlich von der Realitéitsgeraden liegenden Halb-
kreis, auf welchem die Variable von + ¢ nach — w»
zuriicklduft, hinzufigen. Nun ist aber der Integrations-
weg eine geschlossene Curve, welche den Unstetigkeits-
punkt z = — il in der Richtung der abnehmenden
Winkel umschliesst. Wenn wir, um den Satz von
Cauchy anwenden zu konnen, die Richtung des Inte-
grationsweges dndern, so miissen wir das Integral mit
dem Faktor — 1 multipliziren. Wir erhalten nun:

v e—ciz dZ
S =./_:w (12+Z2) (k+iZ)a (k"iﬁiZ)al (k+iZ)ai’ L
dz

e—ciz
= ) (@+i) " (z—il) (k+iz) (k, +1z) ...
. e ciz
F(Z) ist also = (Z—ll) (k-'l-iZ)a . (k1+iz)“i ey und
e—lc

B 1) = — 2il (k+1)* (ky+D)= ... Die Formel von

Cauchy liefert unmittelbar
S = — 2iz « F(—il)
ne—le .

= I+ (k4D (kD). .,

Bei dieser Art der Integration, die an Kiirze gewiss
nichts zu wiinschen iibrig ldsst, haben wir den weitern
Vortheil, dass sich die Convergenzbedingungen un-

S



— 259 —

mittelbar aus der Lage der Unstetigkeitspunkte ergeben.
Die Constanten kénnen auch so gewiihlt werden, dass
~nordlich von der Realitidtsgeraden nur ein Unstetig-
keitspunkt auftritt und der Integrationsweg mit Hiilfe
eines Halbkreises, welcher von 4+ ¢» iiber 1 «» nach
— oo fihrt, in eine geschlossene Curve verwandelt
werden kann.

I

Héaufige Anwendungen der bei den vorhergehenden
Integrationen vorgefithrten Methode brachten mich auf
den Gedanken, auf dhnliche Weise solche Integrale zu
bestimmen, bei denen der Faktor des Nenners, welcher
den Unstetigkeitspunkt liefert, nicht in der ersten,
sondern in einer hohern Potenz vorkommt,

Durch wiederholte Differentiation nach a erhalten
wir aus der Formel von Cauchy :

F(x) dx

X-—a

f %(f)j;’f — 2iz . FY(a).
F(x) dx )
1. 2./."_(—5(——)-_&)% = 2iz + F“(a).

* F(x) dx

— 2iz . F(a).

n! Ty 2iz Fr(a),
(I.) oderf%—%%- = 2iz . F:](?’).

Bei allen diesen Integralen fiihrt der Integrations-
weg rechtliufig, d. h. in der Richtung der wachsenden
Winkel um a herum; Fr(a) ist der n* Differentialquotient
von F(x), in welchem x durch a ersetzt worden ist.
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Mit Hiilfe derselben ist es leicht, den Werth des In-
tegrals

» o dx . lel . )
—_— —— In weicnem n eine ganzeé posi-
A —-—f; (l_t__xz)n+1') g p

tive Zahl bedeutet, zu finden. Es ist offenbar wieder
0 dx

=) o @
— x einfilhren. Daraus folgt:
oa= [ 9=

—_—Cn (1+X )"+1
Werth von x ist dieses Integral gleich Null; denn es
verhalt sich, abgesehen von einem endlichen Faktor,

A wenn wir fir x die neue Variable

Fir jeden unendlich grossen

wie ey Es darf also dem Integrationsweg noch
der Halbkreis hinzugefiigt" werden, welcher von 4w
iiber +icn nach —on fithrt, ohne dass der Werth des
Integrals verdndert wird. Dadurch wird er zu einer
geschlossenen Curve, welche den Unstetigkeitspunkt
x=i umschliesst und um denselben zusammengezogen
werden darf. .

Wenn wir x?+1 in zwei Faktoren zerlegen und

1
Integral unmittelbar die Formel (I) anwenden. Wir
finden

dx 1 2iz 1
2 A —f (x_i)u+l =4 (X-_*_i)n-f—'i — n! l)a (X+i)"+1’

n
wo D die n-malige Differentiation und die nachherige
a

= F(x) setzen, su kommen wir auf unser

Substitution x = a = i bezeichnen soll. Nun ist
D i)+ 9=(—1)r(n+1)(n+2)(n+3)... 200 (x i) -+
und Dn(x+i)—("+” = (—1)" n+1) (n42) (n+3). . .
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2iz (—1)(n+1)(n+2). .2n

n[ 22|1+l . i2n+l

20 + (20)~+), daher: 2 A =

— e dai e (1 =
und Zihler und Nenner mit n! multiplizirt werden
diirfen.

Die einzelnen 2 von 2% reichen gerade aus, um
jeden Faktor der beiden Fakultiten des Nenners zu
verdoppeln. Dividiren wir noch Zidhler und Nenner
darch 2.4 .6... 2n, so bekommen wir

1.3.5.1.. (2n——1)

28 =571%.5 ..o
| » dx  1.3.5. (Zn ) =
und A = o (I+x3)"+  2.4.6. 2n 2
_ (n—/y\ =
( n ) E

Eine #hnliche Behandlung gestattet das Integral

A =./‘"'2? sin *¢ dg, das bekanntlich mit 1 xi‘_dx_
0 ’ o |/ 1—x?
identiseh ist. Durch die Substitution sin ¢ = —“——t——gg—;———
V1t+igle
erhalten wir zunéchst
= D_ t(glzlq)tﬁiji . Wir setzen tg ¢ = x; also ¢ =
arc tg x und dg = 1: - dx.- Dann ist

x? dx » X2
A /; (1+X1)"ﬁ Ulld 2 A :/:w (-l+—x'2);ﬁ.

Aehnlich wie oben kann der Integrationsweg zu
einer geschlossenen Curve ergédnzt und dann um den
Unstetigkeitspunkt x = i1 zusammengezogen werden.
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x40 dx x2n
“zf Aty ‘““f O gy o

Die Variable x wird rechtldaufic um i herum gefiihrt.

Uwm die Formel (I) anwenden zu konnen, setzen
wir F(x) = x* (x4i)~" = (—i)"+' x? (1—ix)- e+
oder wenn wir nach dem binomischen Lehrsatz ent-
wickeln :

F(x) = (i x2n (1 (n+1) (—ix)+ SED OFD (e

1
. (111+'1) (1‘1;:?) (n ; 3) (—ix)? + ...)

= (—i)r } x™ — (n41) (—ix) x>+ (n+1)(

1.
n+1) (n+42 2 .
— ( )1(""2' ) 3(n+ ) (——]X)3 x2n + . '%‘
Nun konnen wir leicht n-mal differentiren, und
nach der Differentiation 2n . (2n—1). . . (n4+1) x" als
gemeinschaftlichen Faktor absondern.

F» (x) = (—i)™1 20 . (20—1)... (1) x7 z 1— (2n41) (—ix)
(2n+1) 2n42) ., (204-1)(2042)(2n+3) . . |
R T R S A B I S S MR
Der in der Klammer befindliche Ausdruck ist offenbar
(1—ix)~+Db 5 daher
Fr(x) = (—i)*t' . 2n . (2n—1)... (n+1) x" (1—ix)~@+D
und wenn wir x durch i ersetzen: '
Fr(i) = (—i) 2-®+Y . 2n . (2n—1) . . . (n+1).
Setzen wir diesen Werth in (I) ein, so bekommen
wir 9 A — 27.2n . 2n—1) . . . (n+1)

n;' 2) (__ix)Z in

] 2ot

_ (2m)! 7

A=-1Tw 3
__1.2.3.4.5.. 2n F
T 2.4.6...2n.2.4.6...2n 2
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3.5.7....(2n—1) = n—-1/2>_7_t_
; (n >

1
2.4.6.8...... 20 3

So konnen zahlreiche andere Integrale leicht be-
stimmt werden. Passende Beispiele finden sich z. B.
in der Differential- und Integralrechnung von Spitz.
Glaisher hat in der ,Educational Times“ die Aus-
werthung einiger bestimmten Integrale als Aufgaben
gestellt. So verwickelt dieselben beim ersten Anblick
erscheinen, so fiihrt doch das oben angegebene Ver-
fahren leicht zum Ziel.

A A

Edmund v. Fellenberg.

Bericht an die Tit. Direktion der Ent-
sumpfungen iiber die Ausbeutung der

Pfahlbauten des Bielersees

im Jahre 1873 und 1874, *)
Mit einer Profiltafel.

A A

Einleitung.

Durch die Arbeiten der Juragewissercorrection war
im Jahre 1873 der Spiegel des Bielersees bereits so tief
gesunken, dass eine Anzahl der dortigen Pfahlbauten
theilweise oder in ihrer ganzen Ausdehnung trocken
gelegt waren. Schon im Herbste 1872 war beim da-
maligen tiefsten Wasserstand ein grosser Theil der
betrichtlichen Pfahlbauten vor dem Dorfe Liischerz
trocken gelegt worden, und da seit dem Sommer des
Jahres 1869, in welchem der Berichterstatter auf diesem
Pfahlbau bei 4—5’ Wasser nach Artefacten suchen und

*) Vergl. Protokoll vom 28. Februar und 14. Mirz 1874.
]
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