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Nr. 385 und 386.

Hermann Kinkelin, die Fundamental-
gleichungen der Funection 1 (x).

(Vorgetragen den 13. Dec. 1856.)

L.

Die Euler'sche Integralfunction

I(x) = ﬁ“‘tt"—‘ dt

und ihre Eigenschaften hat schon seit Langem die Geo-
meter beschiftigt. Nach Euler hat sich besonders Le-
gendre derselben angenommen und den unten folgenden
Lehrsatz zuerst auf dem Wege der Induction entdeckt,
ohne dafiir einen analytischen Beweis zu geben. KEinen
solchen hat nun Dirichlet aufgestellt, abgeleitet aus den
Eigenthiimlichkeiten der dieselben erzeugenden Integrale.
Auch hat Kummer denselben auf eigenthiimliche Weise
vermittelst der Fourier'schen Reihe bewiesen. Denselben
Gedankengang wie Kummer verfolgte ich in einer Ab-
handlung im 23, Theil des Grunert'schen Archivs, wo
ich ihnliche Relationen fiir eine ganze Klasse von Funec-
tionen herleitete. Von der Ueberzeugung ausgehend,
dass die genannte Function nicht sowohl den unent-
wickelbaren Integralen, als den analytischen Functionen
angehort, versuchte ich nun die entsprechenden Grund-
sitze festzustellen. Folgendes ist das Resultat dieses
Versuches.

II.

Wenn die Aufgabe gestellt ist, eine Function ¢ (x) zu
finden von der Eigenschaft, dass )

Bern. Mittheil. Februar 1857.
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¢ (x+1) = x 9 (x), 1)

80 kann dieselbe auf unendlich viele verschiedene Arten
gelost werden. Unter allen diesen Losungen gibt es
aber cine, die ich die ,einfache nenne, weil sie den
cinfachsten analytischen Ausdruck besitzt. s ist diess
diejenige, die man erhilt, wenn man vorerst x eine
ganze Zahl vorstellen und hernach den gefundenen ana-
lytischen Ausdruck auch fiir beliebige Werthe von x
gelten lisst.

Um im vorliegenden Fall die einfache Losung zu
finden, lasse man in 1) x allmilig die Werthe x, x—1
X—2, 0 enas 2,1 annehmen, multiplizire die entstehen-
den Gleichungen mit einander und nehme noch der Ein-
fachheit wegen

(1) =1 2)

an, so erhilt man
o (x+1) = 1.2.3....x 3)

Dieser Ausdruck lisst sich aber nicht auf beliebige
Werthe von x ausdehnen, und es kann in der That
durch ein umgekehrtes Verfahren noch ein anderer ge-
funden werden.

Aus 1) ist ndmlich

o (x+1)
X

Ertheilt man nun hier dem x nach und nach die
Werthe x, x41, x+2, ...x+k—1, wo k eine unend-
lich wachsende Zahl bedeutet, so kommt

¢ (x+k)

x.(x+D&E+2)....x+k—1)
oder, da wegen 3)

o (x+k) =1.2.38... . k.(k+1) k+2)....(k+x—1)

¢ (X) =

o (x) =



— 3 —

und sich in dem Product rechterhand die Folge (k+1)
(k+42).... (k4+x—1) als aus einer endlichen Zahl Factoren
bestehend und somit gleich k> herausstellt, so ist

1.2.3: . ; k.Joe=t 4)
x(x+1)(x+2)....(x+k—1)

Lisst man in diesem Ausdruck x eine beliebige
Zahl bedeuten, so hat man die einfache Losung der
Gleichung 1), welche fiir ganze positive x mit 3) iden-
tisch ist. Die Convergenz desselben gegen eine be-
stimmte Grenze lisst sich fiir alle reellen endlichen
Werthe von x, die negativen ganzen ausgenommen, un-
schwer nachweisen. Fiir ganze positive folgt die Con-
vergenz aus der Art der Herleitung, fiir ganze negative

e (X) =

wird die Convergenz von abhiingen von der

']
¢ ()
Convergenz eines Ausdruckes von der Form

1
(-=)°
m
1 X
()
wo @ > m > x ist. Dieser ist aber nach den Regeln
der Differenzialrechnung gleich

|
X X \k
og (1— ) (1 - =)
X 1 \x—1
(+)

Fiir ganze x wird der Nenner hier zuletzt gleich a0,

also dieser Ausdruck — 0. Da nun elne contli-

_ 1
¢ (%)
nuirliche Function und fiir ganze positive oder negative
Werthe von x endlich ist, so wird sie es auch fiur ge-
brochene sein, wodurch die Richtigkeit obiger Behauptung

dargethan ist.
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III.
Es ist also fiir alle reellen x
1 1.2.3... k. k-1

¢ (X T xxFDET2)....(xtk—1)
und

1 _ 1.2.3... . kk—=
¢ (1—x)  A—x)R—x)B—x)....(k—x)
Multiplizirt man die Ausdriicke rechterhand mit
einander, so ist das Product gleich

x(i—’iiz)(i—g-:)....<1--(-k—-:"_——21)2)

Sin. zx

was bekanntlich gleich ist. Somach haben wir

als neue Fundamentalgleichung:

0@ 9l = e B)
die fiir alle reellen Werthe von x besteht.
IV.

Die oben gefundene Gleichheit bietet uns die Mittel,
den in I. beriihrten Lehrsatz zu finden. Euler stellte
nimlich in seiner Introd. in anal., §. 240, den Satz auf:

Sin. nazx = 2“—1 . Sin.x -Sin.zz (X + l-) P

Sin x (x4 2.0 Sina (x4 20

wonach sich fiir ¢ (nx) folgende Gleichung erglbt

i—n

¢ @x) p(—nx) = @) " co@-o(x+3).

i

(x + n—-i) & ﬂ)T'q’(“x)

-¢(—X+ )---w(-—x + - n_i




und man darf setzen

A—n

p(x) = 22) * 909 (xt 3oz 4+ 2

n
. f(x, n) a)

{f~n

P (—nx) = (2n)T-¢(-—x)-¢(— ) I

n—1 1
¢<—x+ n >'nf(x,n)

wo f(x,n) eine nun zu bestimmende Function von x
und n bedeutet. Beim Uebergang von x in — x miissen
diese beiden Gleichungen in einander iibergehen, so dass

FC2 5 1)« Bk, B) == -1';

woraus filr x = 0,
;

iy

fo,n) =n ° B
Man lasse ferner in «) X in x + —;11—- iitbergehen, so

ergibt sich

4 —u
p(nx) = (22) * p(x)+ @ (x+ %—).....(p (x+ 1_1_1_1‘:-',[)
f{x+ %—, n)
—
und also  f (x-l- —11—1—, n) = nf(x, n).

. —1
Setzt man hier fiir x: x + -%—1-, X + _i_.,,__x+L.

n
und multiplizirt die entstehenden Gleichungen, so kommt

f(x-k—r-l—,n)znf(x,n), y)
wo ) eine beliebige positive ganze Zahl ist, Die Annahme



— & —

. = yn, wo y eine positive ganze Zahl ist, und x==0,
gibt f(y,n) = n™ f(o, n)

oder wegen 8) gleich n ik , also fir ganze x
A 1
A (s +F) ]
f <x+ -4 ) =n

welche aber leicht als auch fiir Werthe von x von der
Form m + %, wo m und v ganz sind, als giiltig er-

kannt wird. Fiir solche x ist also

w(anﬁ¢(X)-¢<x+i—> (x+—->

4
qo(x+-————-) @n o )
Wird hier fiir n nq, wo q-ebenfalls ganz ist, ge-

setzt, ordnet man sodann die Factoren und nimmt «) zu

Hiilfe, so hat man
¢ (nqx) =

1— 1
€f‘(nx)‘§l’(llx+ ) ..... (nX+—-—q ) (27) 5 qx——; (q—1mx

. 2 q—n
f(x+a-ﬁ,n>'f X+ﬁ, n)..-.f X+—qT, n)

fiir alle x von der Form m + —V— , und also wegen &)

f<x+ ,n) f(x+——,n> ..... t x+q;l;1,n)

(q—1)nx
=% i £)

Setzt man hier x 4 l fiir x, so kommt

f(x+%l,n> ...... f(x+q ,n) (x+——,n>

f (x + 1 +_ n) _ nq—l)n(x+-—)
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oder, wenn die Gleichung y) benutzt wird

f + ----- ,n) f(xT 1,n>.f<x+qi_n,n>

(q—!)u(_ <+ &“)

: 1 )
Setzt man nun wieder x + q_n fir x und wieder-

= n

holt diess, sowie die eben vollfithrte Reduction mehrere
Male hintercinander, so gelangt man einmal auf

t( L'l'i'—i,n> t( +ﬁ’3, ) ...... f<x+-q—‘;1,n>

(e ) o) (e 1) =
AN

n(q-—I)n(x +H)~—A+l

wo ) eine ganze Zahl < ¢ bedeutet. Dividirt man die
Gleichung ¢) durch die eben gefundene, so kommt

t X-I-—}'—Il,n) -fql-__l-

c -— = n ,?)
f'(x +-4- n)

o

Es ist nun zu zeigen, dass diese Bestimmung fiir
alle beliebigen ganzen A bestehe. Es gibt immer solche
Werthe 1! < g, die so sind, dass . 4+ A1 > ¢q. Man

1
sctze daher fir x: x 4 g—-ﬁ und nehme ;) zu Hiilfe, so

1 h_I..JL!_Hl
9 ' i
n>_n -f<x+?,n>

wodurch dargethan ist, dass #) auch fiir Werthe von
L > q giltig ist. Auf gleiche Weise wird nun succes-
sive bewiesen, dass sie fiir A > 2q, > 3q,..... > kq

erhilt man
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gelte, wo k eine béliebige ganze Zahl ist, so dass sie
nun fiir alle beliebigen 2 gilt. Nimmt man jetzt x als
ganze Zahl an und beniitzt die Bestimmung 4), so ist

2
f (x + q%’ n) — m]'l (H-q")

Aus ) ist aber, wenn statt x: x + g—, wo k und p

beliebige ganze Zahlen sind, gesetzt wird

. k k k

t <x+—(%%ri))z n f(x+—};,n)
welche, mit der vorhergehenden durch die Annahme
) = k(p+n) verbunden, endlich die Bestimmung gibt

k 4
f(’*+}§»“)=““(‘+;)“7 )

-15 ist ein beliebiger Bruch, ¢ (x) ist ferner eine conti-

nuirliche Function; daraus folgt also fiir alle positiven
reellen x

i
f(x, n) = n ¢
und
1 _ --nx——;-
n.f(x,n) —
die von der vorigen nur durch das Zeichen von x ver-
schieden ist, so dass nunmehr fiir alle reellen x der
Lehrsatz besteht

qp(nx):qo(x)-go(x+—-1-—> <x+-——-) .....

<x+————) @) To T 6)

f(—x,n =



V.

Es bleibt uns noch zu zeigen iibrig, wie man cp(x)
durch ein bestimmtes Integral ausdriicken kann. Man
nehme an

p(x+1) = SB35, x) - dt,

wo ¥ (t) und d(tx) zun bestimmende Functionen sind, so
kommt durch partiale Integration

¢ x+1) = Tﬁl»(t) dt-3(t, %) |

— f(ﬁp(t)dt) d'%(t’x) . dt

Da aber ¢(x+1) = x+gp(x) ist, so muss dieser
Ausdruck gleich sein

x (L) » S(t, x—1)dt

Abgesehen vorerst vom ersten konstanten Term in
@ (x+1), kann man nun iiber 1 (t) beliebig verfiigen.
Wir setzen

JY () dt = —f(t) oder Y (t) = — d_"’&!__t)

woraus durch Integration
P(t) == e 0)

folgt, so dass nun

»

(= + 1) #ﬁ—t.s(t, x)dt:Ee~'.%(t, x)] +

j- d-%(t, de9(t, x) _ /;—t. S (t, x—1)dt

woraus sich die weitere Beshmmung ergibt
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d.s(t, x) . '
—dt'—""‘* == X.%(t,X 1) (

und

] Z)
[e*‘%(t. x)] —= 0 \

i

Aus den ersten dieser Gleichungen folgt
d“. o(t,x
———a(—t;-—--—? = x.(x-1)(x-2)...(x-k+1) 3(t,x-k) )
wo k einc beliebige ganze Zahl ist. Nimmt man nun’
um die einfache Losung zu finden, x als ganze Zahl an
und setzt x = k, so ist

d*. & (t,

_Sd%:__’_f) =xxX —-DE—2)....21.s @, o)
Um $(t, o) zu bestimmen, so ist ebenso

d*'s(t, x . A (t
4i(t" x) — 0, woraus sich ~—--§-t—:—}£~)-= Const,

also von t unabhingig ergibt; es ist also ¥ (t, o) eine
Konstante gleich C. Nun ist
v (1) :j‘e—t - 3(t, 0)dt = 3(t, O)je"' - dt = C,

welches wegen 2) gleich 1 sein muss, so dass nun

d. st

mia—tgﬁ = x.(x—1Dx—2).....2.1
und hieraus durch Integration |

3(t, X)) = C4a- U4 8.0 ut + v,
wo «, 3, ...u, v Integrationsconstanten sind, die noch
x enthalten konnen. Die zweite Bestimmung (x) sagt
aber aus, dass
5‘(0, X) = 0

werde, d. h. dass 9 (t, x) kein konstantes Glied ohne t
enthalten darf, ebensowenig also 3(t, x—1),...3(t, x—k),...
also wegen 1) auch



—_— {1 —

d.s (t, x) d".3(, x) d“. s (t, x)
3 ; ar P— T y e
Die Konstanten «, 3, 7, . ... u, v miissen sonach
alle verschwinden und es bleibt nur noch
s, x) =1+
und es besteht daher als einfache Losung der Gleichung 1)

¢(x+1) = fe—'t dt 7

welches in der That die gewshnlich mit I'(x+1) bezeich-
nete Function ist. Da dieses Integral aber nur fiir po-
sitive x einen Sinn hat, so gelten alle fiir ¢ (x) bewiesenen
Gleichungen auch fiir I'(x), wenn in ¢ (x) x positiv
reell ist.

M. Schiff, tuber die Function der hintern
Stringe des Riickenmarkes.

(Vorgetragen den 24, Januar 1857.)

Im Jahre 1853 habe ich der hiesigen naturforschenden
Gesellschaft eine Reihe wvon neuen Resultaten meiner
Versuche iiber die einzelnen Theile des Riickenmarkes
eingesandt, welche in den Mittheilungen von 1853, pag.
336, veroffentlicht wurden.

Kurze Zeit darauf habe ich auch der franzosischen
Akademie der Wissenschaften einen Theil dieser Ergeb-
nisse, soweit sie sich auf die Leitung der Empfindungen
beziehen, vorgelegt, und ich hatte das Vergniigen, die
auffallendsten meiner Resultate nicht nur durch die von
der Akademie ernannte Kommission, sondern auch von
Seiten eines der ausgezeichnetsten und tiichtigsten For-
gcher, des Herrn Brown-Sequard, bestitigt zu sehen,
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