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MITTHEILUNGEN

DER
NATURPOR‘SGHENDEN GESELLSCHAFT

1IN BERIN,

.-———-@{%)Q—-—-

Nr. 121 und 12%2.

- Ausgegeben den 10. April 1848.

L. Schliafli, Uebher eine Verallgemeine-
rung des Lagrangeschen Lehrsatzes,

fiir die der Beweis noch gefordert

wird.
( Mitgetheilt am 4. Marz 1848.)

In den Mittheilungen der Naturforschenden Gesell-
schaft in Ziirich Nro. 16 vom Dec. 1847 giebt Herr Prof.
Raabe einen Beweis fur den Lagrangeschen Satz, in dem
zusammengesetztern Falle, wenn die Entwicklung nach
den aufsteigenden Polenzen zweier unabhingiger Varia-
beln fortschreilet, und zeiglt dann die Brauchbarkeit des
gefundenen Ergebnisses fiir die Theorie der Storungen der
Planeten. Fur diese Anwendung reicht c¢s hin, wenn man
die Werthe der Differentialcoeflicienten, mit denen die
Produktie der Potenzen der beiden Variabeln multiplicirt
sind, nur fur den Fall darstellt, wo diese Variabeln selbst,
nach denen entwickelt wird, verschwinden. Der Beweis
des Herrn Prof. Raabe ist aber von dieser Beschrinkung
frei, so dass man aus demselben ersieht, dass die Form
der Werthe jener Differentialcoeflicienten selbst dann noch



ihre Geltung behilt, wenn die beiden Variabeln, nach de-
ren Potenzenprodukien die Umkehrungsfarmel fortschrei-
tet, nicht verschwinden. Diese Ausdehnung der urspring-
lichen Lagrangeschen Umkehrungsreihe auf den Fall zweier
Variabeln fuhrt auf den Gedanken, dass eine dhnliche nach
den Potenzenprodukten einer beliebigen Zahl von Varia-
beln fortschreitende Umkehrungsreihe vorhanden sein
musse. Nun gibt wirklich Laplace in seiner Mécanique
céleste, T. 1 pag. 175, einen Beweis, der auch in dieser
Ausdehnuug noch scine volle Geltung behialt, dagegen der
Beschrinkung unterworfen ist, dass man in den Werthen
jener Differentialcoefficienten die Variabeln selbst, nach
denen sie genommen sind, verschwinden lassen muss,
wenn der fiir die Identitit gefuhrte Beweis in Kraft blei-
ben soll. Aber auch in diesem allgemeinsten Fall eciner
beliebigen Anzahl unabhiingiger Variabeln gelten hiochst
wahrscheinlich die symbolisch gefassten Ausdricke
Laplace’s selbst dann noch, wenn die Variabeln nicht ver-
schwinden. Meines Wissens hat indess noch Niemand diese
grosse Wahrscheinlichkeit zur Gewissheit erhoben, obgleich
die ursprungliche Lagrangesche Umkehrungsformel in allen
Lehrbuchern der Differentialrechnung eine Stelle ein-
nimmt. Herrn Prof. Raabes Abhandlung selbst zeugt da-
von, dass ihm trolz seiner ausgedehnten Bekanntschaft
mit der mathematischen Litteratur eine derartige Leistung
unbekannt gewesen sein muss. Vorigen Sommer habe ich
mich vergeblich angestrengt, einen allgemeinen Beweis zu
finden; namentlich der so oft angewandte Schluss von n
auf n - 1 wollte mir nicht gelingen. Um einen Begriff
von der Schwierigkeit des Gegenstandes zu geben, will
ich hier einen Beweis fir den Fall dreier unabhingiger
Variabeln mittheilen, sehe mich aber gentthigt, demselben
noch denjenigen fir zwei Variabeln voranzuschicken.



Um aber das anzustrebende Ziel gleich Anfangs vor Augen
zu stellen, lasse ich den verallgemeinerten Lagrangeschen
Satz folgen.

» Wemn F (x4, X9, ...X,) irgend eine gegebene

» Funktion der Variabeln x;, x3, ... X, bezeichnet, welche
y» durch die Gleichungen

Xy =4 4+ o9 (X, X3,... %),

X = ty + 2 @3 (X, Xg,...Xy ), etc.

Xp = th, 4+ an‘ﬁn("la X2y -xn)'
» Yon den unabhingigen Variabeln ty, tg,...t,, ¢, o,
»+ - - ¢n abhiingig gemacht sind, und man stellt sich die
» die Aufgabe, die erstgenannte Function F (welche ex-
» plicite nur x;, X;,...x, enthilt) nach den Produkten
» der steigenden Potenzen von ¢ , ¢g, . . . @, zu entwickeln,
» 80 wird hiczu die Kenntniss des Differentialcoefficienten

de1 +m ... + m F

erfordert.
da1m1d02m2 o W e dan mn

» Nun hat man fur denselben den abgekiirzten sym-
» bolischen Ausdruck:

dmg 4+ me... 4 my - n d» . F
dtym1 — tdtgme — 1, | dt, ™n — 1 I: doydey . . day, :l
» Wo die Klammern anzeigen sollen, dass man nach ge-
» schehener Umwandlung des eingeschlossenen Differen-
y» tialcoefficienten in einen ganzen rationalen Ausdruck,
» worin nur nach t;, t,,...t, genommene Differential-
y» coeflicienten vorkommen, in demselben die Grossen ¢y,

» P2, ... ¢, resp. durch ¢y™1, ¢gs™2, ... @, ®™n zU er-
» setzen hat.«

Laplace beweist diesen Satz nur fir den Fall, wo
sammtliche Variabeln ¢4, ¢g,...¢, verschwinden, und
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daher in der wirklichen Entwicklung des symbolischen
Ausdrucks durchweg x; = tg, xg = t3,...x» == t, ge-
setzt werden darf. Da aber der Satz fiir n — 3 auch
noch gilt, wenn man ¢y, a3, o3 nicht verschwinden lisst,
so gilt er wahrscheinlich fur ein belicbiges n auch dann
noch, wenn ¢, o3, ... a, nicht verschwinden.

I. Dem Falle n == 1 entspricht der urspriingliche
Lagrangesche Satz: Wenn ¢(x), F(x) zwei gegebene
Funktionen bezeichnen, die explicite nur die Variable x
enthalten, welche durch die Gleichung

X =1t 4 ap(x)
in Abhingigkeit von den beiden als unabhiingig zu be-
trachtenden Variabeln t und o gesetzt ist, so ist

LI LY T I Ly L

dem — dm - L Lded "0 Lded T % @

Diese Formel wird von Laplace selbst so bewiesen,
dass sie auch fiir ein beliebiges « ihre Giiltigkeit behilt.

IT. Die Variabeln x, y sind durch die Gleichungen

x=t+4+ ap(x,y (2

y=u - fxlx,y) (3)
in Funktion der unter sich unabhingigen Variabeln t, u,
«, 8 gesetzt. Wenn nun die gegebenen Funktionen
¢(x,5), »2(x,y), F(x,y) explicite keine der Variabeln
d»F d» +»rF
da™’ dem dge
Ausdriicke, in denen keine nach ¢ oder 8 genommenen
Differentialcoefficienten vorkommen.

t, u, «, 8 enthalten, so verlangt man fur

m

Um vorerst den Ausdruck fir —H zu erhalten,

nehme man aus Gleichung (3) den Werth von y in Funk-
tion von x, u, 8 und substituire sie in Gleichung (2), so
wird die Funktion ¢ nur x, u, 8 enthalten, dagegen ex-
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plicite von t, ¢ frei sein. Also darf hier die Formel (1)
angewendet werden, insofern u, 8 als constant gelten.
Man hat also:

mF __ dw-1 dF _ dm-1 [ ]
dem — dn—1 "9 @ T dm =1 =

dm — 1
dtm - T (a“‘ ) (4

Da niimlich das isolirte Symbol [%g] die Potenz ¢™

nicht anzeigt, welche an dic Stelle von ¢ gesetzt werden
soll, so werde ich kiinftig dafur dieses abkiirzende Zeichen

FN _ _ dF
om =@

gebrauchen. Ebenso werde ich

ﬁ“) [dfgﬂ

schreiben, wenn in der wirklichen Entwicklung des ein-
geklammerten Differentialcoeflicienten ¢™ , ¥» an die Stelle
von ¢, ¥ gesetzt werden. Mit der Formel (4) hiingt diese

de (om ) d amF+ 1 ) (5)

zusammen, von welcher wir sogleich Gebrauch zu machen
haben.

m

Wenn wir ferner den Ausdruck fiir (}d_oﬁ.td_";‘ suchen, so

haben wir zunichst

dm + 1F . dm - 1 ( )
de™ d8 ~— dtm -1 d3 \ om
L) =S e LB - (1)
dg \.om dt R T am, 3
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Nach (4) ist aber %g =X 3 ok o also ist

< F - d dF d e ¢m dF

— m

em ) =% W Fawm T T dn at
d’F _ dy dF d.gn dF
‘atde T @ dw T X Tdw @

d dF dy dF
"W % T a& w

b
yﬁﬁ(a'ﬂ) =+ (am EE'

Gemiss dem zu beweisenden Satze musste also:

oo )= 7 () + o 6

sein, was wir nun durch den Schluss Von m auf m -1
verificiren wollen. Mit Anwendung von (5) haben wir

i (om0 ) = * )

do \om, g /) — % Tdtdu o + +

i (e )@ o S ()

dt \ o+ 1 dt om
< )du dt

Das letzte Glied auf der rechten Seite wird

l
~

¥ d2F Pl d_('ﬁ E _ y d2F
™/ didu du dt ~ \e»+ 1/ dtdu
d. x» dg

F ; . i ;
-+ it du (am>' Hievon vereinigt sich der erste

Theil mit dem obigen zweiten Gliede zu — « ( >

(dTg und der zweite Theil mit dem obigen dritten Gliede

d.xn d-x“ d F
n (cxm) —dt du \Lem +1)'
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Dieses aber mit dem obigen ersten Gliede zusammenge-
nommen giebt:

TN
at "% qu\lem+1t

Wenn man nun Alles vereinigt, so ergiebt sich

4 F>___‘_’_ nd )
da alnﬁﬂ. —_dt p o 0m+1 +

(e D= dizCam Frp) O

Demnach, wenn

d»+ aF  dgm 4a—?% F > (8)

dom dgr dtm—idur ! \em, 8o
ist, so folgt daraus, dass dieselbe Formel auch noch be-
stehen muss, wenn darin m - 1 far m gesetzt wird,
was auch «, 8 sein m'iigen.

Aus (6) wollen wir noch eine Relation herleiten, die
wir im folgenden brauchen. Vertauschet man dort t, «,
@, m gegen u, 8, x, n, so erhilt man:

(e )=wa () + G

und, wenn m in m - 1 ubergeht,

F o ¢m+ dF
wrrp) =+ () + (7

Multiplicirt man jene Gleichung mit ¢ und zieht sie
von dieser ab, sQ ergiebt sich

F )_ ([ F
o + 1[;’:1 @ am’ﬁn>
__,n(d ¢m+1_§0d qom) df do

-G
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wir bekommen somit die Relation

(am+ 1,6 ) -7 (mb ) (ﬁ) ((m)

Es sei
X =1t + ag(x, y, 2 )
y =u—+ Bx(x,y, z) (10)
Z::V—*— 71,b(X, y’ Z) s

d» +2+ rF(x,y, 2
de™ dB dyp
o, 3, y als die unabhiingigen Variabeln aufgefasst werden.
Die erste der Gleichungen (10) giebt x in Funktion von
Y, z, t, . Man substituirc diesen Werth in den beiden
andern Gleichungen und in der expliciten Form der Funk-
tion F. Setzt man dann t, o constant, so lisst sich I
als eine Function betrachten, welche explicile nur y, z
‘enthdlt und von' den unabhingigen Variabeln u, v, 8, y
frei ist. Folglich sind die friihern Formeln (6) und (8) auf
dieselbe anwendbar, und man hat:

d® +pF  d»4p-? ( F )und
dﬁn d;,p - un—idvp—i ﬁu

<x3n lfyP) — (Bﬂ ) lpp dv

Setzt man nun
d +» +1F dﬂ+P—2< F
dedBe dyr T durdve 1 \ e, 80,0
so ergiebt sich ganz leicht

(a,ﬁf,JfP)"waV( ,ﬁ“> Cpp)dv (ﬁ“)
T+ G ) w() + ) ®

Es fragt sich nun, ob diese Formel rlchtlg bleibt,
wenn darin das Symbol o durch o™ ersetzt wird.

Man soll bestimmen, wenn t, u,v,
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Wenn
gm o 4 PF _ dm dodop-3 ( F ) )
dom d3» dye — dim—1idur - dyr -1 am”[)’n,}.p

gesetzt wird, so soll durch den Schluss von m auf m 4 1
bewiesen werden, dass

(o) =m(os)+ G lale)
)i (@) +(erm) w02

ist. Um abzukiirzen bezeichne ich die vier Glieder auf
der rechten Seile dieser Gleichung der Reihe nach mit
A, B, C, D und verseche sie, wenn darin m - 1 fur m
gesetzt wird, mit Accenfen. Es ist nun sogleich klar,.
dass es jetzt darauf ankommt, zu zeigen, dass
d{A + B+ C—+D) d(A1+B1—|—C"—|—D/)
dor — dt = 0 ist.
Zu dem Ende wollen wir die e¢inzelnen Differenzen

/
'g;A' —_ dd‘z: , etc. vorziiglich mit Hulfe der Formel (9) zuerst

moglichst reduciren und dann addiren.
Wir bekommen:
dA — dA7

de dt

dyr d ( F ) _da F
dt ;"’ dv \ e, gn dv(a’“+ 1 @n)

- dt
i (ﬂ“)( )=,

dB dB/

do a
ML BEVGE S I LY
dt dv \ ¢, g0 ¢ dtdv n {
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—— d d 7F ¢ Y dF
=9 it gdv[q)dt(ﬁ“)"t'(,ﬁn)dt
cpdtdv (,8“>s

_ d't!)Pdcpd<)
=T v @ \@

Ldevr d _
R TR T (.sn E K+L,

dC dC’

—_—

(E)ECY =AY 40N D
:(ﬁf %g‘(i)
(am) dt( ) M-,

dp __ db’ _
do dt
dF ApP d?F

(a‘“,ﬂ">&?'(pdt — \em 41,60 J dtdv

i (e ) = (2 ) Co)

=0 — P
Ferner ist:

K—H=
w1 a(e) ~(as) |
dt dv o am,ﬁp

d 122 d(p

- dt ﬁ dt’
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I <;1f}-<ﬁf><;>i

_ dbe d-rp (
“‘ g dt’

M~—P=
(P)§ it .t dete
o “at dv "% d T Y @ day
_<0? deyr d.gm dF
TP dt dv  dt’
O — N=

dg dF P PP
dv dtx am,,en) - dt ﬂ)£

__dop dF /gm d . yr

T odv dt \pr dt

Wenn man endlich diese vier Gleichungen addirt, so
bekommt man (K —H-+4+ O —N) 4+ (L—1I4+M—DP)
= 0. Folglich ist wirklich

o )= )
do \em,Br 92 ) = @t \om + 1,82, )

was zu beweisen war. Also sind auch die zusammenge-
horigen Gleichungen (11) und (12) wahr, was auch die un-
abhingigen Variabeln «, 8, y sein moégen. Wird der
Ausdruck 12 entwickelt, so erhilt er die symmetrische
Gestalt

—— m un d’F X" be d2F
<am , 3% P ) = 97XV fidudy + ( dudv

I,bp ™ d2F ( Qg™ ¥ d2F
-+ .8“ vat T+ dtdu

dF PP dF
+ (ﬁn ,}’P (}.p o (am , ﬁn a;




— 108 —

d3F dexyr d%F

= M y* YP — m -
A dtdudv -+ 2y dt dudv
d2 . g™ d o yn d s Q™

T2 Y e Y T @
deyr d.om dF

+ X du dv dt (13)

Bei den Reductionen, deren der hier fir drei unab-
hingige Variabeln gegebene Beweis sich bediente, hat sich
die Relation (9) besonders niitzlich erwiesen. Wollte man
nun die Ausdehnung des Satzes auf vier unabhingige Va-
riabeln versuchen, so scheint es, als bedurfte man dazu
einer oder mehrerer mit (9) dhnlicher Relationen. Die Zahl
der verschiedenartigen Glieder wird aber zu gross, als
dass man hoffen kann, ohne Rechnungen von abschrecken-
der Liange zur Verifikation des Satzes zu gelangen. —
Zwar kann man an den Formeln (12) und (13) bereits das
allgemeine Gesetz wahrnehmen, nach welchem die ent-
sprechenden Formeln fiir eine beliebige Anzahl unabhin-
giger Variabeln construirt werden missen, so dass im
Grunde nur ein schon bekannter Ausdruck als mit Null
identisch zu verificiren ist. Aber nach welchem Plane soll
diese Reduktion successiv vorgenommen werden, da sie
bei der ungeheuren Vielartigkeit der cinzelnen durch Dif-
ferentiation nach « oder t entstandenen Glieder schwer-
lich auf einmal geschehen kann ?

Bei der symbolischen Einfachheit des fraglichen Satzes
bleibt es eine dringende Forderung, einen Beweis dessel-
ben aufzufinden, und es wire zu wunschen, dass derselbe
in angemessener Kiirze vielleicht ebenso wie der von La-
place unter der Bedingung des Verschwindens der Unab-
hiingigen ¢, 3, y, etc. gegebene, durch stets wechselnde An-
nahmen hindurch sich bewegen méchte. Ich glaube, dass ein
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iewinn fur die analytische Methode daraus hervorgienge,
wenn die hier angedeutete Schwierigkeit beseitigt wirde.

Anmerkung. Bei Laplace haben die Gleichungen,
welche die gegenseitige Abhiingigkeit der Variabeln fest-
stellen, die Form

x¢ = fy (t; + o @y (X4, X2, 440 Xa ),
xg = fo [ty + o3 @2 (X4, Xp,...%Xq ),
etc.

Die Allgemeinheit der Untersuchung leidet aber gar
nicht darunter, wenn man auch die abhidngigen Variabeln
Xy, Xg,... durch fi (x;), f, (x5) etc. und ¢ « (f{(xy), f5 (x3),
... (x*)) durch ¢ (xq, X, ...)ersetzt, wodurch obige
Gleichungen auf die einfachere Gestalt

Xy = U -+ o1 @1 (X4s Xz, 00 .%Xn ),
etc.
zuruckkommen,

R. Wolf, Ausziige aus Briefen an
Albrecht von Haller, mit litterarisch-
historischen Notizen.

CXCINL. 189, ... De ma Relraite, 16. Oclober 1770 :
A propos de visite ; vous devez avoir eu celle de notre
confrére La Lande, célebre astronome de 'Académie de
Paris. Je suis lié avec lui depuis environ 12 ans. Il était
venu diner avec moi e¢n allant en Suisse, et m'avait de-
mandé une lettre de recomandation pour vous....Mr.
de La Lande devait passer a Yverdun pour voir Félice,

160}  Charles Bonnet.
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