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MITTHEILUNGEN

DER

NATURFORSCHENDEN GESELLSCHAFT
IN BERRN,

e ST ¢ V(T - -

Nr. 68 und 69.

Ausgegeben den 17. April 1846.

L. Schliafli, iiber ein ritumliches System
von Geraden im Aligemeinen, und
iiber dasjenige der Normalen einer
krummen Fliche inshesondere.

§.- 1. Zur Bestimmung der Lage einer Geraden im
~ Raume werden vier Constanten erfordert. Lisst man zwei
derselben beliebige Functionen der beiden iibrigen sein, so
entsleht durch Variation dieser beiden ¢in System von Ge-
raden, welches den Raum erfiillt. Wenn nun besondere
Fille, in denen die Continuitit Abbruch erleidet, bei Seite
gesetzt werden, so ist irgend eine einzelne Gerade des Sy-
slems ringsum von andern Geraden desselben Systems um-
geben, die man sich jener so nahe denken kabn als man
will ; wenn ibre Entfernung von jener ersten Geraden ver-
schwindend klein wird, so mogen sie conseculive Geraden
derselben heissen. Im Allgemeinen wird nun jene urspriing-
liche Gerade von einer beliebigen consecutiven nicht ge-
schnitlen; sondern es wird cine oder mebrere besondere



Richtungen geben, in denen man von der urspriinglichen
Geraden aus fortgehen muss, um auf eine conseculive zu tref-
fen, von der jene geschnitten wird. In diesem bestimmten Falle
kann durch die urspriingliche und die consecutive Gerade
eine Ebene gelegt werden, welche ich die charakteristische
Ebene der urspriinglichen Geraden nennen will. Es ent-
steht nun die Frage, wie viele charakteristische Ebenen zu
jeder Geraden des Systems gehidren.

Zur Losung dieser Frage gebrauchte ich zuerst die bei-
den Gleichungen

Y=—=aX 4«

Z=bX4g
wo X, Y, Z die rechtwinkligen Coordinaten des laufenden
Punkts der Geraden, und a, b, &, 8 vier Grissen bezeich-
nen, welche fiir jede einzelne Gerade constant sind. Ich
betrachtete ¢, 3 als beliebige Functionen der beiden Unab-
hingigen a, b, differentiirte die vorgelegten Gleichungen,
suchte das Verhiiltniss der Incremente da, db so zu bestim-
men, dass ein Durchschnilt zweier consecutiver Geraden
stattfand, und fand fiir dasselbe eine quadratische Gleichung.
Die Antwort auf jene Frage ist daher, dass durckh jede Ge-
rade des Systems NUR zZwEl charakteristische Ebenen
gehen.

Nun kann weiter gefragt werden, welchen Winkel je
zwei charakteristische Ebenen einschliessen, und unter wel-
cher Bedingung dieser Winkel ein Rechter sei. Die Ant-
wort auf die letzte Frage gewinnt eine durch ihre Einfach-
heit merkwiirdige Form, wenn man diesen Gegenstand auf
folgende mehr symmetrische und zugleich allgemeinere Weise
bebandelt, als im Bisherigen geschehen ist.

§. 2. Es mogen x, y, z die Coordinaten des Anfangs-
punkts einer Geraden, R die Linge derselben, AR, uR, »R
die Projectionen dieser Linge auf die drei Coordinatenaxen



— w1 —

und endlich X, Y, Z die Coordinaten des laufenden End-
punkts dieser Geraden bezeichnen, so hat man
X=4iR +x
Y=uR+y % {1)
Z=—R 4z
und iiberdiess die hekannte Gleichung
A2 4 /“2 + 2=1,
wo die sechs Grossen x, y, z, A, u, v als Functionen zweier
Variabeln t, u aufzufassen sind. Fiir den Durchschnitt der
durch die Gleichungen (1) dargestellten Geraden mit einer
consecutiven gellen nun die Gleichungen
AdR 4 RdA 4 dx—=o0
@wdR + Rdu+ dy=o0
vdR+4+ Rdy 4+ dz—=o
aus denen durch Elimination von dR, R sich die Gleichung:
- (pdy —vdy) dx 4 (vdh —ddy) dy + (Mg —pdr)dz=0 (3)
als Bedingung des Durchschnitts ergiebt. Sie wird, wie
man leicht sieht,” durch Entwicklung in Beziehung auf das
Verhiltniss der Incremente dt, du der beiden unabhéngigen
Variabeln guadratisch und zeigt hiedurch an, dass durch
die urspriingliche Gerade (1) zwei charakteristische Ebenen
gelegt werden konnen, welche den beiden Werthen von

(2)

g%l entsprechen. Die Gleichung (3) ergiebt sich auch un-

mittelbar aus der geometrischen Betrachtung; denn wenn
die urspriingliche Gerade von einer consecutiven geschnil-
ten wird, so liegen beide und der vom Punkt (xyz) zuriick-
gelegte Weg, der als unendlich kleine gerade Linie betrach-
tet werden werden kann, in einer und derselben Ebene.
Da nun die Richtungen der drei genannten geraden Linien
durch die Grossen \

A, U, v,
A+4-dA, p4du, v+ dv,
dx, dy, dz



bestimmt werden, so ergibt sich hieraus die Gleichung (3)
unmittelbar.

Die Gleichung (3), wenn darin Alles durch t, u aus-
gedriickt ist, ist in Beziehung auf diese beiden Variabeln
eine quadratische Differentialgleichung erster Ordnung.
Wenn es gelingt, dieselbe zu integriren, so muss die In-
tegralgleichung in Beziehung auf ihre arbitrire Constante
quadratisch sein und daher fir dieselbe im Allgemeinen
zwei verschiedene Wurzelwerthe in Function von t, u liefern :

const. — ¢ (t, u)
const. =1 Et, ui )
d. bh. die Gleichungen (%) sind zwei verschiedene allge-
meine Integrale der quadratischen Differentialgleichung (3).
Setzt man nun zwischen den Variabeln t, u, die von den
6 Functionen x, y, z, A, u, » implicirt werden, die durch -
die Gleichung 7
@ — const.
bezeichnete Abhiingigkeit fest, so horen die Gleichungen
(1) auf, ein rdumliches System von Geraden darzustellen,
sie geben vielmehr ein superficielles System von Geraden,
deren jede, weil stets die Bedingung (3) erfiillt ist, von
der consecutiven geschnitten wird. D. h. die Gleichung
¢ —const., vereint mit den Gleichungen (1), stelit eine
abwickelbare Fliche dar, welche von einer bestimmten Rei-
henfolge charakteristischer Ebenen eingehiillt wird. Gibt
man der arbitriren Integrationsconstanien alle moglichen
Werthe, so erhiilt man ein System abwickelbarer Flichen.
Das Gleiche ist von der andern Integralgleichung = consl.
zu sagen. Dempach haben wir folgenden Satz:

Die Geraden eines beliebigen rdaumlichen Systems las-
sen sich im Allgemeinen auf zwei verschiedene Arten in
ein System abwickelbarer Flichen gruppiren, und durch
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jede einzelne Gerade gehen zwei abwickelbare Flichen ,
welche su den beiden verschiedenen Systemen gehiren.

§. 3. Da im Allgemeinen ¢, 4 zwei unter sich unab-
bingige Functionen der beiden Variabeln t, u sind, so las-
sen sich diese durch jene ausdriicken; folglich werden sich
auch x, y, z, &, «, v in Function von ¢, 1y angeben las-
sen. Da dieses die passendste Wahl der unabhingigen Va-
riabeln ist, so wollen wir wieder t, u an die Stelle von
@, ¢ setzen, d. h. wir wollen die beiden unabhingigen
Variabeln t, u so wihlen, dass nach geschehener Reduc-
tion die Differentialgleichung (3) die Form

dtdu=o
annimmt, Wenn wir iiberdiess die auf diese beiden Va-
riabeln t, u beziiglichen Differentialcoefficienten durch einen
obern und einen untern Accent von der reSpectiven urspriing-
lichen Function unterscheiden, also z. B. |
dx—=x'dt 4 x, du
setzen, so werden aus der getroffenen Wahl der unabhiin-
gigen Variabeln mit Nothwendigkeit die beiden Gleichungen
() — )X 4 (N —¥ V) Yy + (A’ =2 e =0 )
(v, — u)x,+ (WA, —v )y, + (u,— )z, —o
folgen. Zugleich ergeben sich durch Differentiation der
Gleichung
A4 u242—=1

die beiden Gleichungen

W4 pu’ + v =0 (6)

A, 4 uu, 4 vv,—=o0
welche zeigen, dass die beiden durch die Grossen

Vo, u, v,
by 2,59,

bestimmien Richtungen zu der urspriinglichen Geraden () uv)
senkrecht sind. Da nun iiberdiess die beiden genannten
Richtungen (X'«v) und (A up) mit den beiden charakteri-



stischen Ebenen parallel sind, so wird der Winkel w, unter
dem diese beiden sich schneiden, durch die Formel

M, + e, 47y, s
AT SRRy

COS W —

bestimmt.

§. 4. Wenn die beiden charakteristischen Ebenen zu

einander senkrecht sein sollen, so muss die Gleichung
ML 4y, + vy, =o0
erfiillt sein. Nimmt man aber zu dieser die zweite der
Gleichungen (6) hinzu, so folgt aus beiden, da im Allge-
meinen nicht alle drei Griossen A,, x«,, v, zugleich verschwin-
den kbnnen :
wv' — 'y v —v kW — 2N

X P N » ’

/ /

(Proportionen, die iibrigens aus der Lehre von der Trans-
formation rechtwinklicher Coordinaten im Raume bekannt
sind). Demnpach verwandelt sich die erste der Gleichun-
gen () in

AX 4+ uy +v2 =o (8)
Auf iihnliche Weise findet man aber auch :

Vx, + &y, 4 vz,—o (8 bis)
Aus diesen beiden Gleichungen (8) lisst sich nun fiir den
vorliegenden speziellen Fall eine merkwiirdige Bedingung
ableiten. Ich gebe niimlich den beiden unabhingigen Va-
riabeln t, u zuerst die beliebigen Incremente «, 8, sodann
andere beliebige Incremente y, J, und bezeichne die ent-
sprechenden Incremente der Functionen x, y, z, A, &, »
das erste Mal durch ein vorgesetztes d, das andere Mal
durch ein vorgesetztes d', so dass z. B.
dx =x«+x, 3,
| dx=xy+x ¢

ist. Dann folgt aus den Gleichungen (8) :



de dx 4 d'us dy 4 d've dz (9)
= dke d'x + dye dy 4 dve d'z
Da der Ort des Punkts (xyz) eine krumme Fliche ist, so
ergibt sich aus dieser Bedingungsgleichung folgender Satz:

Durch jeden Punkt M irgend einer krummen Fliche
sind nach einem beliebigen Geselz gerade Linien MP ge-
zogen. Wenn nun fiir einen gegebenen Punkt M die beiden
charakteristischen KEbenen, welche durch die zugehdirige
Gerade MP gehen, aufeinander senkrecht stehen sol-
len, so muss folgende Bedingung erfilll sein: Man
nehme auf der krummen Fliche zwei beliebige con-
seculive Punkte M', M", welchen die consecutiven Geraden
M'P’, M"P" zugehiren, =ziehe dann durch irgend einen
Punkt O im Raume die Geraden ON, ON', ON” parallel
mit den Geradem MP, M'P', M"P’, mache ON—=0ON —
ON” und ziehe die Geraden NN, NN’. Wenn man sich
nun M als materiellen Punkt denkt, der die Fihigkeit
hat, den unendlich kleinen Weg MM’ au durchlaufen ,
wdhrend zugleich eine Kraft auf ihn wirkt, deren Rich-
tung und Grisse durch NN” dargestellt ist, so ist das
virtuelle Momen! dasselbe , wie wenn der materielle Punkt
den Weg MM” durchliuft, und die auf ihn wirkende
Kraft durch NN’ dargestellt ist. D. h. das virtuelle Mo-
meni darf sich nicht dndern, wenn man die consecutiven
Punkte M', M" mit einander vertauscht.

BEMERKUNG. Wenn t, u wieder, wie im §. 2, belie-
bige unabhiingige Variabeln bezeichnen, so lisst sich die
Gleichung (9) auch so schreiben : ‘

dddx | duedy | dv dz
watdma T @

_ dhdx | dedy , dv dz
— dt du+ dt du+dt du

(9 bis)



§. 5. Der Ort aller Punkle, in denen jede Gerade
einer abwickelbaren Fliche von ihrer consecutiven geschnit-
ten wird, heisst bekanntlich die charakteristische Curve
der abwickelbaren Fliche. Da nun nach §. 2 jedes rium-
liche System von Geraden eins und dasselbe ist mit zwei
Systemen abwickelbarer Flichen, die ihre Geraden gemein
haben, so ist auch der Ort aller Punkte, in denen sich
conseculive Geraden eines ridumlichen Systems schneiden,
ein Paar krummer Flichen, deren eine simmtliche charak-
teristische Curven des einen Systems abwickelbarer Flichen,
die andere diejenigen des andern Systems enthiilt. Zugleich
wird jene erste Ortsfiiche (so will ich fortan diese beiden
Flichen nennen) von den abwickelbaren Flichen des zwei-
ten Systems eingehiillt, und ebenso wird die zweite Orts-
fliche von den abwickelbaren Flichen des ersten Systems
cingehiillt. Da nun die erste Ortsfliche z. B. von irgend
einer beslimmten abwickelbaren Fliche des zweilen Systems
in einer bestimmten Curve beriibrt wird, die ich Berih-
rungscurve nennen will, so ist jede der beiden Ortsflichen
durch zweierlei Curven in parallelogrammformige infinitesi-
male Felder abgetheilt, einmal durch die charakteristischen
Curven der abwickelbaren Flichen des gleichnamigen Sy-
stems, sodann durch die Beriibrungscurven des entgegen-
gesetzten Systems. — Demnach sind die Berithrungscurven
diejenigen Curven, in denen je zwei consecutive abwickel-
bare Flichen desselben Systems sich schneiden, — Aus dem
Gesagten folgt auch, dass jede charakieristische Ebene
die enlgegengesetzle Orisfliche im enlsprechenden Punkie
beriihrt.

Um diese Vorstellungen analytisch auszudriicken, be-
halte ich die in §. 3 getroffene Wahl der Variabeln t, u
bei und gebe den Gleichungen (2) unter der Voraussetzung
u=-const. die Gestalt:



— S —=AT+ x' =0
— uS—u'TH+y=0 g (10)
— 1S — T4 72 =0
Dann ergibt sich aus denselben, mit Betrachtung der Glei-
chungen (6):
T — Vx Ly 4 v
= TN T V2
~ Die Gleichungen (1), unter die Form

und S=x" 4 uy + vz'.

X=— AT 4+ x
Y=——#T+yi (11)
Z—=—7»yT+41z

gebracht, geben nach geschehener Elimination der beiden
Variabeln t, u eine Endgleichung zwischen den Coordinaten
X, Y, Z derjenigen Ortsfliche, welche die charakteristi-
schen Curven simmtlicher durch die Gleichung u=— const.
dargestellten abwickelbaren Flichen enthilt. Wird ferner
dX=X'dt 4+ X du , etc,
dT = T'dt 4 T,du
gesetzt, so ergibt sich mit Beachtung der Gleichungen (10) :
X'=1S8—-T , ete.
X‘=x‘—1T'—)—lIT, etc. (12)
und die Gleichungen (5) erfiillt sein miissen, so folgt
(uv,—u») dX 4 Wk, — 2 Q) dY 4+ (Ape, — A ) dZ — o (13)
als Differentialgleichung der Ortsfliche. Diese Gleichung
(13) lehrt zugleich, dass die Ortsfliche von derjenigen cha-
rakteristischen Ebene, welche der Annahme t— const. ent-
spricht, beriibrt wird.

§. 6. Im Vorigen hat sich das riumliche System von
Geraden in ein System gemeinschaftliicher Tungenten bei-
der Ortsflichen verwandelt. Wir wollen nun die umge-
kehrte Aufgabe, aus den beiden Ortsflichen das raumliche
System von Geraden samm! seinen abwickelbaren Flichen
herzuleiten, betrachten. Es seien zwei beliebige krumme



Flichen gegeben, und man solle eine abwickelbare Fliche
finden, deren charakteristische Curve auf der ersten der
beiden gegebenen Flichen liegt, wihrend die zweite von
ibr eingehiillt wird. Durch einen beliebigen Punkt A der
ersten Fliche lege man eine Beriihrungsebene an dieselbe,
so wird diese die zweite Fliche in einer ebenen Curve
schneiden ; an diese ebene Curve ziehe man nun vom Punkt
A aus eine Tangente, welche sie im Punkte B beriihrt.
In der Richtung dieser Tangente nehme man auf der ersten
Fliache einen zweiten Punkt A, unendlich nahe bei A, wie-
derhole die vorige Construction in Beziehung auf diesen
Punkt A, und bestimme dadurch einen neuen Punkt B, auf
der zweilen Eliche. Setzt man dieses Verfahren fort, so
bestimmt die Reihenfolge der Tangenlen AB, ApB,, etc.
eine abwickelbare Fliche, welche die zweile gegebene Orts-
fliche einhiillt und ihre charakteristische Curve auf der er-
sten Ortsfliche hat. Die gerade Linie AA, ist das Element
einer charakteristischen Curve, und BB, das Element einer
Beriihrungscurve.

Wenn U(x,y,z)=o0, V(x,y,z)=—o0 die Gleichungen
der beiden Ortsflichen sind, so ist die gegenseitige Ab-
hingigkeit der Coordinaten x, y, z, %, y,, z je zweier
zusammengehoriger Punkte A, B beider Ortsflichen durch
folgende vier Gleichungen ausgedriickt :

dU du dU
U:‘"‘_O, a—i(x,—x) o d_y(y’_y) + ‘d—z‘ (z,-——-z)—_::o_, (14)
__dv dv dv .
V*O,E(X‘—X)+ d_.}-’:(y'—y) + "d—z' (Z’—'Z)__—O .

Sind z. B. x, y, z so bestimmt, dass sie der Gleichung
U=—o geniigen, so reichen die drei andern Gleichungen
gerade hin, um x,, y,, z zu bestimmen. Man kann sich
daher die sechs Variabeln x, y, z, x,, y,, z, als Funktionen
zweier unabhingiger Variabeln denken, welche den vier



obigen Gleichungen geniigen. Die Relation zwischen diesen
beiden Unabhiingigen, welche fiir die charakteristische Curve
auf der ersten Ortsfliche (U=—=o) bestehen muss, wird ge-
funden durch lnlegrauon der Gleichung

v
——d + d Y+ g de=o. (19

Das Integral derselben sei ¢ —const. Will man nun eine
Gleichung fiir die abwickelbare Fliche haben, welche die
zweite Ortsfliche (V=—o0) einhiillt, so muss man aus den
drei Gleichungen

dU dU dU _
I (X—x) + a7 Y—y) + 5, (Z—2) =0
dv dv * . dv (16)
(E(X—X) +ES’: Y—y + . (Z—2)=o0
@ —const.

mit Beiziehung der Gleichungen (14) die beiden unabhiin-
gigen Variabeln eliminiren. Die resultirende Gleichung
zwischen X, Y, Z ist diejenige der abwickelbaren Fliche.

Besondere Beachtung verdient der besondere Fall, wo

die beiden Gleichungen

dU dv o
S&-(x,—-x)_o und Sd—g(x,—-x)_o

4

zusammenfallen, weil __

dU , dU , dU dv , dV , dV

dx * dy ° az — dx'dy'dz
ist. Man hat alsdann fiinf Gleichungen zwischen den sechs
Variabeln x, y, z, x,, y,, z . Folglich enlspricht dieser
Bedingung nur eine Grenzcurve auf jeder Ortsfliche. Es
sind diejenigen zwei Curven, in denen die zwei gegebenen
Ortsflichen von einer einzigen abwickelbaren Fliche beriihrt
werden, Sie sind zugleich die Orte der Riickkehrpunkte
aller charakteristischen Curven.
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Das im Vorhergehenden besprochene riumliche Sysiem
von Geraden kann also ausser den beiden Systemen abwi-
ckelbarer Flichen auch noch eine singulire abwickelbare
Fliche enthalten, welche der Ort ist aller derjenigen Ge-
raden, fiir welche der Winkel der beiden charakteristischen
Ebenen verschwindet, d. h. fiir welche, wenn wir die
Bezeichnungen des §. 3 gebrauchen,

Ve iy =Lt

ist. (Obschon dieser Proportionen zwei an der Zahl sind,
so wird doch durch dieselben nur eine einzige Relation
zwischen den beiden Unabhingigen t, u gesetzt, da wegen
der Gleichung (6) eine dieser beiden Proportionen die an-
dere zur Folge bhat.) Ich v&rmuthe, dass diese singulire
abwickelbare Fliche der particuliren Solution der Differen-
tialgleichung (3) entspreche.

Aus dem Gesaglen folgt auch, dass der Ort aller
Durchschnittspunkte consecutiver Geraden des riumlichen
Systems ausser den beiden Ortsflichen noch eine singuldre
oder vielmehr ¢solirte Curve enthalten kann, nimlich die
charakteristische Curve der singuliren abwickelbaren Fliche.

Wenn die beiden Ortsflichen zwei getrennte und iiber-
all convexe Kiorper umschliessen, und man denkt sich den
einen dieser Korper leuchtend, den andern dunkel, so be-
steht die singulire abwickelbare Fliche aus den zwei Min-
teln, welche den Raum des Halbschattens begrinzen.

(Fortsetzung folgt.)



	Über ein räumliches System von Geraden im Allgemeinen, und über dasjenige der Normalen einer krummen Fläche insbesondere

