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CHAPITRE XI

73. Appliquons enfin au Raumgitter lui-meéme développé dans
I'espace, son principe de symétrie du § 65, qui vient de nous donner
déja trés simplement les propriétés de ses plans et de ses arétes.

La présence dans le Raumgitter des 3 points quelconques A, B,
C, et du point O, entraine, puisque chacun deux doit étre entouré
d'autres points du Gitter de la méme maniére qu’eux-mémes entou-
rent chacun des 3 autres, celle de 24 autres points du Raumgitter,
répartis de nouveau sur le pourtour du tétracdre des 4 premiers, a
des distances égales aux arétes du tétraedre, comme le montre la
fig. 13. En répétant de 1a in-
définiment P'application du
méme principe, 1l se trouve
donc que dans le Raumgitter
lui-méme, une infinité de ses
points sont distribués paral-
lélipipédiquement dans I'es-
pace, autour du point O, et
sont ' les sommets que four-
nissent les juxtapositions suc-
cessives dans toutes les di-
rections du parallélipipede
construit sur les 3 arétes
OA, OB, OC; ils forment
ainsi un nouveau Raumgitter
de parallélipipede = élémen-
taire (OABCD), totalement
impliqué dans le Raum-
gitter primitif. De méme que
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le réseau primitif d’'un plan implique l'infinité de ses autres réseaux
parallélogrammiques, le Raumgitter dont il a été question juqu’ici,
construit sur les 3 paramétres minima wu;t,, renferme donc égale-
ment une infinité d’autres Raumgitters & maille parallélipipede plus
grande, que déterminent avec le point O chaque triple A, B, C de
points quelconques du premier. Nous l'appelons le Raumgitter primalif
uniquement encore pour le distinguer de ceux qu'il renferme, qui sont
d’ailleurs d’une nature identique, et nous désignerons par les lettres
des sommets de son parallélipipede élémentaire 1'un quelconque de
ceux-cl.

Remarquons que nous ne venons de faire en outre autre chose
que d’établir d’'une maniére générale que 4 points quelconques O,
A, B, C, de l'espace, dont il n'y en a pas 3 coplanaires, exigent a
eux seuls, dés que la condition est posée que chacun d’eux soit en-
touré¢ dans l'espace de la méme maniére que chacun de ses voisins,
la construction parallélipipedique du Raumgitter telle que nous 'avons
établie. Le principe que nous avons appelé la symétrie du Raum-
gitter, au sens large du mot, est donc bien en quelque sorte sa
condition nécessaire et suffisante, ou en d’autres termes, sa propriété
fondamentale qui 'exprime tout entier.

74. Le volume du parallélipipéde élémentaire du nouveau Raum-
gitter quelconque (OABCD) s’obtient immédiatement, étant données
les coordonnées x; , x7,x7 des 3 points A, B, C de 'ancien Gitter
qui le déterminent avec le point O. Ces coordonnées sont en effet
les composantes par rapport aux axes-unités primitifs u;r; des vec-
teurs de ses arétes OA, OB, OC; et si nous appelons tout naturelle-
ment ces vecteurs, en tant que axes-unités d’'un nouveau Raumgitter,
wity, mirs, wiri, ils sont en direction et en valeur absolue les 3
vecteurs que représentent les seconds membres : |

MAT] = XYy M X 5Ty - pgX ity
M5Ts = XY - My X5T — (X 5Ty
pETE = X7ty X5 4 X3,
Leur produit scalaire de la forme :
pimps viVrivg

que nous calculons sans peine, en multipliant scalairement par I'un
deux le produit vectoriel des 2 autres et qui s’écrit tres bien:



!

X1 Xz Xj
x| r Vo, (39)

X1 Xy Xj

"
My My g Xy X

est le volume du parallélipipéde cherché.

Si les 3 points A, B, C sont tels que le parallélipipede qu’ils
construisent, ne contient que 8 points du Raumgitter primitif, situés
en chacun de ses sommets, les juxtapositions successives de ce pa-
rallélipipede fournissent exactement les sommets mémes du Raum-
gitter primitif. C’est alors un parallélipipede élémentaire du Gitter
primitif lui-méme, et nous disons dans ce cas que les 3 segments
OA, OB, OC, qui ne peuvent étre dans ces conditions que des para-
meétres, forment un ériple conjugué du Raumgitter primitif.

Tous les parallélipipedes élémentaires d’un Raumgitter sont
égaux. Cela découle directement de la condition qu’ils n’absorbent
que 8 points du Raumgitter, dont un en chacun de leurs sommets,
par un raisonnement identique & celui qui a été fait au § 69 pour
les parallélogrammes élémentaires d’'un réseau. Puisque le produit
scalaire :

Uy Mg rlvrzr:-} = gy 5 D (§ 9)

est le volume de son parallélipipede élémentaire primordial, construit
sur ses 9 axes-unités, 1l doit étre également le volume de chaque
autre de ses parallélipipedes élémentaires; et la condition algébrique
a laquelle doivent satisfaire les coordonnées xi, x7, x7, pour que les
3 sommets A, B, (, déterminent un triple conjugué du Raumgltter

donné, est donc le détermimant équation :

T X& X3

o

" " ”
X{ X3 X3

(40)

14 " e

X7 X% X%

Si T'on jette un coup d’ceil sur le Raumgitter de la fig. 13, au
paragraphe précédent, on voit sans peine que chaque triple non co-
planaire: (OA, OB, OC), (OA, OC, OA’) (OA, OC, OC’), ete. que
fournissent les 6 aretes: OA, OB, OC, AB, BC, CA, du tétraédre
fondamental, détermine également déja son parallélipipéde élémen-

taire. Les coordonnées: (100, 010, 001), (100, 001, 110), (100, 001,
011) des points (A, B, C), (A, C, A”), (A, C, C’), etc., satisfont en effet la

condition posée, et les triples de paramétres correspondants sont done
des triples conjugués du Raumgitter en question.



75. 11 nous est de nouveau tres simple de déterminer tous les
parallélipipedes élémentaires d’'un Raumgitter, et encore ici les résul-
tats trouvés se trouvent en réalité déja contenus sous une autre forme
dans les conclusions du § 68.

Les faces d'un parallélipipede élémentaire ne sauraient étre
d’abord que des parallélogrammes élémentaires, n’absorbant que 4
points du Raumgitter, un en chacun de leurs sommets. Soit donc le
couple conjugué des 2 parametres OT et OT’ et déterminant le paral-
lélogramme  élémentaire et ainsi le réseau primitif du plan (OTT’);
un 3¢ parametre OT” ne pourra former avec eux un friple conjugué
que s1l se termine en un point de l'un ou lautre des 2 réseaux
limitrophes. Sl les dépasse en effet. ce ne peut étre qu’en passant
par un sommet du Gitter, et dans ce cas, ce n'est méme plus un
parameétre ; ou en percant le réseau sur I'un des cotés ou a I'intérieur
de son parallélogramme élémentaire ; mais alors les aretes paralleles
par les sommets T, T" et T”, (T” est le 4™ sommet du parallélo-
gramme OT'T’) le percent également en un point symétrique des paral-
lélogrammes élementaires adjacents, et de quelque maniere que ce soit,
le parallélipipede construit porte nécessairement sur ses faces ou en
son Intérieur un ou deux sommets du Raumgitter de trop pour étre
élémentaire.

A chaque parallélogramme élémentaire d'un Raumgitter, corres-
pond donc une double infinité de parallélipipedes élémentaires; a
chaque couple conjugué de parametres OT et OT’ déterminant ce
meéme parallélogramme élémentaire, une double infinité de triples
conjugués, dont les 3mes parametres se terminent en chaque point
des 2 réseaux lmitrophes. Tous ces parallélipipédes élémentaires ont
le méme volume; ils ont en effet la méme base, le parallélogramme
élémentaire donné, et des hauteurs égales, la distance du plan au
réseau limitrophe. Mais puisque non seulement ces parallélipipedes
élémentaires de méme base, mais tous les parallélipipedes élémentaires
d’'un Raumgitter sont équivalents ; comme 1ls ont d’autre part tous,
pour dimensions, le produit d'un parallélogramme élémentaire par sa
distance au réseau limitrophe, les aires des parallélogrammes élé-
mentaires des plans sont en raison inverse des distances de leurs
réseaux paralleles, ou en dautres termes: la densité des points sur
les réseaux paralleles d’'un Raumgitter est en raison énverse de leur
équidistance.



St au couple conjugué OT et OT’ nous associons un segment,
primitif ou non, se terminant en un point quelconque de l'un ou
lautre des 2mes réseaux paralleles, le parallélipipede qu’ils construi-
sent est naturellement double du parallélipipede élémentaire. Il serait
triple, quadruple, ete., pour les réseaux suivants, et en s’exprimant
d’'une maniere tout a fait générale: a chaque couple conjugué de
parametres, déterminant le parallélogramme élémentaire d’un plan
quelconque du Raumgitter, correspond une double infinité de parallé-
lipipedes anultiples du parallélipipede élementaire. Le volume de
chacun d’eux est le produit scalaire trouvé au § précédent :

4 ’

X{ X, Xjg

" ”

IX{ X3 X3

" " o I i

X7 %7 X%

My s iy rl V r:l r:—’.

et, puisque 1, r,Vr,r, est le volume méme du parallélipipede
élémentaire, les coordonnées xi{, x{, x7 des 3 points A, B, C, qui
les déterminent avec le point O, satisfont done I'égalité ou C est un
multiple entier quelconque :

’

X7 X5 X&

)

x ¢ xil =4
2 x5 xf

Cette équation représente done pour I'un quelconque des 3 couples
conjugués (x;x7), (x7x7), (xix7), chacun de ses réseaux paralléles.
Le multiple G, constant pour un méme réseau, donne le rang de ce
réseau dont il détermine I'équation; & 2 de ses valeurs égales et de
signe contraire correspondent les 2 réseaux paralléles de méme rang
de part et d’autre du plan prinmtif.

Pour C— =1, nous retrouvons la condition algébrique pour que
les 3 points A, B, C, déterminent eux-mémes un parallélipipéde élé-
mentaire, mais avec sa signification complete; pour l'un quelconque
des 3 couples conjugués (x7x7), (x7x{), (xix7), la valeur-unité du dé-
terminant :

X{ X3 Xj
x{ x§ xj =41

mne " "

X7 X3 Xj

est en effet également 'équation de ses 2 réseaux limitrophes.
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76. Les 4 arétes r; ou les 4 faces [; (§ 63) qui ont déterminé
la construction du Raumgitter primitif et ainsi le déploiement dans
Pespace du complexe total des faces et arétes cristallines, étaient 4
arétes et 4 faces absolument quelconques du complexe du cristal.
Cette construction du Raumgitter primitif n’a dépendu d’ailleurs que
de la position relative de ces 4 arétes (s1 nous laissons de coté les
4 faces avec lesquelles on raisonnerait d’'une maniére toute pareille)
élémentaires 'une par rapport aux autres; les 3 arétes fondamentales
ont fourni les directions des arétes du parallélipipede élémentaire, et
I'aréte-unité a déterminé leurs proportions respectives; seule la lon-
gueur de celle-c1 a été fixée arbitrairement, pour préciser les dimen-
sions du Gitter, mais prise plus grande ou plus petite elle aurait
donné un Gitter en tout semblable au premier.

Le Raumgitter quelconque (OABCD), (§ 73), construit avec les 4
arétes du cristal OA, OB, OC, OD, puisque les 4 points A, B, C, D,
sont des points du Gitter primitif, doit donc aussi bien que celui-ci,
représenter la totalité du complexe des faces et arétes cristallines.
D’une part, tous ses points doivent donc étre situés sur les arétes
de 'ancien Gitter: ils le sont en effet, et méme coincident tous avec
des points de l'ancien Gitter, si nous prenons précisément le segment
OD (fig. 13) comme longueur de son aréte-unité. D’autre part, il doit
avoir des points sur chaque aréte du complexe, c’est-a-dire, OD étant
toujours la longueur de son aréte-unité, il doit absorber des points
du Gitter primitif sur chacune de ses arétes.

Réciproquement, 1l n’est pas de Raumgitter possible, représen-
tant ce méme complexe cristallin donné, qui n’ait pas tous ses points
compris, s1 nous fixons convenablement la longueur de son aréte-
unité, dans ceux du Raumgitter primitif. Pour représenter ce com-
plexe, 11 ne peut avoir en effet pour point de départ que 4 de ses
arétes (ou 4 de ses faces), mais comme le parallélipipéde élémentaire
que ces arétes déterminent a nécessairement, dés que nous prenons
pour longueur de l'aréte-unité un segment de l'ancien Gitter, un
point de celui-ci en chacun de ses 8 sommets, le Raumgitler total,
constitué par ses juxtapositions successives, a par le fait également
pour chacun de ses sommets un point du Raumgitter primitif.

Ainsi d’une part, chacun de cette infinité de Raumgitter (OABCD)
impliqués dans le Raumgitter primitif, comme ayant pour point de
départ 4 arétes cristallines, représente également le complexe du eristal ;
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d’autre part, tout Raumgitter représentant ce méme complexe, pour
une certaine longueur de son aréte-unité (ce qui d’ailleurs n’influe
aucunement sur la nature du Gitter et du complexe représenté), a
nécessairement tous ses points compris dans ceux du Raumgitter
primitif.

77. Ce résultat peut s’exprimer sous une autre forme peut étre
plus précise, a condition d’entendre par: supprimer des points sur
une aréte, les supprimer d’abord uniformément tout le long de I'aréte,
en maintenant 'équidistance entre les points qui subsistent, et en-
suite de la méme maniére supprimer les points correspondants sur
chacune des rangées paralléles.

Etant donné un Raumgitter primitif, nous pouvons a volonté
supprimer un nombre quelconque de points sur 3 quelconques de
ses arétes, sans que rien ne soit changé au complexe qu’il représente.
S1 nous appelons A, B, C, le premier point qui demeure sur chacune
des 3 arétes choisies, cela revient en effet & supprimer du Raum-
gitter donné, tous ceux de ses points qui n’appartiennent pas au
Raumgitter de parallélipipede élémentaire (OABCD), c’est-a-dire a
“remplacer le Raumgitter primitif par I'un quelconque des Raumgitter
qull implique. Le nombre de points supprimés de ce fait sur chaque
autre aréte du complexe, est complétement déterminé; les nouveaux
parametres et les nouveaux parallélogrammes élémentaires sont des
multiples entiers des parametres et des parallélogrammes élémen-
taires primitifs.

Etant donné un Raumgitter, nous pouvons a volonté ajouter
(en donnant & ce mot sa signification correspondante) un nombre
quelconque de points sur 3 quelconques de ses aréfes, sans que rien
ne soit encore changé au complexe qu'il représente. Si A, B, C, est le
premier point ajouté a partir du point O sur chacune des 3 arétes
choisies, cela revient inversement a remplacer le Raumgitter donné
par un nouveau Raumgitter primitif, de parallélipipede élémentaire
(OABCD), impliquant en lui tous les points du premier. Le nombre
des points ajoutés de ce fait sur chaque autre aréte du complexe est
complétement déterminé; les nouveaux parameétres et les nouveaux
parallélogrammes élémentaires sont des sous-multiples (fractions dont
le numérateur est 1) des parameétres et paralléelogrammes élémentaires
du Raumgitter donné.
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Enfin puisque les 2 opérations successives n’ont aucune influence
sur la nature du complexe représenté, dans un Raumgitter donné,
nous pouvons a volonté sémullanément supprimer des points sur 3
arétes quelconques et ajouter d’autres points sur 3 autres de ses
arétes. Le Raumgitter obtenu représente encore le méme complexe
que le premier, et les nouveaux parameétres et parallélogrammes élé-
mentaires sont alors des multiples rationnels des parameétres et pa-
rallélogrammes élémentaires primitifs.

Sommerfeld appelle les Raumgitters obtenus dans les 2 premiers cas: ganz-

zahlig commensurabeles Gitter, et le Gitter obtenu dans le dernier cas: rationnal
commensurabeles Gitter, par rapport au Raumgitter donné.

Ainsi, puisque en réalité la présence avec le point O, de 3 som-
mets quelconques A, B, C d’'un Raumgitter donné (mais situé chacun
sur une aréte différente), suffit dans un nouveau Raumgitter, pour
qu’il soit 'un de I'infinité des Gitter représentant le méme complexe
que le premier, le probleme du changement des coordonnées du
Raumgitter se pose maintenant parallelement et exactement pareil a
celui du changement des indices du complexe (chapitre VIII).

Etant données les coordonnées a;, f;, 7;, des 3 sommets A, B, C
d’'un Raumgitter primitif, et les coordonnées ai, g1, i, de ces mémes
sommets dans un Raumgitter de parallélipipede élémentaire encore
inconnu, déterminer successivement :

1° les nouvelles coordonnées x| du sommet quelconque de coord. x ;.
20 les 3 axes-unités du nouveau parallélipipede élémentaire.

3¢ les composantes ui du parallélogramme de composantes u;.
4o les 3 parallélogr.-unités du nouveau parallélip. élémentaire.

78. Les eoordonnées a,, f;, v; et af, pi, yi, données sont en
effet les composantes par rapport aux axes-unités correspondants des
vecteurs que représentent les segments d’arétes OA, OB, OC et en
rapportant successivement ces 3 segments aux axes-unités primitifs
wu;t; et aux axes-unités inconnues que nous appelons tout naturelle-
ment x{r{, nous écrivons les 3 égalités vectorielles en valeurs ab-
solues :

B0y Yy = U@ty + pyagty = pia{t] -+ piaity + piagr]
(41)  pupity - Pty + pgfaty = il + pifiv + pipirs
it = peysts - pysty = puiyit] + uiyivl + uiyirg



Par le fait que les coordonnées a;, ., y; et a{ B 7{, repré-
sentent non seulement les rapports, mais des valeurs absolues des
indices des 3 aretes OA, OB, OC, les facteurs o,, 0., 05, introduits
auparavant dans les équations (24) correspondantes, se réduisent
dans ce cas-ci & 'unité. 11 ne nous est donc plus nécessaire des
indices d’une 4m¢ aréte pour déterminer leurs valeurs, ou en d’autres
termes, comme 1l vient déja d’'étre dit plus haut, les coordonnées
anciennes et nouvelles de 3 sommets quelconques suffisent compleéte-
ment a déterminer le probleme du changement de Raumgitter. Nous
n‘avons done qu’a reprendre successivement les résultats des §§ (48-54),
qui s’écrivent identiquement pour les arétes ce quils ont été établis
avec 4 faces comme éléments donnés, et a y faire partout les facteurs
o;==1; 1l leur résultera d’ailleurs de ce fait une symétrie bien plus
complete que celle qui leur a été obterue dans le cas des indices.

Les vecteurs des axes-unités primitifs u;t; sont en fonction des
nouveaux axes-unités piri: :

Dopy vy = pi|ajasas|v] + uilajasas|vy + pjlajayaq|r;
(42)  Dyuers :Hilaﬂ{aﬂri _I"Hé[alaéa.‘%h; +M§]a1a;a3|t,§
Dopesty == pilajayaf|t] 4 pilogayag|v] + uila azai|r;

St les 3 déterminants de chaque ligne sont divisibles par D, les
nouvelles coordonnées des sommets w;v, sont entieres, c’est-a-dire
les sommets du parallélipipede élémentaire primitif sont en meéme
temps des sommets du nouveau Raumgitter.

Le sommet quelconque de coordonnées x;, dont le segment
correspondant est représenté par le vecteur:

XYy Xty - sy Xl
recoit pour ses nouvelles coordonnées xi :
X; Xy X3 O Xy Xy X3 O X; X X3 O
a, a, ag aj a; a, Az a oy ay a; ag
fi B2 By Bi pr B2 B3 B By By By P
,

Y1 V2 V3 Yi| 5 (Y1 Y2 Y3 ¥s| , (Y1 Y2 Vs V3
D, D, D,

Si les coordonnées x; sont premiéres entre elles, le sommet
correspondant détermine un parameétre du Gitter primitif; pour que
les nouvelles coordonnées x: déterminent sur la méme aréte le para-
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métre du nouveau Gitter, 1l faut également qu’elles soient entiéres et
premieres entre elles. Si nous appelons A le produit des facteurs
communs dans ces conditions aux 3 numérateurs, le nouveau para-

: : D : o
meétre est donc le multiple ramoer,elK(3 du parameéetre primitif.

Le déterminant 4, devient le symétrique du déterminant D, et
les composantes des 3 axes-unités u{ri, rapportés aux axes-unités
primitifs, sont en fonction de 4, exactement ce que plus haut les
composantes des u;r; sont en fonction de D, :

AO‘u,it{ ::/,&1|al'a;ag[l‘1 - /L2|a._,a§a§ Y, -+ H:&]asaéaé Iy
Aopits = pylaiayas|ty + pylajasag|r, —{—,u;;la{a;;a;;[rg (43)

Agpivy = puy|ajasay [ty pylajagay [ty + pylajajag|r,

Les longueurs de ces axes wir{ sont les racines carrées des
formes quadratiques divisées par 4, :

)

1 ;
My = \/w(]a;alaél lajasazl|ajazal))
V]

lazasal

g —41; Veolla,asal]|a,atal

wy = 3-Vollajaga;| [ajaba,] afasay])
0

et si nous faisons le produit scalaire des 3 vecteurs que nous avons
écrit, de la forme:
' ’ r Vi
pipspiriVegrg

il nous donne directement le volume du nouveau parallélipipéde élé-
mentaire. En reprenant le produit scalaire pareil déja effectué au § 74,
et en écrivant le déterminant des coordonnées dont chaque terme est
lui-méme dans ce cas-ci un déterminant de 3™ ordre:
" ay ay ag] |ay aj aj| |ag aj aff r
| ’
A3 |

’

lai aj ay| laf ai a,| |ai af ag

Iai ay a3{1a1 as ag l

on voit aussitot qu’il n’est autre que le produit des 2 déterminants
également de 3¢ ordre:

% Bi 71| }Ai B I7f|
Fe B v A By I
ag ﬂa Vs fAé B; i
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La valeur du second qui est le déterminant-adjoint de 4, est 45 ;
le produit scalare cherché s’écrit done tres simplement:

Mg sty (Ve; 2ty —#11“9#3 1‘ Ve 2Ty

Le nouveau parallélipipede elementalre est encore le multiple

Do da parallélipipede élémentaire primitif.
0

rationnel =

79. Si nous faisons les produits vectoriels deux a deux et mem-
bre & membre des 3 équations (41), il ne nous est plus permis, dans
ce cas-ci ou il s’agit de valeurs absolues, de négliger d’écrire, comme
nous avons négligé dans les équations (29) correspondantes le quo-
tient constant »,v,vy:vivirs, les 2 facteurs qui en tenant compte
toujours des relations p;», =— sin A, se mettent aisément en évidence:

Hilts s Y
M. I

Les vecteurs gv;l; et o'»{l{ sont ainsi les vecteurs représentant
les parallélogrammes-unités (§ 71) primitifs et nouveaux, c’est-a-dire
les faces du parallélipipede élémentaire correspondant, et les 3 éga-
lités que nous fournissent les produits vectoriels effectués sont l'ex-
pression des 3 parallélogrammes construits sur les segments d’arétes
(OA, OB), (OB, OC), (OC, OA), rapportés successivement aux paral-
lélogrammes-unités primitifs or;[; et aux nouveaux parallélogrammes-
unités o'v{l{ : (§ 71, 37)
on Al + ova duyly + ory d3ly = o'y A{L] + @' A5l - o'v; 45
o Bl + onByly + onyB.ly = o'v{Bil{ +ovi Bil; + o'viBily  (44)
oni il + onlhl + ovg Ly — o'v Il + o' v I 15 + o' 131G

Les parallélogrammes-unités primitifs go»;[; sont en fonction des
parallélogrammes-unité o’'»;l]

0=

s
3

za‘?|[ (45)

Door |, = o'v{|ayaja}ll] az|l;
DoQ”zl-z:Q""i{a;aa: [ +Q’v§la{a2a_§|[§
DOQ’V:%[:% —=o'v¢ ia,._ + Q "’2|

Si les 3 déterminants de chaque ligne sont divisibles par D,,
les nouvelles composantes des parallélogrammes ovl, sont entiéres ;
leur surface est donc celle, dans le méme plan, d'un parallélogramme
du nouveau Gitter.

|




Les composantes u{ du parallélogramme quelconque de compo-

santes u; :
onuly 4 ovsul, - orgugly
sont les 3 déterminants divisés par D, :
Uy Oy Uy Gy U0 @) af| o wyoyFuya,tuge; af i‘a,’ ay U ay +0,0, -+ Uz0;
WA+t usfs B3 By A1 wfi+ufytusfs Bi BB ufi+usfytuyfy
Uy +Ugye Ty 75 v3|, (71 Wy H0ys Tugys v (?’; o Uyt 407 T Uy
D, Dy Dy

Si les composantes u; données sont premiéres entre elles, le
paralléelogramme correspondant est un parallélogramme élémentaire
du Gitter primitif; pour que les nouvelles composantes uj déterminent
dans le méme plan le parallélogramme élémentaire du nouveau Gitter,
il faut également qu’elles soient entiéres et premiéres entre elles. Si
nous appelons A le produit des facteurs communs dans ces condi-
tions aux 3 numérateurs, le nouveau parallélogramme élémentaire est

done le multiple rationnel = du parallélogramme élémentaire primitif.

Les composantes des parallélogrammes-unités o'»{l{, rapporlés
aux parallélogrammes primitif o»l, sont de nouveau en fonction de
4, et D, exaclement ce que plus haut les composantes des ol sont
en fonction de D, et A, :

2,011 =ovy jafayay)l; —I_Q”Ilala{aﬂllz + ovs| ey ayaf|l;
4,055 = oy |agayally 4 vy oy ajag|ly + ors|ayasai |l (46)
4,03 = ovi|ajayay 'l |- ovy|ayalay |l 4 ovy |y asallly
Les surfaces de ces parallélogrammes élémentaires sont les ra-
cines carrées des formes quadratiques correspondantes divisées par 4, :

1 .
ovi= 1 VA laia,][aaia][aaai])

)

layayag)

1
V3= A, N|ajayay||oyajas|layayal

1 .
o'vi= A \/Q(\agaga3| aaha
—0

et si nous faisons le produit scalaire des 3 vecteurs que nous avons
écrit, de la forme : '

ERIRARIUE

il nous donne le volume d’'un nouveau parallélipipede construit sur
les 3 vecteurs o'v{l; comme aréles. En écrivant encore, comme au §
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précédent, le déterminant des composantes, dont chaque terme est
lui-méme un déterminant de 3me ordre :

laiopay| |aaias] oy

Ia aa5| a0y a3| |a1

|a5a2a3| layaba; EalaLadl

I

on voit immédiatement qu’il se réduit de nouveau au produit des 2
déterminants :

1 a; B i A1 B, Fl
‘zﬁaé ps ri| Ay By T
ay B 7 A3 B, F::z

La valeur du second qui est le déterminant-adjoint de D, est Dg,
et le produit scalaire cherché sécrit :

g Jr D’
st;*vgvgl{\lgl’_“o vy VaVs j( I V[ Iy

- ’ . . ‘D,
Le parallélipipede en question est donc le multiple ratzonnel Z )

0
du parallélipipede du méme type construit sur les 3 vecteurs ov;l;

comme aréles.

Bravais divise les arétes owli et o'»/li’ de ces 2 derniers parallélipipedes
par la racine cubique du volume du parallélipipede élémentaire correspondant et
appelle les 2 nouveaux Raumgitter dont ils sont dans ces conditions les paralléli-
pipeédes générateurs, les Raumgitter polaires des Raumgitters wv; et wi'ti’.

La transformation de coordonnées traitée dans ces 2 derniers
paragraphes est la transformation générale, effectuée d’un Raum-
gitter donné en un Raumglttel rationnellement commensurable par
rapport au premier. Il n’y aurait aucune difficulté mainténant a
chercher a quelles conditions doivent satisfaire les triples de coor-
données a;, f;, vy, et af, Bi, y{ données pour qu’elles déterminent
les 2 changements spéciaux de coordonnées ol le nouveau Raumglttel
est entiorement commensurable par rapport au premier § 77).
suffit pour cela que les relations entre les a;, f;, v, et af, pi, y,
solent telles que les 9 délerminants coefficients des wir! dans les
équations (42) soient chacun divisible par Dy, ou que les 9 déterminants
coefficients des u,;r; dans les equatlons (43) soient chacun divisible
par A,. D’autre part, on obtient directement ce que deviennent dans
ces 2 cas particuliers les résultats de la transformation générale en
y substituant successivement aux a;, f;, ;. et aux aj, ,31, yi les
valeurs particulieres 100, 010, 001, (le second cas correspond a celui des
§ 51 et 55 du changement des indlces), ¢’est-a-dire en prenant soit

les 3 sommets quelconques af, f{, yi du nouveau Gitter comme som-
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mets du parallélipipéde élémentaire du Gitter primitif, soit les 3 som-
mets quelconques a,;, f;, y;, de ancien Gitter, comme sommets du
parallélipipede élémentaire du nouveau Gitter.

80. La démonstration donnée aux § 69 et 74 de l'égalité des
parallélogrammes et des parallélipipédes élémentaires, basée directe-
ment sur la structure du Gitter, et qui peut d’ailleurs étre rendue
rigoureuse au point de vue mathématique,* doune comme corollaire
direct (§ 74) la valeur-unité du déterminant [x{x7x%/=1 comme con-
dition pour que le parallélipipede construit sur les arétes wir] soit
parallélipipede élémentaire du Gitter primitif. M. Daniéls me permet
d’ajouter ici ce dernier paragraphe ou énversement il montre que la
méme condition |by,by,bys|=1 est nécessaire et suffisante pour quz
les 2 Raumgitters u;t; et uit{ soient équivalents (que le paralléli-
pipéde construit sur wr{ soit parallélipipéde élémentaire du premier
Gitter et inversement), et déduit alors de la une preuve rigoureuse
et compléte de 1'égelité des parallélipipédes et des parallélogrammes.
élémentaires.

1) Pour que la figure (Raumgitter) construite sur les arétes p;1;
soit équivalente a celle construite sur les arétes wir{, leurs relations

— nécessairement a coefficients entiers by, et ~B—'f = fax — étant
Il B
witi=p,by ¥ bt b v By =y - B 0+ 2
. B B .
() wsre=pb,z, ;b + i, by vy et (D) e, =pi~ ti+ ”9 + §’
B B o ;.
pits=p; by ¥, -, byo €, s by vy My 1‘;:.“1‘“1'; + ul 1' 5+ o a“—"t:

il suffit, que le déterminant B des neuf b, en valeur absolue soit
égal a Uunité,
En effet %hube:ab:s.‘s’:1:IB11B22B33I

nous apprend 1° que dans chacune des six équations les trois coef-
ficients entiers sont premiers entre eux, et 2°, qu’a cause des rela-
tions (I—1II)

P X ¥ e Xoly X, —q/‘i(B 1X1+B1>‘{ +B ax%) 1Hus ( ) z‘hu::;(_‘)t:—’s
PiYi¥1+payet z-HLBX‘-;r)—ﬂl(bu}ﬁ+b21)’2+b;1)’“)r1+“ (—)ro+us(—)e,

*) Schinflies, Kristallsysteme und Krystallstructur, pag. 272. Brawais Mémoires
sur les systémes de points distribués réguliérement dans 'espace,



ce qui nous prouve que loul point & coordonnées entiéres du pre-
mier systeme est encore un point @ coordonnées entieres du second
el inversement c. q. f. d.

2) La condition B=1 est encore nécessaire. En effet nous avons
B'bll:B22B33_B23B32:B2(5221333—ﬁ23ﬁ32) ou encore
bll:B'(ﬁ22ﬁ33_ﬂ23ﬁ32) b12:B°(ﬁ3lﬁ28_ﬂ21ﬂ33) blfS:‘B'(ﬁ21ﬂ32_ﬁ3lﬁ22)

Les trois nombres b, b;,b,; ne seraient pas premiers entre eux, si |B|3-1.

3) Corollaire. Multipliant les équations I, nous trouvons a cause
de B—==1

pi g p[ i s ] = Ao o[, 1015
c¢’est-a-dire que les volumes des parallélépipedes équivalents sont égaux.

Nous trouvons absolument de la méme maniére, lorsqu’un plan e
contient les vecteurs-unités o, 0,; 01,04, que les systemes de parallélo-

Q2 <

grammes construits sur les cotés ¢,0,,0,0, d'une part, et sur
(I11) { 6101 —0;by0; + :bys0,
' 0505 = 01by10, + 0:bs50,

d’autre part, ne sont équivalents que lorsque B= |b,;b,,| ==1.

Corollaire. En formant le produit vectoriel des équations III,
nous obtenons B étant 1

UiaéiVQiQé I = 0,0,(by1 by, — b fz)lVQngi = 0102]V91921

c’est-a-dire que les surfaces des parallélogrammes élémentaires équi-
valents sont égales.

Or, les vecteurs 0,0, et 0,0, etant encore
Xty peXoly - pgXaty et Yy - 1o Yets + usysts

la surface du parallélogramme peut encore s’écrire

Vit = ) Gyt - el = PREV Doy, — sy )




	

