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CHAPITRE VIII

47. De la simple considération du complexe total des faces et
arétes possibles du ecristal, nous avons déja tiré la conclusion au
dernier paragraphe du chap. [V (§ 22), que les indices de ces faces
et aréles restent entiers quelles que soient les 4 d’entre elles (faces
ou arétes) auxquelles on les rapporte. Si donc les a;, f;,7;,9;, sont
les indices de 4 faces ou de 4 arétes du complexe par rapport a un
premier systéme, et les af,f{,r{,0{ leurs mdices par rapport a un
second systeme de référence (§ 27%%), ceux-ci sont entiers comme les
premiers; et puisque 4 faces ou 4 arétes, dont il n’y en ait pas 3
tautozonales ou coplanaires, sont nécessaires et suffisantes pour dé-
terminer complétement un complexe de faces et arétes ecristallines,
le probléeme du changement des indices se pose ainsi d’une maniere
tout a fait générale: Etant donnés les 4 couples d’indices a;, f;,7:,9;
et af,pi,ri, 901, et les éléments complets du 1er systeme de référence,
déterminer successivement :

1° les nouveaux indices u! de toute face d’anciens indices uj;.
20 les éléments du systeme des nouvelles faces élémentaires.
3° les nouveaux indices x| de toute aréte d’anciens indices x;.
4o les éléments du systéme des nouvelles arétes élémentaires.

Nous ne traitons que le cas ou les indices donnés sont ceux de
4 faces, dont 1l n’y en a donc pas trois tautozonales; le cas ou ils
seralent les indices de 4 arétes, non 3 a 3 coplanaires, se traiterait
d’une maniére 1dentique et en tout parallélement au premier.

" 48. Les 3 premiéres faces rapportées successivement au systéme
connu Ly, I, [,, I; et au systeme dnconnu [, I{, I}, [, (mais par
rapport auquel nous connaissons cependant leurs indices), nous don-
nent, les facteurs o, 0,, 05 satisfaisant aux équations :

Q(ao) =i &' (da’), L(ff)=03 L (F'F), L(y)=05 2 (V)



et par le fait rendant égaux les tenseurs des 2 membres correspon-
dants, les 3 égalités vectorielles suivantes:

violy vl + waly =0 (viail] +vi0l +via3l;)
vy + vafoly 4 vyl 0,(vip1l “‘T"V’)ﬂ’[, +"’;ﬁ§[§) (24)
vyl vyl + vyl = oviyil “1—"’2?3[’ + viysl )
Désignons un peu arbitrairement, 1l est vrai, mais d’une maniére
avantageuse pour rendre claire et simple notre transformation, par
les symboles |a,aayl, loaiaay oaja,al, ete., les déterminants de 3me
ordre :

alaza:ﬂl\ )01“ &, Oy 01050503
D, = BiBobsl  @:BiBBsl  |0BiBuBsl  ele,
Y1 7275l 0371 V2 Vs 03Y3272 Vs

et multiplions successivement nos 3 égalités par les déterminants
mineurs dans D, de «,, f,, 7, de a, f,, 7., et de a,, f;, 7. Nous
obtenons ainsi sans aucune difficulté 3 nouvelles équations qui sont
I'expression directe des vecteurs [; et des constantes »,, composantes
de la premiere face-unité, en fonction des vecteurs i et des compo-
santes »{ de la nouvelle face-unité:

Dovlll—v1|oa ayay| 1] v} |oadayayl 1+ v) Joajayas| 1
Dyw,l, =21 |ay0a{ay| 1 —|—'v, \a, 00! aJ|[ + v§ |ayoabag| 15 (25)
Dovsly =»{ loyap0ai [ 1] v} lqyay0af i1y + v} [ala.ﬂ,ga‘,g‘[ (4
Si nous substituons, dans le vecteur de la face d’indices quel-
conques u; par rapport au premier systéme :

Dy(ryu, | ~+», u, [, + vyuls)

aux valeurs Dyv;[; celles que nous venons de trouver, nous obtenons
le vecteur de cette méme face rapporté au systeme des [ :

vi(u loajaay| 4+ u, |a0aia;| - u;

+ vi(u loaayay| -+ uy |aj0asas] 4 uy 'a ay0a

+ vilug Joaiaas| -, |a0atas] 4 ug o a,00

Et ainsi les quantités entre parentheéses ne sont autres que les

nouveaux indices u; cherchés, qui d’ailleurs sous forme développée,
s'écrivent trés bien en déterminant de 4me ordre :

|01ty oafl)
r

1
)1

2
’
4}

U, u, us 0o u u, uy 0 u; u, g 0
AUy 0501 01| O AyU30( Ay |0y 0y0s0, A
£1BaPs0:1 : BiBsP30:0 5 : PiPsfs 05
ViV2730sV 1| |ViVaVs @372|  (V1P2V3 0373
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49. Reste a déterminer maintenant les facteurs o,, 0,, 05, autre-
ment que par les 3 équations qui nous ont servi a les poser, et
dans lesquelles les formes 2'(a’a’), ete. sont pour le moment du
moins également inconnues, et cela en utilisant précisément le couple
d'indices o; et 8 de la 4™ face donnée. Ainsi la premiére question
du probléme sera completement résolue.

Puisque les 6] sont les nouveaux indices de la face 9,, ils doi-
vent done vérifier 1'égalité proportionnelle que nous venons de
trouver :

9 0, 6 o] |6, 6, 65 o] |6 O & o
@ ay az 0y | Gy A3 04} |Gy Gy Gy Oy
B B B 0Bl T B B B oS T B B By oo
14 Ys Q71| Y1 72 Vs Q33| (71 V2 Vs @373

(30

VA L 3 ! S
(51 S5 B0l =

~2
|3

et qui, abstraction faite d’un facteur de proportionnalité, se décompose
par rapport aux inconnues o; en 3 équations partielles, dont nous
écrivons encore symboliquement les déterminants-coefficients :

0f =o,a{ [0y + 0,61 10y al + o371 [0 apfl
05 =g1a5 (087 + 0,05 19y al 4 0375 |0 ap
05 =o0,a5 |10y 4+ 0,85 [0y al 4 o5y5 |da B

Ces 3 équations se résolvent immeédiatement, mais comme en
réalité, en tant que provenant d’'une égalité de rapports, elles ne
sont que deux a deux indépendantes I'une de l'autre, nous n’avons
le droit d’en tirer de méme que les rapports des quantités ¢, pour
lesquels nous avons donc en multiphant par le déterminant commun

o' By

o OB 10y e
Qe = gl by al I a pl o

Cela nous suffit d'ailleurs pleinement ; dans la proportion plus
haut des indices uf, les facteurs ¢; jouant le méme role dans chacun
des indices et le premier lerme de leur colonne étant nul, leurs rap-
ports seuls entrent en ligne de compte. De méme dans les propor-
tions que nous trouverons plus loin les mmpliquant encore, ce ne
sera toujours que le rapport de leurs valeurs qu’il nous sera néces-
saire de connaitre.

Introduisons donc notre résultat dans les déterminants de 4me

ordre du § précédent, et nous obtenons directement sous leur forme
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définitive les indices uj de toute face u; uniquement en fonction des
indices de 4 faces rapportées successivement aux 2 systemes de
référence :

, __upyllé'By'| , | luyalld’y'a uafl|d’'ad’ |
ul— ‘aﬁﬂ a1—|_ !6/(1' ﬁ1+ '6aﬁ] yl

. OBy, o luralid’y'e] luap||d’'d’f|
96t uy — 1BV a’ ; _
@) 0=l BT T e T g
_ agpllo’g’y'| , | |uyal|dy'd| , | |uafl|d’a’f’|
u3* a3+ IIS“/Q} ﬁd+ ldaﬁ 78

50. Les o; ou du moins leurs rapports étant donc établis une
fois pour toutes, les autres questions du probleme ne présentent
maintenant plus aucune difficulté. Continuons a désigner par les
expressions |oa| oal pall , a, oal oal| , a, gal oal', ete., les détermi-
nants de 3me ordre :

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
0101 010y 0103 0 010, 0103 Gy 01Uy 010Gy

4 Ve ¥l r r 4 i

Ay = 1061 065 0B5 B 0.fh 0.f] fr 0:f% 0.
7 V4 4 Fs r ! v

0371 O3V2 O3V3| » (71 9372 ©O37V3| 5 |Va 093732 0373

et inversement de ce que nous avons fait pour notre premiére trans-
formation, multiplions successivement les 3 égalités vectorielles pri-
mitives par les déterminants mineurs dans A, de oaf, 0,81, 0371,
de o,ay, 0,85, o575, et de oal, 0,65, o375. Nous obtenons de
nouveau sans aucune peine ces 3 équations, qui sont la contrepartie
des équations (25):

A1l =»|a0aj0ai|l, + v, |a,0as0a5|l, 4 viiaz0as0al|l]
A3l =wv|oaia0afll, 4+ vy loaia,0al|l, + vi|oaiaz0allly (27)
A3l = loajoasaq |l + v, 0ai0aja,|l, + viloaioajay L,

et nous donnent immeédiatement les éndices des nouvelles faces fon-
damentales cherchées, rapportées au systeme connu de référence, et
en les élevant au carré, le rapport des composantes v; de la nou-
velle face-unité, que nous écrivons, en faisant encore abstraction du
facteur de proportionnalité :

vi2=Qa,0as0a;| a,oajpnl| ayoajoal)
vi2=Qoaja 0a}| oajayoa;| |oajasoas) (28)
vit=oajoaja,| |oajoaja,| |oajoaja,l)



S < -

Le calcul de ces derniéres formes quadratiques quoique un peu
long, n'offre aucune difficulté ; les constantes », et les cos A;, sont
les éléments donnés du systéme des [, et il est facile de voir que
dans ce cas-ci comme aussi pour les indices précédents des faces [},
il suffit toujours de la substitution des seuls rapports des facteurs o,
trouvés au § précédent.

51. Avant de passer aux 2 autres questions du probléme, ap-
pliquons nos résultats au cas particulier ol les nouveaux indices af,
pi, vi, 67 sont les valeurs 100, 010, 001, 111, c’est-a-dire au cas
ou les 4 faces données a;, f;, y;, 6; sont prises elles-mémes comme
faces fondamentales du nouveau systéeme de référence.

Les déterminants des équations (27) se réduisent immédiatement,
comme cela doit étre, aux simples indices a;, f;, y; des 3 nouvelles
faces fondamentales données; les déterminants [0'p"y"|, [0'y'd’|,
[0'a’p’ des égalités (26%) se ramenant a l'unité, toute face d'anciens
indices u;, recoit pour ses nouveaux indices uj :

u ‘ll a udl
af s ud 1ng = lugyl  |uyal  |uaf]

07| " 18yal " [dafl
et enfin les formes quadratiques (28) se simplifiant considérablement,
les composantes »{ de la nouvelle face-unité, d’anciens indices 9.,
deviennent d’abord, en sortant de la forme correspondante les fac-
teurs o0«

vi2:ivi?ivi2= 030} Aaa): 030} 2BP): 0303 Ary)

et ensuite, en divisant le second meml)le par le produit pie303 et
substituant aux o, les valeurs trouvées de leurs rapports :

vl 1wy —Mﬁ/\\/ Qaa): (Sya\\/.() (Bp) : \6aﬁ\\/.Q (77)
Au cas ou les indices a,, 5, y;, 0, seraient réduites, c’est-a-
dire telles que les tenseurs \V Qaa) , \V Q(BP) \/IJGI_}:)“, des vecteurs des
faces correspondantes se réduisent a l'unité, le rapport des compo-

santes »{ se réduirait également au seul rapport des 3 déterminants
que constituent les indices.

52. Les deux dernieres questions que nous nous sommes posées
se traiteront maintenant sans aucune peine et par le meéme procédé
que nous avons mis a traiter les 2 premiéres, dés que nous aurons



établi, parallelement aux égalités (24) entre les vecteurs des 3 pre-
miéres faces données, 3 égalités correspondantes entre les vecteurs
des arétes qui déterminent les intersections de ces 3 faces.

Pour cela, multiplions vectoriellement deux & deux et membre &
membre ces égalités (24). Si nous appelons 4, , B, , I'; les mineurs
du déterminant Dy, (§ 48), correspondants aux a, f;, y; et Ri4{ R, B},
R, I'{, ceux du déterminant A,, (§ 50), correspondants aux o,af, 0,41,
0371 ; sl nous tenons compte également, comme nous l'avons déja
fait au § 31, des équations (1), (§ 8), et de la relation fondamentale
entre les composantes de la face et de l'aréte-unité dans chacun des
2 systémes de référence :

wivy; =sin A, il =g AL i
st enfin nous négligeons d’éerire aux premiers membres le facteur
constant : »»,vy 1 v{vir;, completement inutile dans tout ce que nous
voulons établir, nous obtenons sans difficulté, entre les vecteurs des
aretes demandées, les 3 nouvelles égalités, compléetement homologues
des 3 égalités vectorielles (24):
A 4 e Aoty + g Aty =R (niAjv] - ui Al + uidiry)
(29) py Bty + py Byty +- py Bty =R, (] Biv{ + pu; Biv + uf Bir)
Lty A= po 5ty - gLy == Ry (i Iiv] + wi vy + pil'ies)

53. Reprenons naturellement pour les déterminants la notation
symbolique employée dans la premiere partie et multiplions succes-
sivement ces 3 égalités vectorielles par «,, p,, 7., par a, f,, 7, et
par ay, By, 5. Nous avons aussitot, parallelement aux équations
(25), les 3 équations suivantes, qui sont I'expression immédiate des
vecteurs r; et des constantes u;, composantes de la premicre aréte-
unité, en fonction des vecteurs r{ et des composantes u! de la nou-
velle aréte-unité :

Dopty ty=pu @y 0a; 00 s\rl—Ht
DBy pests—=—u lapaioas —{—,u,loala oal, 1"—+»z ; a{gagagérg (30)

v I

|
Dousts=p1|azoasoal|t] +u}oaias0af vyl loatoabast)

0a{0ay oy s

En substituant dans le vecteur de l'aréte d'indices quelconques
X; par rapport au systeme des t; :
Dy (X, 0y puXyty + psXsty)
aux valeurs Dyu;r; celles que nous venons de trouver, nous obtenons
le vecteur de cette méme aréte rapportée au systeme des tj :



11(X, lar0as0a;|4-X, @y 0a30a5 4 Xs|as0as 005t
+ wi(xiloaia,pail+-x, 00 ay0af|+Xsl0aiazoasit]
+ wilxileaioajal4-x,leaf gaja,|+x;l0a 0ajaty
et entre parenthéses ses nouveaux dndices x; cherchés qui s’écrivent
d’ailleurs tres bien, en les développant, sous forme de ces détermi-
nants de 3m¢ ordre : ‘
" u , X{:X§ X3 =
Xia + Xop + X305 0@} @il  |oral Xya - Xa - Xzaz 0af
Xif+ Xofy + Xafs 0uf5 5| 0BT Xify A Xofy + XsBs 03
X+ Xoye FXa7s Q75 QY| Q21 Xayi T Xely T Xa¥y QeV
010 Qa5 Xy 0y + Xoay - Xy0y
0Pt 0Py Xyfy -t Xofy - Xafy
0371 0375 X1+ Xos F Xs7s
Comme dans les deux cas des valeurs des indices uj et des
constantes »{, ce n’est toujours que les rapports des o¢; quil nous
est nécessaire de connaitre, et nous pourrions, comme pour les in-
dices u; écrire nos déterminants en y introduisant en place des o,
les quotients (26) représentant leurs valeurs; mais cette substitution
est inutile et le résultat est plus élégant de le garder sous cette
forme. |

54. Si enfin, a l'inverse de nouveau de cette premicre transfor-
mation, nous multiplions successivement les 3 égalités (29) par o ai,
0.f1, 0571, par oial, 0,5, o5y et par oiaj, 0,63, 0574, nous oblenons
parallelement encore aux équations (27), ces 3 dernieres égalités :

Agpiv] =y [oafayay| ¥t + py ayoaiay| vy + py layay0ai| v
31)  Aopiry = wy foajayag| vy + py ‘ay0aiag| v, + g [ayaz0al| vy
Aopsvs = wy Joajayas| vy + uy la0agas| v, + py layay0ai| v

Elles nous donnent immédiatement les #ndices des nouvelles
aretes fondamentales cherchées par rapport au systéme connu de
référence, el en les élevant au carré le rapport des composantes
de la nouvelie aréte-unité, que nous écrivons de nouveau en faisant
abstraction du facteur proportionnel: | |

wi2=w(joaiaay |a0aia| |aa0ai
;

e
i)
pir=o(loasaa;| |a0aso| laa0al) (32)
ui? = wlloasaay| |a0aias| |aja0a;l)
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Comme celles qui représentent les carrés des constantes »{, ces
derniéres formes quadratiques ne présentent aucune difficulté de cal-
cul; les constantes ; et les cos a;, sont les éléments donnés du
systeme des vecteurs r;, et dans ce cas-ci encore 1l est clair a pre-
miére vue que ce sont seuls les rapports des facteurs o; qu’il importe
de connaitre.

55. En terminant, comme nous l'avons fait pour la premiére
partie, appliquons nos résultats au cas particulier ou les indices af,
Bi, vi, 0, prennent de nouveau les valeurs 100, 010, 001, 111,
c’est-a-dire au cas ou les intersections des 3 premiéres faces données
a;, Bi, 7: sont les arétes fondamentales elles-mémes du nouveau
systeme de référence, et son aréte-unité, 'aréte harmonique de la
4me face donnée o;.

Dans ces conditions, les déterminants du § 53 qui sont les in-
dices x{ de l'aréte d’indices donnés x;, se réduisent aux expressions
suivantes :

K{ X3 ike =

0:05(X1 0+ Xo05 = X303) 1 030 (X1 B1 1 Xa85 + X305) 1 0102(X1 71 + X075 + X373)

qui, divisées par le produit g,0,0;, prennent en substituant leurs
valeurs aux o; qui restent en dénominateurs, la forme définitive :
Xi 1 X) 1Xs =
08| (%2, + %0, + Xya) 2 [8yal (X, + X,8, + x,,) : [daf| (x,7, + Xpp2 + xy73)
Les 3 équations (31) qui nous donnent les indices des nouvelles
arétes fondamentales, deviennent chacune comme 1l doit en étre, une
égalité représentant le vecteur d’une aréte en fonction des indices
donnés des 2 faces dont elle est I'intersec:tion : (§ 31)

1 ¥ r
E;AO puits =y (Byys — B )ty (Bsyy — Buys)tat-us(Biya — Boyi)ts

1 Pt
0—240 pat s = (Yo 03— y305)t;, o (Y30y — p103) ¥4 pus (7, @y — @, 7,)¥s

1 o ] ’ .
o Ayt s =ty (s — a3 f3)¥, + s (a3 8y — oy Ba)¥s -+ s (ay fy—a, By )5

Enfin par ce fait le rapport des composantes u{ se simplifie de
la méme maniere; 1l s’écrit d’abord :

pit s pg® e pgt =
Q%w(ﬂz}"c&_ﬂs?’z----) D030 (Yoa3—)30...) 1 Q3@ (%ﬁs—amgz'--')
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et en substituant aux ¢} leurs valeurs, il devient le rapport des
quotients de ces formes quadratiques par le carré du déterminant
correspondant :

(‘)(ﬁ‘z?’g—ﬁ:ﬁg:-) ) (U(J’gaa‘—?’saz----) ; o (A f5-— 3 fs....)
|opy]* |0ya[* |0ap?




	

