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CHAPITRE VI

28. Le vecteur :

nuili + v.,uA-\-v3u3l3

n'est pas en général un vecteur-
unité. Pour en trouver la valeur
absolue que nous appelons u4,
nous élevons au carré les 2 membres

de l'équation :

u4I r1u1l1 + v2u2l2 4- vgu3l3

Nous obtenons ainsi, selon les

règles du produit scalaire, la forme

quadratique suivante :

uf=. v\,\i\, + v\ul 4- vlul
4- '%vxv2uxu2 cos A12 4- 2 v2v3

qui peut s'écrire, si nous posons
par abréviation :

ßki EEEE V;Vk COS Aìk ßik.

ui=Qxxui+Q22uï + Q33ul

4-2ß12u,u2 4- 2ß23u2u3 4-2ß3iU3iii

ou plus brièvement encore :

UJ o(utU2U3) ß(uu)

Les expressions :

Oxxux + ß,2u2 4- ßi3u3 Esß'(ui)
fi12Ui 4- ß22u2 4-£?23u3 EEsß'(ll2)

Oxsux 4- ß23u2 + ß83u8 Q'(u3)

Le vecteur :

^iXi^i + n2x.,x2 +ftx3t3
n'est pas en général un vecteur-
unité. Pour en trouver la valeur
absolue que nous appelons x4,
nous élevons au carré, les 2 membres

de l'équation :

x4r fixxxxx 4- /j2x2r2 4- /%x3r8

Nous obtenons ainsi, selon les

règles du produit scalaire, la forme
quadratique suivante :

x\ n\x\ +n\x\ + nlx%
4- 2/Mi^2XiX2 cos a]2 4-

qui peut s'écrire, si nous posons
par abréviation :

ojki /uiru,k cos aik ïee a>Ik.

x| =(MnXj 4- ©j22x2 4- ft>33x3

4- 2w12x,x2 4- 2cu23x,x3 4- 2co3iX3x1

ou plus brièvement encore :

x| w(x,x2x8) eo(xx).

Les expressions :

COxxXx 4- ft>i2X._, 4- w13x3 CO,(Xi)

t012xi + W22X2 + <W23X3 ft>'(x2)

coX3xx + <o23x2 + o)33x.; ~to'(x3)
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sont les demi-dérivées partielles
de la forme par rapport à ultu2,u3,
et nous donnent pour sa valeur
l'identité suivante :

fl(uu) Ulfl' K) 4 u,Û' K) 4 n,Û'(n,)

Si nous divisons maintenant
notre vecteur :

''lUl-l + ^2U2L + Vsllglg

par la valeur ±vß(uu), nous en
faisons les vecteurs-unités des 2
faces possibles, opposées et parallèles

dont les indices sont Ui par
rapport au système de référence
des 4 faces données l0,li,l2,l3.

sont les demi-dérivées partielles de

la forme par rapport à Xi,x2,x3,
et nous donnent pour sa valeur
l'identité suivante :

CO(XX) 5= XjO) ' (Xj 4 X.«* ' (X>) 4 X;tW ' (X;l)

Si nous divisons maintenant
notre vecteur:

/uxxxxx +/t2x2r2 4- fi3x3xs

par la valeur ±\/w(xx), nous en
faisons les vecteurs-unités des 2

arêtes possibles, opposées et parallèles,

dont les indices sont x, par
rapport au système de référence
des 4 arêtes données to,ïi,Ï2>*s-

29. Connaissant maintenant les tenseurs des vecteurs de la face

d'indices u{ et de l'arête d'indices x,, nous reprenons les résultats,
établis au début, des § 2, 3, 4, 5 et 6, exprimés alors directement
en vecteurs-unités des faces et des arêtes et cherchons ce qu'ils
deviennent pour les valeurs absolues quelconques u4 et x4 de ces
vecteurs, et comment ils s'expriment en fonction de leurs indices.

L'angle cp de 2 faces données
d'indices entiers u, et u- :

u4l Viuji 4- 72U2-2 + ^3u3l3

U4I' =nuili 4- v.,u2U 4-v8u8I8

est donc immédiatement fourni par
le produit scalaire de leurs
vecteurs, pour lequel nous obtenons ;

VjUiUÎ 4-v|u2U2 +VSL1J.UÓ

4- vxv2 cos A12(u1u2 4-u2iii') +
ce qui peut s'écrire, en utilisant
les abréviations du paragraphe
précédent :

ijUiUi +fi22u2u2 4- fl23u3u3

+ 12KU2 +u2uO+

L'angle y> de 2 arêtes données
d'indices x entiers xx et xj :

x4r =/%x1t1 4- ju.2x2x2 4- jOgXgtg

x4r' =/.txx'xxx +Jw2x.,r3 4-^gXg.^r

est donc immédiatement fourni palle

produit scalaire de leurs
vecteurs, pour lequel nous obtenons :

fixxxxx + u'ix.2x', -\-/l?sX3Xs
4- fixfx2 cos a12(x1X2 -\- x2x() 4-

ce qui peut s'écrire, en utilisant
les abréviations du paragraphe
précédent :

coxxxxx[ 4- w22x2x2 4- co88x8x8

4-a)12(x1x2 +x2xî) 4-



et par analogie avec la forme

fi(uu) et son expression en fonction

de ses demi-dérivées partielles,
plus simplement encore :

fi(uu') fi(u'u)

ou:=u1ß(uO + u2ß(u2)4-u3ß(u0

=u(ß(ui) + u2ß(u2)4-u3ß(u1)

les Ui et les uj jouant un rôle

parfaitement symétrique dans ce

produit que nous venons d'obtenir.
Si nous tenons compte des

tenseurs :

u4 — Vß(uu) et u4 =\/ß(u'u')
nous avons donc directement en
fonction des indices :

fl(uu') (14)
COS (p

\lq{uu)q(u u)

et par analogie avec la forme
co(xx) et son expression en fonction

de ses demi-dérivées partielles,
plus simplement encore :

m(xx') co(x'x)

ou: x1co(xi) +x2co(x2)4-x3ft)(x3)
r=x'xw(xx) 4- x2cü(x2)4-x3co(x3)

les Xj et les x[ jouant un rôle
parfaitement symétrique dans ce

produit que nous venons d'obtenir,
Si nous tenons compte des

teneurs :

x4 \Jco(xx) et x/ =\/co(x'x')

nous avons donc directement en
fonction des indices :

COS U)
m(xx ' (14

\lco(xx)m(x'x')

30. L'angle d'incidence & de l'arête :

A*i*i*i + fh-hh + fhXsh

par rapport à la face :

VlUik + V2U2l2 + VgUglg

est également donné par la multiplication scalaire des 2 vecteurs (§ 2),

pour laquelle nous trouvons d'abord :

fixvx sin hi xxux + fi2v2 sin h2 x2u2 -f- u3v3 sin h3 x3u3

et ensuite, par le fait toujours des relations :

UiVi =sin Ai et sin Aj sin \\i=A.
sin Ai sin hi(x1u1 -f- x2u2 + x3u3)

Les tenseurs de ces vecteurs étant \/co(xx) et \/ß(uu)

nous avons encore directement en fonction des indices :

{xxux 4- x2u2 4- x3u8)z< (15)
cos

Vco(xx)ß(uu)
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31. Le vecteur de l'arête
possible parallèle aux 2 faces données :

"iUi-i M^UiL + »-gUglg

n u i I4 4- v.,u2l2 4- v3u8l3

est leur produit vectoriel (§ 3),

pour lequel nous obtenons :

Le vecteur de la face possible
parallèle aux 2 arêtes données :

A'iXiïi 4- fax^ç, 4- /x3x3r3

fh x i ïi + P~2 x 2 r2 + ,M3 Xg tg

est leur produit vectoriel (§ 3),

pour lequel nous obtenons :

»WU2U8—U3U2)^ M3 + V3VX{U3U'X — UiU3)Yl3l, 4- ^^(UiU.2 — u2u{)Vl1I2

/i2^(x2x3—x3x2)Vr2r3 4-i«3ia1(x3xM-XiX3)Vr3r14- /.ix/i2(xxx2~x2x[)\Txxx2

ce qui, en tenant compte de

nouveau des relations wi>x sin Ai et
des équations (1), (§ 8), qui
ensemble nous donnent :

VIA sin A1t1 jM1v1t1, etc.

peut aussi s'écrire :

ce qui, en tenant compte de

nouveau des relations fiy, sin A, et
des équations (1), (§ 8), qui
ensemble nous donnent :

sin AiVr,r, ^sin a,lin~ M.

peut aussi s'écrire :

n— ve »i,eit.

»Ws |^i(u2u.^ — u3u2)r, 4- fi2(u3u'x — uxu^)t2 4- ^3(utu2 — u2u()r3 j

—^—[^(XaXg — x3x2)li 4- v2(x3x[ — xxx:.)k + vH{xxx!2 — x2x()l3J

ou bien encore, si nous posons
dorénavant symboliquement :

u2u3 —u3u2 :~(uu')i
u.u, — u,u (uu')2

U4U2 — U2UÎ ES (Ull')3

»Wal l"l(»«')l>,l + l"j(UU')»*a + l"s(UUVs

(16)

Les indices de cette arête sont
donc les déterminants ainsi formés
des indices u i et u J des faces qui
la déterminent :

u2

u.
u,
Us

Ug Ui

Ug uî

U i u.

ou bien encore, si nous posons
dorénavant symboliquement :

X2 X 3 Xg X 2

x3x( — xtx8
X|X 2 ^2^-1

:(xx')i
(xx')2

:(XX').3

^'[".(xx'),!, 4 r,_(xx'),l, 4 "3(xx')3l3]

(16)

Les indices de cette face sont
donc les déterminants ainsi formés
des indices x; et x[ des arêtes qui
la déterminent :

X-2 Xg

xó xs

Xi x,
xî x<

3
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et s'écrivent facilement sous la
forme schématique qui s'interprète
à première vue :

«n

u;

U.,U3UiU.,

XXX
u 2 u g u i u 2

Ug

Us

et s'écrivent facilement sous la
forme schématique qui s'interprète
à première vue :

x,

x;

X2X3X!X2
XXX

X 2 X g X \ X -.

x3

X'.

32. La valeur absolue du vecteur
entre parenthèses (16) est d'après
le paragraphe 28 la racine carrée
de la forme :

w[(uu'),(uu').,(uu')3] oj[(uu')(uu')]

La valeur absolue du produit
vectoriel total est donc d'une part:

v1»'2»'3Vw[(uu')(uu')]

et d'autre part le produit des

tenseurs : V ß(uu)£>(u'u') et du sinus
de l'angle a des 2 faces d'indices

il j et u i. L'égalité de ces 2

valeurs nous donne immédiatement

pour le sinus de cet angle :

sin cp
vxv2v3\fco[(uu')(uu')]

V'i2(uu).Q(u'u

Si nous divisons cette expression

de sin cp par celle de cos cp

trouvée au § 29, nous avons, sous
cette forme simple et définitive,
la valeur de l'angle de 2 faces

U; et ui en fonction de leurs
indices :

t?
vxv2v3\/oj[{uu')(uu')]

9 Ohm') [ '

La valeur absolue du vecteur
entre parenthèses (16) est d'après
le paragraphe 28, la racine carrée
de la forme :

.Q[(xx')i(xx')2(xx')3]=ß[(xx')(xx')]

La valeur absolue du produit
vectoriel total est donc d'une part :

-i

^-fixfi2fis\a[{mi')(uu')]

et d'autre part le.produit des

tenseurs : y co(xx) et yoj(x'x') et du

sinus de l'angle y> des 2 arêtes
d'indices x, et xj. L'égalité de ces 2

valeurs nous donnent immédiatement

pour le sinus de cet angle :

sm yi
fix[i.2riH\/u[{xx')(xx')}

MV«(xx)o)(x'x')

Si nous divisons cette expression

de sin tp par celle de cos y
trouvée au § 29, nous avons, sous
cette forme simple et définitive,
la valeur de l'angle de 2 arêtes

Xi et xi en fonction de leurs
indices :

tgip-
/<i^2,«3\'.Q[(xx')(xx')]

M.m(xx')
(17)
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33. Tout vecteur de la forme :

(i'iUili -\-v2u2i2 4-r3u8l3)
— Xfauik + WiU + ^Ugl«),

les Ui et les uj étant les indices
entiers de 2 faces possibles et X

prenant toutes les valeurs rationnelles

de — oc à 4- oc, représente
une face également possible, puisque

ses indices sont entiers et

tautozonale aux 2 premières, puisque

son vecteur est coplanaire aux
2 vecteurs qui le composent.

A chaque couple de faces Ui
et ui du cristal correspond donc

une zone de faces possibles qui
a pour axe leur arête commune,
et pour indices u'i de chacune de

ses faces :

u'x.u2:\i'3=ux—Xu'x:u2—Xu'2:u3—X\î3

34. Désignons, sans trop nous
encombrer de parenthèses, par :

(§4)
„. sin un"

mu u )==- r—sin u u

le rapport de position de cette face

générale u" par rapport aux 2

faces déterminant la zone, et nous
trouvons très facilement sa valeur.

D'une part le vecteur plus haut
peut s'écrire sous cette forme qui
représente la même face :

,vxuAx 4- i»2u,l2 4- r8UsV

Yfî(uu)

\û(u'u')iv1u'1lx+v1>u2l2+v3u3l

Vfi(uu)üuT\ V^(u'u')

Tout vecteur de la forme :

(fixxxxx + fi2x2x2 4- n3x3x3)

—X{fixx'xxx 4- fi2x2t2 4- fisx'Ht3),

les Xi et les xj étant les indices
entiers de 2 arêtes possibles et X

prenant toutes les valeurs rationnelles

de — oc à 4- »=> représente
une arête également possible, puisque

ses indices sont entiers, et

coplanaire avec les 2 premières,
puisque son vecteur est coplanaire
aux 2 vecteurs qui le composent.

A chaque couple d'arête xt et

xi du cristal, correspond donc

un faisceau d'arêtes possibles qui
a pour support leur plan commun,
et pour indices xi' de chacune de

ses arêtes :

x i : x : x. -xx-Xx'x:x2-Xx2:x3-Xx'ó

Désignons, sans trop nous
encombrer de parenthèses, par :

(§ 4)

„, sin xx"
(xx'x -. r—sin x x

le rapport de position de cette arête

générale xi' par rapport aux 2 arêtes
déterminant le faisceau, et nous
trouvons très facilement sa valeur.

D'une part le vecteur plus haut

peut s'écrire sous cette forme qui
représente la même arête :

ifixxxxx + ,M2x2r2 4- ,a3x3rs-.

-X

Vœ(xx

V oj(x'x')fjuxx ; xx+u2x2 x.2+!i3x3 r8

yco(xXX I V'co(x'x')
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et chacun de ses vecteurs
composants étant maintenant un
vecteur-unité, nous avons, d'après ce

qui a été établi pour le coefficient
du second (§ 4) :

,\/.Q{u'u'}

\Jq(uu)
sin uu

sin uu

D'autre part, 1,„ L/, l„» étant les

vecteurs des 3 faces en question,
formons le quotient des valeurs
absolues des 2 produits vectoriels :

JVUu" | \/fl(uu). s/a(u"a"). sin uu"

JWA^Î S/Öfi7^7)- \/ß(u"u")- sin u'u»

Puisque ces vecteurs \ l„lu" et

H„'lu" ont tous deux la même
direction, celle de l'arête commune
aux 3 faces ou de leur axe zonal,
on se rend compte sans peine que
le rapport de leurs valeurs absolues

est le même que celui de

leurs composantes sur chacune des
3 arêtes fondamentales. Ces

composantes, trouvées au § 31,
s'expriment symboliquement: (uu")1(
(uu")2, (uu"), (u'u")i, etc., et l'égalité

posée devient :

\/fî(uu) sin uu" (uu")i

VrXuVJsin u'u" (u'u")i

De la comparaison des 2 résultats

obtenus, nous avons maintenant

l'égalité générale :

(18) X--
(uu"), vVm) sin uu

et chacun de ses vecteurs
composants étant maintenant un
vecteur-unité, nous avons, d'après ce

qui a été établi pour le coefficient
du second (§ 4) :

.\/oj(x'x')
\co(x)XX

sin xx

sin xx

D'autre part, r», rx', r," étant les

vecteurs des 3 arêtes en question,
formons le quotient des valeurs
absolues des 2 produits vectoriels :

]Yr*V' I V/a'(xx^ \Jœ(x"x")- «in xx"

iVïx'ïx"! V'ft,(x'x')- V/ffi>(x"x")- sinx'x"

Puisque ces vecteurs Vrsrx" et

]Jxx'X%" ont tous deux la même
direction, celle du vecteur de la face

commune aux 3 arêtes, on se rend

compte sans peine que le rapport
de leurs valeurs absolues est le
même que celui de leurs composantes

sur chacune des directions
des vecteurs des faces fondamentales.

Ces composantes, trouvées

au § 31, s'expriment symboliquement

: (xx")i, (xx")2, (xx")3, etc.,
et l'égalité posée devient :

\/co(xx sin xx" (xx")j

\Mx'x') sin x x (x'x").

De la comparaison des 2 résultats

obtenus, nous avons maintenant

l'égalité générale :

(u'u")i \/û{u'u') sin u'u'

(xx"), V/ft>(xx) sin xx"
X - -=M (18)

(x'x"), Vffl(x'x') sin x'x"
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35. De ces différentes relations
se déduit très simplement une
nouvelle expression du rapport
des indices de 2 faces quelconques
du cristal (§ 14).

Le couple de faces Ui etuj
détermine donc une zone de faces

possibles dont les indices sont de

la forme, X étant rationnel :

u i — Au ;

Pour la face u1 de cette zone

parallèle à l'arête fondamentale xx

son premier indice étant
nécessairement nul, ils se réduisent aux
2 derniers :

u2 - Xu2 u3 — Xus

Or cette face, en tant que plan
de jonction des 2 arêtes données :

1 0 0

(uu)i (uu)2 (uu)3

a également pour indices d'après
le schema du § 31 :

— (uu')s et (uu')2

c'est-à-dire :

u2ui — u,u2 et u3ui — UiU3

D'où, en comparant les 2 valeurs
de ces indices, le résultat général
du § précédent devient immédiate-
dans ce cas-ci :

2 Ui Vö(uu). sin uu1

11 î S/'i^W). sin u'u1

Il en serait de même pour les
faces u2 et u3 de cette même zone

De ces différentes relations se

déduit très simplement une
nouvelle expression du rapport des

indices de 2 arêtes quelconques
du cristal (§ 14).

Le couple d'arêtes Xi etxj
détermine donc un faisceau d'arêtes

possibles dont les indices sont de

la forme, X étant rationnel :

Xi — Xx[

Pour l'arête x1 de ce faisceau

coplanaire à la face fondamentale lx,

son premier indice étant
nécessairement nul, ils se réduisent aux
2 derniers :

Xt> — /.X 9 • Xtj ""-¦* AX v.

Or cette arête en tant qu'intersection

des 2 faces données :

1 0 0

(xx')t (xx')2, (xx')g

a également pour indices d'après
le schema du § 31 :

— (xx')8 et (xx')-.

c'est-à-dire :

X->X^ — X]X2 C* "8 1 ~~ *M"S

D'où, en comparant les 2 valeurs
de ces indices, le résultat général
du § précédent devient immédiatement

dans ce cas-ci :

;.
\m(xx). sin xx1

Xl V<m(x'x'). sin x'x1

Il en serait de même pour les

arêtes x2 et x3 de ce faisceau co-
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parallèles aux 2 autres arêtes
fondamentales, et des 3 équations

que l'on obtiendrait ainsi résulte
directement cette égalité de

rapports :

ut u2 u8 sinuu1 sinuu2 sinuu3

ui'u2'u3 sinu'u'sinu'u-'sinu'u3

c'est-à-dire que les quotients des

des indices de 2 faces sont
proportionnels aux quotients des sinus
des angles qu'elles font avec la
face de leur zone parallèle à l'arête
fondamentale correspondante.

36. Les 3 faces d'indices entiers:

viu! i -i + v2u 212 4- v3 u 313

v, u î tt 4- k,u212 4- Vgiiglg

Viu'i'l, 4- Vgiiglg + »>8u8l8

sont tautozonales (§ 5) s'il existe
3 nombres kx tels que la somme
des 3 vecteurs posés multipliés
par ces facteurs soit nulle, c'est-

à-dire, chaque li devant avoir pour
cela dans cette somme un coefficient

qui s'annule, tels que :

kiU4 + k2ui -fk8uï 0

kiii2 4- k2u2 + k8u8 0

kjUg + Mg 4-kgUg 0

Or ces 3 équations ne peuvent
être simultanément satisfaites par
des valeurs kt autres que 0, que
si le déterminant de leurs
coefficients s'annule :

tu
» 3

U 2

u8

11., 0

planaire aux 2 autres faces
fondamentales et des 3 équations

que l'on obtiendrait ainsi, résulte
directement cette égalité de

rapport:

X, X.2 X-: sin xx1 sin xx2 sinxx3
Xi x., x. ri"sin x x1 sin x x- sin x xs

c'est-à-dire que les quotients des
indices de 2 arêtes sont
proportionnels aux quotients des sinus
des angles qu'elles font avec l'arête
de leur faisceau coplanaire à la
face fondamentale correspondante.

Des 3 arêtes d'indices entiers :

fixxxtx -\-,u,x.2x2 +/*3X3r3
Hxx'xxx 4- ,u2x2r2 4- /Ugx'stg

fh^îh 4- A<2x2'r2 4- A%x'2r8

sont coplanaires (§ 5) s'il existe
3 nombres k, tels que la somme
des 3 vecteurs posés multipliés
par ces facteurs soit nulle, c'est-
à-dire, chaque r, devant avoir pour
cela dans cette somme un coefficient

qui s'annule, tels que :

k,x, 4- k2xi 4- k3xï 0

kix24-k2x24-k3x'^ 0

k,x3Mk2x34-k3x:3=:0
Or ces 3 équations ne peuvent

être simultanément satisfaites par
des valeurs k, autres que 0, que
si le déterminant de leurs coefficients

s'annule :

:0
Xi xi x,
X, Xa X2

X.3 Xg x8
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Mai si cela est, les 3 facteurs k,
sont possibles ; les fates u, étui
étant données, toute face
d'indices entiers u" satisfaisant cette

égalité, est par le fait tautozonale

aux 2 premières et c'est donc là
le déterminant équation de l'arête
commune en fonction des indices
des 2 faces déterminant cette arête.

Mais si cela est, les 3 facteurs k i
sont possibles; les arêtes x; et xj
étant données, toute arête
d'indices entiers x" satisfaisant cette

égalité, est par le fait coplanaire
aux 2 premières et c'est donc là
le déterminant équation de la face
commune en fonction des indices
des 2 arêtes déterminant cette face.

37. Si enfin nous introduisons
une 4me face u"{, tautozonale
encore aux 3 faces de la même zone

ui( ni etu", nous appelons (§6)
le rapport anharmonique de ces

4 faces, le quotient des rapports
de sinus :

(uu'u"u'"):
sin uu sin uu

et nous servant des relations du

§ 34, X et n étant les paramètres
des indices des 2 dernières en fonction

de ceux des 2 premières, nous
trouvons immédiatement sa valeur:

(19)(uu'u"u'") A_(uu")i4uu'")k
> (u'u")r(u'u'")k

Le rapport anharmonique de 4
faces tautozonales, s'exprimant
donc uniquement en fonction de

leurs indices entiers, est un nombre

rationnel ; c'est un corollaire
direct de la rationnalité des
indices des faces du cristal.

Si enfin nous introduisons une
4me arête x,'", coplanaire encore
aux 3 arêtes dans un même plan

X,, xi et xi', nous appelons le

rapport anharmonique de ces 4

arêtes (§ 6), le quotient des

rapports de sinus :

(xx'x"x"
sin xx sin xx

et nous servant des relations du

§ 34, X et fi étant les paramètres
des indices des 2 dernières en fon-
tion de ceux des 2 premières, nous
trouvons immédiatement sa valeur :

Le rapport anharmonique de 4

arêtes coplanaires, s'exprimant
donc uniquement en fonction de

leurs indices entiers, est un nombre

rationnel ; c'est un corollaire
direct de la rationnalité des

indices des arêtes du cristal.

38. Sur les 3 angles que déterminent entre elles les 3 faces

tautozonales u1( uj et u" ou les 6 angles que déterminent entre elles
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les 4 faces de la même zone Ui, uj, u" et u"[, deux seuls dans le

premier cas et trois seuls dans le second cas sont indépendants l'un
de l'autre. Dans les 2 cas, il suffit donc de tenir compte uniquement
de ceux de ces angles qui sont indépendants et pour lesquels nous
prendrons dès à présent soit les 2 angles uu' et uu", soit les 3 angles
uu', uu" et uu'".

Avec cela le simple rapport de position des 3 faces reste sans

aucune symétrie :

sin uu" sin uu"
sin u'u" sin (u'u-f-uu")

mais le rapport anhormanique des 4 faces :

sin uu" sin uu'"
(uu'u"u'") :

sin u'u" sin u'u"
s'écrit très facilement si nous appelons A sa valeur :

cot uu'" — cot uu'
cot uu" — cot uu'

et nous avons donc entre les angles de 4 faces tautozonales et la
valeur de leur rapport anharmonique la relation générale :

cot uu'" (1—A) cot uu' 4- A cot uu" (20)

Si ce rapport anharmonique a pour valeur —1, c'est-à-dire si
les 4 faces sont conjuguées harmoniques, le couple des 2 dernières

par rapport à celui des 2 premières, la relation se réduit à :

2 cot uu' — cot uu" — cot uu'" 0 (21)

Si enfin nous prenons pour la 3me face ui' la face u1 de la zone

qui est parallèle à l'arête fondamentale r, (§ 35), le paramètre A des

indices de cette face étant alors U; :uj, pour toute valeur rationnelle

p : q du paramètre fi de la 4me face u"', nous aurons pour le rapport
anharmonique correspondant : (19)

A U^
ujp

et la relation générale (20) devient dans ces conditions :

pu i. cot uu'" — qu j. cot uu ' (pu i — qu x cot uu' (22)

Naturellement tout ce qui vient d'être dit des angles de 3 ou
4 faces tautozonales se répéterait pour les angles que forment entre
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elles 3 ou 4 arêtes coplanaires ; l'égalité reliant les valeurs des 3

angles indépendants xx', xx" et xx'" et celle de leur rapport
anharmonique est donc également :

cot xx'" (1—A) cot xx' 4- A cot xx"

Elle devient si la valeur du rapport anharmonique est —1 :

2 cot xx' — cot xx" — cot xx'" 0

et enfin si la 3mo arête x" est l'arête x1 coplanaire à la face

fondamentale lt et la 4me, l'arête x'" de paramètre rationnel p:q,
elle s'écrit d'une manière assez symétrique :

px'i. cot xx'" — qx,. cot xx1 =(pxj — qXj) cot xx'

39. Les résultats de ces derniers paragraphes permettent de

résoudre aisément les 2 petits problèmes suivants que nous appliquons
aux faces tautozonales, mais qui évidemment se poseraient et se

résoudraient d'une manière pareille pour le cas des arêtes coplanaires.

I. Etant donnés les éléments du cristal, les indices des faces

Ui et ui et leur angle uu', toute face de leur zone:

1° son angle uu" connu, a ses indices u" de la forme:

Vfî(uu). sin un"
Ui—>Uii ou X=:—

\/fi(u'u'). sin u'u"

2° ses indiees u" connus, a son angle uu" déterminé par :

sinuu" V/ß(u'u').(uir)i
sin (u'u 4- uu")~~ y/^ij. (u<u").

Si nous appelons tg 0 la quantité connue que représente le
second membre, nous avons par le fait de l'égalité posée :

14- tg <~>_sin(u'u4-uu")4 sinuu" sin^-4-uu )i
u u

1 — ts & sin (u'u — uu") —sinuu" /u'u „\ u'uo \ / pnc L_ mi " I ein(UU „l 1

cos(—_-|_lUi"J sin-

ou encore, en changeant le signe des angles :

tg (™1- uu") tg "^ tg (45° 4- ©)

c'est-à-dire une expression plus directement logarithmique que la première.
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IL Etant donné les indices des faces Uj, ui et ui' et leurs angles
uu' et uu", toute face de leur zone:

1° son angle uu'" connu, a ses indices de la forme (§ 37) :

-
1 (uu"),

u i — /ui ou fi -—, - .- ;.
(uu u u (u U );

2° ses indices u'" connus, a son angle uu'" déterminé par :

cot uu'" (1—A) cot uu' 4- A cot uu"

Mais comme nous pouvons aussi écrire :

sin uu'" 1 sin uu"
sin (u'u + uu'") A 'sin u'u"

nous avons, en opérant d'une manière toute pareille à celle du cas

précédent, si nous posons la quantité connue :

1 sin uu"
A' tr lï->

sin u u

tg(uu:._uu'") tg ^tg (450+0)
c'est-à-dire encore une expression bien plus avantageuse que la
première au calcul par logarithmes.

40. Comme cas particulier, si les 3 faces u,, uj et u" sont les

3 faces tautozonales à l'arête fondamentale r1; d'indices 010, 001 et

011, (c'est-à-dire les 2 faces fondamentales 12 et lg et la face p, (§ 19)

les indices u'J' d'une 4me face quelconque de cette même zone sont
donc de la forme :

U ' A'(u'u")iUi
Or en substituant les indices ui( ui et u" donnés, pour i=l

cette forme se réduit à :

1

«i +XUl
de sorte que nous obtenons pour le rapport des 2 indices u'f
différents de 0 :

4 A.
u3
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On obtiendrait dans les mêmes conditions pour le rapport des

2 indices non nuls d'une face tautozonale à l'arête r2 ou à l'arête r3 :

4 A et ?I A.
Ul u2

et le résultat général peut s'exprimer ainsi :

Pour toute face appartenant à l'une des 3 zones que constituent
les arêtes fondamentales, le rapport de ses 2 indices non nuls est

égal au rapport anharmonique obtenu en accouplant cette 4ine face

au groupe correspondant des 3 faces u,, u[ et u" choisies et
maintenues dans l'ordre qui leur a été donné.


	

