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CHAPITRE VI

28. Le vecteur:
vy + vl - rugly

n'est pas en général un vecteur-
unité. Pour en trouver la valeur
absolue que nous appelons uy,
nous élevons au carré les 2 mem-
bres de l'équation :

U4[: ’Vll_]l[l "!_ V2u2[2 “E— v:—_}llj[,—j

Nous obtenons ainsi, selon les
regles du produit scalaire, la forme
quadratique suivante :

5] B b 9 g
ui =. »{,ui, +»3uj 4+ »ju3

+ 2v,v,uyu, €08 Apy + 2 vy,

qui peut s’écrire, sI nous posons
par abréviation :

Qi =, c0s A, =0y
ui==02,ui + ,uj + Lyuj

—+20, ,u,u, + 202,5u,u5 4 2825, uu,

ou plus briévement encore :

ui — Q(u;u,u,) = Q(un)
Les expressions:
Quy + 20y + Qpuy =027 ()
Qouy + 1, + Lpsuy =027 ()
Qi3uy + Qy5u, + Qyyuy == 27 (uy)

Le vecteur:

Py Xy Ty~ (o XoTy = psXsTy
n'est pas en général un vecteur-
unité. Pour en trouver la valeur
absclue que nous appelons x,,
nous élevons au carré, les 2 mems-
bres de l'équation:

Xy U= X ¥ + (pXoly = UsXgly

Nous obtenons ainsi, selon les
regles du produit scalaire, la forme
quadratique suivante :

Xi=uixi + p3x3i + pix3
ot D by Xy Xy COB Byg ~ coasnrsnnarsian
qui peut s’écrire, sl nous posons
par abréviation :

WD = Wil COS By = Wy,

X = 0 X] + 0yX5 + 0g5X3
+ 203X, Xy + 20059 X, X5 + 2005, X5Xy
ou plus brievement encore:

X3 = oX;X,X3) = o(xx).

Les expressions :

a)11X1 + U)Ic).k + (1)10)1_% )] (Xl}
(1)12\1 + U))c)}&) + (U)g)\! — (\ )
My5X; F 093X, - 045X, == 07 (X;)



sont les demi-dérivées partielles
de la forme par rapport & u.u,,ug,
et nous donnent pour sa valeur
I'identité suivante :

Quu)=u, 2 (u,) + 0,27 (v,) + v, 2’ (u,)

S1 nous divisons maintenant

notre vecteur:
viugly 4 uly 4 vl

par la valeur 4V 2(uu), nous en
faisons les vecteurs-unités des 2
faces possibles, opposées et paral-
leles dont les indices sont u; par
rapport au systeme de référence
des 4 faces données [,[.1,,1,.
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sont les demi-dérivées partielles de
la forme par rapport a x,x,.X,
et nous donnent pour sa valeur
I'identité suivante : |

o(x3) =x07 (%) + X,07(X,) + X0 (%)

Si nous divisons maintenant
notre vecteur:

fulxlrl + ngzrg + Mf‘?x.‘-‘:rh'

par la valeur ~+\/om(xx), nous en
faisons les vecteurs-unités des 2
arétes possibles, opposées et paral-
leles, dont les indices sont X, par
rapport au systéeme de référence
des 4 arétes données r,,r,,1,,1,.

29. Connaissant maintenant les tenseurs des vecteurs de la face
d'indices u; et de l'aréte d’'indices x;, nous reprenons les résultats,
établis au début, des § 2, 3, 4, 5 et 6, exprimés alors directement
en vecteurs-unités des faces et des arétes et cherchons ce qu'ils de-
viennent pour les valeurs absolues quelconques u, et x, de ces vec-
teurs, et comment ils s’expriment en fonction de leurs indices.

L'angle ¢ de 2 faces données
d’indices entiers u; et uj:

U_:LI- = 'Vlulll + 'VQU:_)IQ _}— 1;3l13[3
usl’ =wvuil, + vusly, +vuils
est donc immédiatement fourni par
le produit scalaire de leurs vec-
teurs, pour lequel nous obtenons ;
riuug 4+ viu,ul 4 viugul
vy cos Ap(ugul H-usug) ...
ce qui peut s’écrire, en utilisant
les abréviations du paragraphe

précédent :
11U U] = Q5005 + Q3uzu
+ p(wud 4 wui) s

L'angle v de 2 arétes données
d’indices x entlers x; et x]:

Xyt = gy X Ty HaXoly - psXyly
Xy P = i Xq0 — X oty - pus Xyt
est donc immédiatement fourni par
le produit scalaire de leurs vec-
teurs, pour lequel nous obtenons:

pIXX] 4 u3XX S A= XX
+ s €08 Ay5(X X5 + XX 1) e
ce qui peut s’écrire, en utilisant
les abréviations du paragraphe
précédent : '

W11 XX | T 05X, X5 - WggX3X
+0)12(X1x;} + X?X{) -—I_ CEEX RN RN
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et par analogie avec la forme | et par analogie avec la forme
Q(uu) et son expression en fone- | w(xx) et son expression en fonc-
tion de ses demi-dérivées partielles, | tion de ses demi-dérivées partielles,

plus simplement encore : plus simplement encore :
Q(uu’) = @(u’u) | w(xx") = w(x'x)
our=u; Qu{)+uwQu)+uzQus) | ou:=x;0(x]) 4 X,0(x})+ x30(x3)
=u{Q(u) + uiQu,) +ujely) —X{0(X;) + X3 0(X;) +x50(x5)

les u; et les u{ jouant un role | les x; et les x{ jouant un role
parfaitement symétrique dans ce | parfaitement symétrique dans ce
produit que nous venons d’obtenir. | produit que nous venons d’oktenir,

St nous tenons compte des ten- Si nous tenons compte des ten-
seurs : eurs :
uy ::\/Q(uu ) et uj = \/D(u = \/Jxx_)et x, =V o(x'x’)
nous avons donc directement en | nous avons donc directement en
fonction des indices: fonction des indices :
Q(uu’ 14 w(xx’ 14
s AW A el
\ e(uu)e(u’u’) V o(xx)o(x’'x’)

30. L’angle d’incidence 9 de l'aréte:
M XYy U Xty - UsXyTy
par rapport a la face:
riuly + vauply 4 vusl;

est également donné par la multiplication scalaire des 2 vecteurs (§ 2),
pour laquelle nous trouvons d’abord:

wvy sin hy . xjup -+ pevs sinhy L xu, + wgvs sinhg L xu,

et ensuite, par le fait toujours des relations :
wiv; =—sin A, et siin A; sin h, =— 4,
sin A; sin h;(x;u; + x,u, + x3u3)

Les tenseurs de ces vecteurs étant \/Wx) et \/m
nous avons encore directement en fonction des indices:
(x,u; + Xpu, + Xju5)4 (15)

\ @(xx)2(uu)

cos ¢ —



31. Le vecteur de 'aréte pos-
sible paralléle aux 2 faces données:

Yy lllll —“‘ "1/21.]2[2 + V;;u:.;[;.}
viuily +wusl, +wuily

est leur produit vectoriel (§ 3),
pour lequel nous obtenons :
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Le vecteur de la face possible
parallele aux 2 arétes données:
PX 1Ty T (o Xo Ty - UzXg Ty
My X T = MoX 5Ty = Xy

est leur produit vectoriel (§ 3),
pour lequel nous obtenons :

”2"’:-}(“2“:;_113“-3)\'?[2[3 + v (ugu "—'U1U§)V[3[1 + vwa(uul — Uzui)V[Jz

[ M5 (X,X —ngé)\rrz T3 - sty (XX _XLX:'J.)Vr:-sr1 —+ 1y p5(X X3 —XpX )Vr1 T,

ce qui, en tenant compte de nou-
veau des relations wy;, = sin A, et
des équations (1), (§ 8), qui en-
semble nous donnent :

peut aussi s’écrire :

ce qui, en tenant compte de nou-

veau des relations wy, == sin A, et

des équations (1), (§ 8), qui en-

semble nous donnent :

sin A,
M.

[1 :lu’l 7y (

M.

Vr2r3:si11 - 1 ete.

peut aussi s’écrire :

ViVaVs [#1(”2“:2 — uyu)ty + wy(uguf — ugubiry + py(uuy — u2ui)l‘3]

1 Ha by

M.

ou bien encore, si nous posons
dorénavant symboliquement :

wu; — ugus = (uu’),
ugui — ugui = (uu’),
uuj — uui = (uu');

Vv, [‘“1 (au’),r, + g, (au’),r, + H:;(lm’):arsl
(16)

Les indices de cette aréte sont
done les déterminants ainsi formés

des indices u; et uj des faces qui

la déterminent :

Ug uy

’

Ug

Us

’

Uy

u
u

LT T U]

uj

["1 (XaX 3 — X:sxé)[l + vy (X3x] — X1x§)[2 + vy(x; x5 — x:zxi)[a]

ou bien encore, si nous posons
dorénavant symboliquement :

X,X§ — XgX 3 = (XX')
X3X 1 — X X5 = (xx'),
X1X} — XoX{ = (xx');
B i L+ e, + G

(16)

Les indices de cette face sont
done les déterminants ainsi formés
des indices x; et x| des arétes qui
la déterminent:

X

X
X

g

aq 2
X{ X;

[ S0 (8]



et sécrivent facilement sous la
forme schemathue qui s'interpréte
a premiere vue:

UqjuoUgUUs|ly
XXX
uijusuzuiusfus

32. La valeur absolue du vecteur
entre parentheses (16) est d'apres
le paragraphe 28 la racine carrée
de la forme:

o[(ua’), (uu’),(uu’),] =

= o[(uu’)(uu’)]

La valeur absolue ‘du produit

vectoriel total est done d’une part:

v\ o[ (uu’)(un’)]

et d’autre part le produit des ten-

seurs: \o(uu)e(u’u’) et du sinus
de l'angle a des 2 faces d'indices
u; et uj. L'égalité de ces 2 va-
leurs nous donne 1mmédiatement
pour le sinus de cet angle :

v\ ol (uu’)(un’)]

sin ¢ == ; —
\/ 2(uu)e(u’u’)

Si nous divisons cette expres-
sion de sin ¢ par celle de cos ¢
trouvée au § 29, nous avons, sous
cette forme simple et définitive,
la valeur de l'angle de 2 faces

u; et ui en fonction de leurs in-
dices :
g Vol )] o

Quu’)
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et s'écrivent facilement sous la
forme schématique qui s’interpréte
a premiére vue:

X

b

Xil|XsXaX1Xs
XXX
X{[XoX5X{X"o[X]

La valeur absolue du vecteur
entre parenthéses (16) est d’apres
le paragraphe 28, la racine carrée
de la forme :

A (xx"); (xx") (xx");] == 0 (xx’)(xx")]

La valeur absolue du produit
vectoriel total est done d'une part:

1 Gy
I\T'Mﬂzlls\/g[(uu Juw)]

et d’autre part le produit des ten-
seurs : \ o(xx) et Vo(x'x’) et du si-
nus de l'angle v des 2 arétes d'in-
dices x; et x{. L’égalité de ces 2
valeurs nous donnent immédiate-
ment pour le sinus de cet angle:

P Mo Nol(xx)(xx')]
M-\/ o(xx)m(x'x’)

S Y —

Si nous divisons cette expres-
sion de sin y par celle de cos y
trouvée au § 29, nous avons, sous
cette forme simple et définitive,
la valeur de l'angle de 2 arétes
x; et x{ en fonction de leurs in-
dices :

st (3 )(xx )]

M.o(xx) (17)

t =



33. Tout vecteur de la forme:

(rougdy = musly - wugly)
— Aruily 4 ruily +vuily),

les u; et les u} étant les indices
entiers de 2 faces possibles et 4
prenant toutes les valeurs ration-
nelles de — =z a 4 o=, représente
une face également possible, puis-
que ses indices sont entiers et
tautozonale aux 2 premiéres, puis-
que son vecteur est coplanaire aux
2 vecteurs qui le composent.

A chaque couple de faces u;
et u; du cristal correspond donc
une zone de faces possibles qui
a pour axe leur aréte commune,
et pour indices ui de chacune de
ses faces:

uiugiul=u;—4uj:u,—Auj:us—4iu;

34. Désignons, sans trop nous
encombrer de parentheses, par:
(S 4

sin_uu”
sinu’u”

(uu'u”) =

le rapport de position de cette face
générale uf par rapport aux 2
faces déterminant la zone, et nous
trouvons tres facilement sa valeur.
D’une part le vecteur plus haut
peut s’écrire sous cette forme qui
représente la méme face :

(’V]_ l,l] [1 + 'Vg 11-2 [3

T V3Us [3)
Vo(uu)

_}mea;j (”1 uil+wushb4ru;g L‘a)
\/ 2(uu) \/ o(u'u’)

Tout vecteur de la forme:

(4 Xy Ty = paXo Ty = 5X5T5)
— A X0 - paX 4Ty - ugXiT,),

les x; et les x| étant les indices
entiers de 2 aréles possibles et 4
prenant toutes les valeurs ration-
nelles de — o= a - o=, représente
une aréte également possible, puis-
que ses indices sont entiers, et
coplanaire avec les 2 premieres,
puisque son vecteur est coplanaire
aux 2 vecteurs qui le composent.

A chaque couple d’aréte x; et
x; du cristal, correspond donc
un faiscean d’arétes possibles qui
a pour support leur plan commun,
et pour indices x{ de chacune de
ses aretes:

X7 X5 X=X, —AX]:Xo,—AX}:1Xs—AX}

Désignons, sans trop nous en-
combrer de parenthéses, par :
(§ 4 _
sin xx”
sin x'x”

(xx'x”) =

le rapport de position de cette aréte
générale x7 par rapportaux 2arétes
déterminant le faisceau, et nous
trouvons trés facilement sa valeur.
D’une part le vecteur plus haut
peut s’écrire sous cette forme qui
représente la méme aréte:

(F51X11'1 + M Xp T+ ,“;-;X;-;I’E‘)

\ Yor(xx)
2\/0)(3(’ )(:“I.Xl’. ! +/1-2X§r~z+/‘:%xér3)
Vorlxx Volx'x')



et chacun de ses vecteurs com-
posants étant maintenant un vec-
teur-unité, nous avons, d’apres ce
qui a été établi pour le coefficient
du second (§ 4):

\/Qu u’)

\/Q (uu)

D’autre part, [, [,-, [~ étant les
vecteurs des 3 faces en question,
formons le quotient des valeurs
absolues des 2 produits vectoriels :

Sil’] uu”

sin uu’

\/.Q(uu). \/.Q(u 7u”). sin un”

VL,
_T_u’_[—u_”l B \/Q(u’u’). \/.Q(u 7u”)+ sin u’'u”

. T
Puisque ces vecteurs VL[ et

VI,-L,» ont tous deux la méme di-
rection, celle de I'aréte commune
aux 3 faces ou de leur axe zonal,
on se rend compte sans peine que
le rapport de leurs valeurs abso-
lues est le méme que celui de
leurs composantes sur chacune des
3 arétes fondamentales. Ces com-
posantes, trouvées au § 31, s’ex-
priment symboliquement: (uu”),,
(uu”)y, (uu”), (u'u”),, ete., et'éga-
lité posée devient:

\/IQ_(IMJ_J)— sin uu”  (uu”),

Ve(u'u') sin u'u” (u'u”);

De la comparaison des 2 résul-
tats obtenus, nous avons mainte-
nant 1'égalité générale :
Ve

Ve(u'a’) sinu’u”

(uu”), sin uu”

(uu”)

18) 1=
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et chacun de ses vecteurs com-
posants étant maintenant un vec-
teur-unité, nous avons, d’apres ce
qui a été établi pour le coefficient
du second (§ 4):

Vo)
Vw\x

D’autre part, t,, t,-, r,~ étant les
vecteurs des 3 arétes en question,
formons le quotient des valeurs
absolues des 2 produits vectoriels :

sin ‘xx”

sin xx’

\/w(x‘(
\/w (x'x’). \/w(‘c”x”) sinx’x”

‘Vr £ | \/w(x”‘(”) sin xx”

l\I Ir !.r

Puisque ces vecteurs \1,r,~ et

Ve, v~ ont tous deux la méme di-
rection, celle du vecteur de la face
commune aux 3 arétes, on se rend
compte sans peine que le rapport
de leurs valeurs absolues est le
méme que celul de leurs compo-
santes sur chacune des directions
des vecteurs des faces fondamen-
tales. Ces composantes, trouvées
au § 31, s’expriment symbolique-
ment : (xx”),, (xx”),, (xx”)s, etc.,
et I'égalité posée devient:

(xx”),

(x'x")

Vo(xx  sin xx”

\/o(x'x") sin x'x”

De la comparaison des 2 résul-
tats obtenus, nous avons mainte-
nant I'égalité générale:

(xx”), _\/;(—X—X_)— sin Xx”

A= = — (18)
(x'x”); \/w(x’x’) sin xX'x”



35. De ces différentes relations
se déduit tres simplement une
nouvelle expression du rapport
des indices de 2 faces quelconques
du cristal (§ 14).

Le couple de faces u; et u; dé-
termine donc une zone de faces
possibles dont les indices sont de
la forme, 42 étant rationnel:

u; — 4u]
Pour la face u! de celte zone
parallele a I'aréte fondamentale r,
son premier indice étant néces-

sairement nul, 1ls se réduisent aux
2 derniers:

u, - Auj , uy — 4u}

Or cette face, en tant que plan
de jonction des 2 aretes données:

1 -0 0
(uu)y  (uu),  (uu)

a également pour indices d’apres
le schema du § 31:
— (uu’); et (uu'),

c’est-a-dire :

u,u; — uu, et ugu; — yug

D’ou, en comparant les 2 valeurs
de ces indices, le résultat général
du § précédent devient immédiate-
dans ce cas-c1:
u, Vo(uu). sin uut

! = T
U1 Vo(u'w). sin u'ut

Il en serait de méme pour les
faces u? et u?® de cette meme zone

; W,
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De ces différentes relations se
déduit trés simplement une nou-
velle expression du rapport des
indices de 2 arétes quelconques
du cristal (§ 14).

Le couple d’arétes x; et x| dé-
termine donc un faisceau d'arétes
possibles dont les indices sont de
la forme, 4 étant rationnel :

Xy — AX

Pour l'aréte x' de ce faisceau
coplanaire a la face fondamentale [,
son premier indice étant néces-
sairement nul, ils se réduisent aux
2 derners :

X, — AX) . X3 — AX}

Or cette aréte en tant quinter-
section des 2 faces données:
1 0 0
(xx)p  (xx')y,  (xx')y
v 3 L : M
a eégalement pour indices d’apres
le schema du § 31:
— (xx'); et (xx'),
c’est-a-dire :
X,X] — X; X5 et XgX{ — Xx;X3
D’ou, en comparant les 2 valeurs
de ces indices, le résultat général

du § précédent devient immédiate-
ment dans ce cas-ci:

%, _\/w(xx). sin xx!

’ I —_— .
Al Vo (x'x’). sin x'x!

Il en serait de méme pour les
arétes x? et x® de ce faisceau co-



paralleles aux 2 autres arétes fon-
damentales, et des 3 équations
que l'on obtiendrait ainsi résulte
directement cette égalité de rap-
ports :

u; u, u; sinuu! sinuu? sinuuv?
u; uyup  sinu'utsinu’u?’sinu’u?

¢'est-a-dire que les quotients des
des indices de 2 faces sont pro-
portionnels aux quotients des sinus
des angles qu’elles font avec la
face de leur zone parallele a I'aréte
fondamentale correspondante.

36. Les 3 faces d'indices entiers:

'Vlul[l + 'Vzuzg[.z + 1)3[]3[3
viugly 4= vugl, 4 vugls

ruil +vuil, 4+ ruil;

sont tautozonales (§ 5) s’1l existe
3 nombres k; tels que la somme
des 3 vecteurs posés multipliés
par ces facteurs soit nulle, c'est-
a-dire, chaque [; devant avoir pour
cela dans cette somme un coeffi-
cient qui s’annule, fels que:

ki, + koui +ksuy =0

k,u, + kyuj 4+ ksuj —=

kjuy 4 kyuj + kyuf =

Or ces 3 équations ne peuvent
eétre simultanément satisfaites par
des valeurs k; autres que 0, que
st le déterminant de leurs coef-
ficients s’annule:

iUl i uf
Ug u; uil=90
us uz uj

38

planaire aux 2 autres faces fon-
damentales et des 3 équations
que l'on obtiendrait ainsi, résulte
directement cette égalité de rap-
port :

X, X, X3 sinXx! sinxx® sinxx®
~sin x'xUsin x'x?'sin x'x3

%] Xo %L

¢’est-a-dire que les quotients des
indices de 2 arétes sont propor-
tionnels aux quotients des sinus
des angles qu’elles font avec I'aréte
de leur faisceau coplanaire a la
face fondamentale correspondante.

Des 3 arétes d'indices entiers :

X T = (X, Ty - (X Ty

MXTTy = (X 5T = usX il

M X Tt (o X5Ty = Xy
sont coplanaires (§ 5) s’1l existe
3 nombres k; tels que la somme
des 3 vecteurs posés multipliés
par ces facteurs soit nulle, c'est-
a-dire, chaque r; devant avoir pour
cela dans cette somme un coeffi-
cient qui s'annule, fels que:

kix; + kox{ 4 kyx7 =0
kix, + koxj + kyx§ =
ki X3 - kox§ =+ kyxj
Or ces 3 équations ne peuvent
étre simultanément satisfaites par
des valeurs k; autres que 0, que
si le déterminant de leurs coeffi-
cients s’annule :

Xi X; X}
X3 X3 Xj




—

Mai si cela est, les 3 facteurs k,
sont possibles ; les faces u; et uj
étant données, toute face d’in-
dices entiers uf satisfaisant cette
égalité, est par le fait tautozonale
aux 2 premiéres et c’est donc la
le déterminant équation de 1'aréte
commune en fonction des indices
des 2 faces déterminant cette aréte.

37. Si1 enfin nous introduisons

une 4me face u?7, tautozonale en-
core aux 3 faces de la méme zone
u;, uj etu?, nous appelons (§ 6)
le rapport anharmonique de ces
4 faces, le quotient des rapports
de sinus :

o Sinuu” sin uu”
T ginuu” s u'n”?

(uu’u”u

et nous servant des relations du
§ 34, 1 et u étant les parametres
des indices des 2 derniéres en fone-
tion de ceux des 2 premiéres, nous
trouvons immédiatement sa valeur:

A__(uu”) (uu”),
1w (u'u”) (u'u”),
rapport anharmonique de 4
tautozonales,
donc uniquement en fonction de
leurs indices entiers, est un nom-
bre rationnel ; ¢’est un corollaire
direct de la rationnalité des in-
dices des faces du cristal.

(19) (uu'u”u”) =

n

Le

faces

s’exprimant
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Mais si cela est, les 3 facteurs k;
sont possibles; les arétes x; et x|
étant données, toute aréte din-
dices entiers x7 satisfaisant cette
égalité, est par le fait coplanaire
aux 2 premieres et c’est donc la
le déterminant équation de la face
commune en fonetion des indices
des 2 arétes déterminant cette face.

Si enfin nous introduisons une
4me grete x,”, coplanaire encore
aux 3 arétes dans un meéme plan
X;, X; et xf, nous appelons le
rapport anharmonique de ces 4
arétes (§ 6), le quotient des rap-

ports de sinus :

/4

sin xX”  sin XX
b2 o e ey e
) sin X'x” * sin xX’'x

”

et nous servant des relations du
§ 34, 1 et u étant les parametres
des indices des 2 derniéres en fon-
tion de ceux des 2 premieres, nous
trouvons immeédiatement sa valeur :

)._;fE:(xx")i (XX (19)
o (XX7) (XX

Le rapport anharmonique de 4
arétes coplanaires, s'exprimant
done uniquement en fonction de
leurs indices entiers, est un nom-
bre rationnel ; ¢’est un corollaire
direct de la rationnalité des in-

dices des aréles du cristal.

L

X

(xxrxf/

38. Sur les 3 angles que déterminent entre elles les 3 faces
tautozonales u;, ui et uf ou les 6 angles que déterminent entre elles
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les 4 faces de la méme zone u;, uj, uf et uy, deux seuls dans le
premier cas et frois seuls dans le second cas sont indépendants I'un
de l'autre. Dans les 2 cas, 1l suffit done de tenir comple uniquement
de ceux de ces angles qui sont indépendants et pour lesquels nous pren-
drons dés a présent soit les 2 angles uu’ et uu”, soit les 3 angles
uu’, uu” et uu”.

~ Avec cela le simple rapport de position des 3 faces reste sans
aucune symétrie :

sin uu” sin uu”

sinu'u” ~ sin (W'u+uu”)

mais le rapport anhormanique des 4 faces:

»n

__sinuu” _ sin uu
s u'u” sinu'u”

(uu'u”u”)

s’écrit tres facilement s1 nous appelons A sa valeur:

__cot uu” — cot uu’
~ cotuu” — cot uu’

et nous avons donc entre les angles de 4 faces tautozonales et la
valeur de leur rapport anharmonique la relation générale:

cot uu” =(1—A) cot uu’ 4 A cot uu” ' (20)

St ce rapport anharmonique a pour valeur —1, c'est-a-dire si
les 4 faces sont conjuguées harmoniques, le couple des 2 derniéres
par rapport a celui des 2 premiéres, la relation se réduit a :

2 cotuu’ — cotuu” — cot uu” = (21)

St enfin nous prenons pour la 3m¢ face uf la face u' de la zone
qui est parallele a l'aréte fondamentale t; (§ 35), le parametre 4 des
indices de cette face étant alors u; :uf, pour toute valeur rationnelle
p:q du parametre u de la 4™ face u?, nous aurons pour le rapport
anharmonique correspondant: (19)

A:'uiq,
uip

et la relation générale (20) devient dans ces conditions :
pu;i. cot uu” — qu;. cot uu! —(pu; — qu,) cot uu’ (22)

Naturellement tout ce qui vient d’étre dit des angles de 3 ou
4 faces tautozonales se répéterait pour les angles que forment entre
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elles 3 ou 4 arétes coplanaires; 1'égalité reliant les valeurs des 3
angles indépendants xx’, xx” et xx” et celle de leur rapport anhar-
monique est donc également :

cot xx” == (1—A) cot xx" 4+ A cot xx”

“Elle devient si la valeur du rapport anharmonique est —1:

9 eot xx' — ¢ol xx* — ecot xx” =10

et enfin s1 la 3m arete xi est l'aréte x' coplanaire a la face
fondamentale [; et la 4me¢, l'aréte x7 de parameétre rationnel p:q,
elle s’écrit d'une maniére assez symétrique :

px;. cot xx” — gx;. cot xx' —(px{ — gx;) cot xx’

39. Les résultats de ces derniers paragraphes permettent de ré-
soudre aisément les 2 petits problémes suivants que nous appliquons
aux faces tautozonales, mais qui évidemment se poseraient et se
résoudraient d’'une maniére pareille pour le cas des arétes coplanaires.

I. Etant donnés les éléments du cristal, les indices des faces
u; et uf et leur angle uu’, toute face de leur zone:

1° son angle uu” connu, a ses indices uj de la forme:

] Q(uu). .sin uu”
u; —Auj ou 2:\/ g}

Q(u’u’). sin u'u”

20 ses indices uf connus, a son angle uu” déterminé par:

sinuw”  __Ve'u).(uun”),
sin(u'u—-+uu”) Vel (u'v”),

Si nous appelons tg @ la quantité connue que représente le se-
cond membre, nous avons par le fait de 1'égalité posée :

’ !
® sin(u'u—+uu” ; v - SE—— -+ uu” oS

14+ tg® sin(uu-uu”)+4 sinuu 3 5
1—tg ® sin(uu—uu”)—sinuu”

;

\ ’

u'u .y . u'a
cos( 5 —i—uu’)5111—2---—

ou encore, en changeant le signe des angles:

.._l

tg(uu’ — uu”): tg u%l’;tg (45° + ©)

¢’est-a-dire une expression plus directement logarithmique que la premiére.
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I[I. Etant donné les indices des faces u;, uj et uf et leurs angles
uu’ et uu”, toute face de leur zone:

1o son angle uu” connu, a ses indices de la forme (§ 37):
1 (uu”),

1. —llt[]’ Oil ﬂL: P
i : (uu’u”u”) " (u'u”);

20 ses indices u?y connus, a son angle uu” déterminé par:
cot uu” == (1—A) cot uu” + A cot uu”
Mais comme nous pouvons aussi écrire :

sin uu” 1 smun”

sin (W'u + uu”) A “sinu'u”

nous avons, en opérant d'une maniére toute pareille a celle du cas
précédent, si nous posons la quantité connue :
1 sinuu”
. : ! r” == tg @
A s u'u

’

tg (“;‘ i 'uu’”) —tg 1 tg (450 + O)

c¢’est-a-dire encore une expression bien plus avantageuse que la pre-
miere au calcul par logarithmes.

40. Comme cas particulier, si les 3 faces u;, ui et ui sont les
3 faces tautozonales a l'aréte fondamentale r;, d’indices 010, 001 et
011, (c’est-a-dire les 2 faces fondamentales [, et [; et la face p, (§ 19)

4

les indices u7 d'une 4™¢ face quelconque de cette méme zone sont
donc de la forme :

1 (uu”),
u; —  — ( )Lu;

A e

o

Or en substituant les indices u;, uj et u{ donnés, pour 1=1
cette forme se réduit a:

U +’11§U§

de sorte que nous obtenons pour le rapport des 2 indices u7 diffé-
rents de 0:

rnr
n%
2

3
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On obtiendrait dans les mémes conditions pour le rapport des
2 indices non nuls d’'une face tautozonale a T'aréte r, ou a 'aréte r,:

V4 "

u’ u
B, = A et L

" rnr

uy uy

e gL

et le résultat général peut s’exprimer ainsi:

Pour toute face appartenant a 'une des 3 zones que constituent
les aretes fondamentales, le rapport de ses 2 indices non nuls est
égal au rapport anharmonique obtenu en accouplant cette 4me face
au groupe correspondant des 3 faces u;, uj et u? choisies et main-
tenues dans l'ordre qui leur a été donné.




	

