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CHAPITRE IV

17. Dans le milieu fermé contre toute perturbation des propriétés
inhérentes a la substance cristalline, la lempérature et la pression
extérieures étant égales et constantes en chaque point, le eristal en
formation, ne garde invariable que la direction

de ses faces et par le fait celle
de ses arétes, et n’est hmité dans
son développement que par la na-
ture des faces qui peuvent inter-
venir.

1o Seuls les angles diédres et
polyedres de ses faces sont fixes,
et par le fait les angles plans de
ses arétes : c'est la lo1 de la cons-
tance des angles des faces du cris-
tal. Il en résulte que toutes les
directions paralléles aux intersec-
tions réalisées ou non des faces
présentes ou pouvant intervenir,

de ses aréles, et par le fait celle
de ses faces, et n’est limité dans
son développement que par la na-
ture des aréfes qui peuvent inter-
venir.

10 Seuls les angles plans de ses
arétes sont fixes, et par le fait les
angles diedres et polyedres de ses
faces : c’est la loi de la constance
des angles des aréfes du cristal.
Il en résulte que tous les plans
paralleles aux plans de jonction
réalisés ou non, des arétes pré-
sentes ou pouvant intervenir

ou plus simplement, en s’en rapportant a la concentration du com-
plexe cristallin par le centre o de notre sphére de rayon-unité :

toutes les intersections des faces
pouvant entrer dans le complexe,
sont des arétes possibles du cristal.

20 Seules peuvent intervenir
dans le développement du cristal,
les faces paralléles & 2 de ses
arétes, c’est-a-dire appartenant a
2 de ses zones présentes ou pos-
sibles ; c’est la lo¢ des zones, qui
rapportée encore au complexe con-

tous les plans de jonction des arétes
pouvant entrer dans le complexe,
sont des faces possibles du cristal.

2o Seules peuvent intervenir
dans le développement du cristal,
les arétes paralléles a 2 de ses
faces présentes ou possibles; c’est
I'équivalent pour les arétes de la
lo1 des zones pour les faces, qui
rapportée encore au complexe con-



centré par le point O, peut s’ex-
primer plus simplement : seuls les
plans de jonction des arétes pou-
vant entrer dans le complexe sont
des faces possibles du cristal.

18. Or le plus simple complexe
cristallin de faces données et con-
centrées par le point O, nous per-
mettant d’en déterminer zonale-
ment de nouvelles, exige de toute
évidence au moins 4 faces, dont
i1 n’y en ait pas 3 tautozonales.
En retour, étant données d’un eris-
tal, 4 faces quelconques, mais rem-
plissant la condition posée, la dé-
pendance zonale des faces cristal-
lines nous permet d’en déduire
toutes les autres faces et par le
fait toutes les arétes présentes et
possibles du cristal.

19. Soient donc £ faces quel-
conques d'un cristal, [;,[;,[,,l;, dont
il n'y en a pas 3 tautozonales.
[,,L,, 1, étant prises comme faces
fondamentales, et [,=p, comme
face-unité :

po =l +»l -l
nous avons pour les vecteurs des
faces suivantes, zonalement dé-
duites (fig. 6), d’apres les cas par-
ticuliers des § 15 et 16, d’abord:

pr =nh +nl;
p: =l +nl
ps =l + vly
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centré par le point O, peut s’ex-
primer plus simplement : sewules les
intersections des faces pouvant en-
trer dans le complexe sont des
aréles possibles du cristal.

Or le plus simple complexe cris-
tallin d’arétes données et concen-
trées par le point O, nous per-
mettant d’en déterminer zonale-
ment de nouvelles, exige de toute
évidence. au moins 4 arétes, dont
il n’y en ait pas 3 coplanaires ou
paralléles & la méme face. En re-
tour, étant données d'un cristal,
4 arétes quelconques, mais rem-
plissant la condition posée, la dé-
pendance zonale des arétes cris-
tallines nous permet d’en déduire
toutes les autres aréles et par le
fait toutes les faces présentes et
possibles du cristal.

Soient donc 4 aréles quelcon-
ques d’un cristal, t,,1t;,1,,1;, dont
il n’y en a pas 3 coplanaires.
1,1, ry étant prises comme arétes
fondamentales et -r,=x, comme
aréte-unité :

Tty = ity fo¥s + ity
nous avons pour les vecteurs des
aréetes suivantes, zonalemenl dé-
duites (fig. 6), d’apres les cas par-
ticuliers des § 15 et 16, d’abord :

7ty = pyte + s
Ty = psty + pyty
7y = ety - ety

Ty



et ensuite, en partant uniquement
du couple des 2 derniéres p, et ps,
et tenant compte encore que toute
face par lintersection commune
de 2 autres, a son vecteur de la
forme [[—al, (§ 4), les 2 sys-
temes suivants, qui s’établissent
indépendemment 'un de Tautre;
[mais dont nous faisons directe-
ment dans la fig. 6 concorder les
intersections sur la face p,; car
il est en effet trés facile de mon-
trer que pour chacune d’elles, les
vecteurs de 3 quelconques des faces
qui y concourent, multiplié chacun
par le facteur convenable, donnent
une somme -algébrique qui san-

nule (§ 5)]:

1o en ajoutant p, & p;, p. & pi,
p. & p%, ete., successivement:
pi=2nl + vl 47l
ps = 2l + wl
p; =3nl +rl +nl
pPs = 3|y + ’2[2
ete.

20 en retranchant p, de p;, P

de pi, p. de p3, ete.. successive-
ment :
p; =nl, —nl
pi=nl +nl —nl
pi=wl, — 2l
pi =nl 4+l —2nl,

ete.

En mettant en ordre les résul-
tats qui nous intéressent directe-
ment :
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et ensuite, en partant uniquement
du couple des 2 derniéres =, et a,,
et tenant compte encore que toute
arete dans le plan commun de 2
autres, a son vecteur de la forme
r, —Ar, (§ 4), les 2 systémes sui-
vanls, qui s’établissent indépen-
demment 'un de l'autre; [mais
dont nous faisons directement dans
la fig. 6 coincider les plans de
jonction par l'aréte z,; 1l est en
effet tres facile de montrer que
pour chacun de ces plans, les
vecteurs de 3 quelconques des
arétes qui s’y trouvent, multiplié
chacun par le facteur convenable,
donnent une somme algébrique
qui s’annule (§ 5)]:

1° en ajoutant =, & my, 7, & 7w},
7, a @y, ete., successivement :

AL =2+ ety - gty
= 2u, ¥ -+ pots
7} == 3ty ety Ty
7y = 3T + Mol

etc.

20 en retranchant =, de =, =,
de nl, 7, de @3, etc., successive-

ment :
Ty == Mty — Myl
Ty =l ety
Y == pty — 2ty
73 ==y ¥y — 21Ty

sty

ete.

En mettant en ordre les résul-

tats qui nous intéressent directe-
ment:



pl =2 + L+ vly

pi =3l +»l + vsly
pt =dnl + by 25l
etc.
et: pi=nl +nb—rl
pi = nl 4wl — 2l
pi =nl +nl — ST
ete.

20. Nous obtenons donc par cette
déduction zonale des faces du cris-
tal, la face dont I'un des indices
est le nombre entier m comme
celle dont I'un des indices est le
nombre entier —in, et cela sans
changer leurs 2 autres indices.
Evidemment le méme procédé ap-
pliqué maintenant a ces 2 nou-
velles faces, par rapport a I'un de
leurs 2 indices encore unités, nous
donnera de méme la face quel-
conque qui a pour 2 de ses in-
dices les valeurs entieres m et n
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it = 2ty + oty + ety
7} = Sty Moty T+ Ul
7} = 4ty pots + My
ete.
et: ah =t + oty — p3ty

7y == Uy 1 fety — 2.“3_1':-;
¥y gty — 3T,
ete,

B —
e =

Nous obtenons donc par cette
déduction zonale des aretes du eris-
tal, I'aréte dont 1'un des 1ndices
est le nombre entier m, comme
celle dont I'un des indices est le
nombre entier —m, et cela sans
changer leurs 2 autres indices.
Evidemment le méme procédé ap-
pliqué maintenant a ces 2 nou-
velles arétes, par rapport a I'un de
leurs 2 indices encore unités, nous
donnera de méme l'aréte quel-
conque qui a pour 2 de ses 1In-
dices les valeurs entiéres m et n



ou —m et —n. Enfin en le répé-
tant encore pour le 3¢ indice unité
restant, nous obtenons sans peine
la face dont les 3 indices sont
entiers quelconques positifs ou
négatifs. D’une part done, foute
face d’indices entiers (positifs et
négatifs) par rapport au systéme
de référence des 4 faces données
l, [, L, l;, impliquée dans la dé-
duction zonale qui a ces 4 faces
pour point de départ, est impli-
quée par le fait dans le complexe
des faces possibles du cristal.

D’autre part, toute face possible
du ecristal, que nous fournit la
déduction zonale partant des 4
faces [, [, l,, 5, est une face d’in-
dices enliers par rapport & ces
faces. En effet supposons que

[0, [, l; solent les vecteurs de-

4 faces d’indices a;,b;,c;,d;,
obtenues par la construction du
complexe. D’apres le § 3, l'aréte
d’intersection des 2 premiéres est
Vlalb, et celle des 2 derniéres V[Jd,
et la nouvelle face possible que
déterminent ces 2 arétes est leur
produit vectoriel :

VVIEI‘,VICL,
qui s’écrit développé :
Ve — Ve

Chacun de ces vecteurs ayant
la forme du premier:

vidily + vy d s 4 vydsly
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ou —m et —n. Enfin en le répé-
tant encore pour le 3™e indice unité

‘restant, nous obtenons sans peine

I'aréte dont les 3 indices sont
entiers quelconques positifs ou
négaltifs. D’'une part donc, toute
aréte d’indices entiers (positifs et
négatifs) par rapport au systéme
de référence des 4 arétes données
Iy, ¥y, ¥, t3, 1mpliqué dans la de-
duction zonale qui a ces 4 arétes
pour point de départ, est impli-
quée par le fait dans le complexe
des arétes possibles du cristal.

D’autre part, toute aréte possible
du cristal, que nous fournit la
déduction zonale partant des 4
arétes 1), 1, t, 15, est une aréte d'in-
dices entiers par rapport a ces
4 aretes. En effet supposons que
r, b, I, ¥; solent les vecteurs de
4 arétes d’indices a;, b;, c;,d;,
obtenues par la construction du
complexe. D’apres le § 3, la face
de jonction des 2 premiéres est

Vrurb, et celle des 2 derniéres Vrcrd,
et la nouvelle aréte possible que
déterminent ces 2 faces est leur
produit vectoriel :

Vvt,‘rhvrerd
qui s’écrit développé:
rdVratb.rc - rcvrarbtd

Chacun de ces vecteurs ayant
la forme du premier:

pydity - ppdyty 4= pgdsry



les 2 produits scalaires YL et

[C"‘Ialb se calculent sans peine, et
en se servant d’une abréviation
toute naturelle pour écrire les dé-
terminants, se réduisent aux 2
expressions :

v1v2v3|abdlllvlg[3
v vyvslabell; \ L1
En négligeant le facteur cons-

tant vlvgrgll\" L, le vecteur que re-
présente le produit vectoriel cher-
ché, tout en déterminant quand
meéme la méme face, s'éerit trés
simplement :

labd|[, — |abe|l,

ou: pl.— vl

Si les indices des 4 faces don-
nées sont enfiers, 1l en est de
meéme pour les déterminants de
valeur p et r et donc pour les in-
dices de la nouvelle face qui sont:

pe; — rdy, pe, — rdy, pes—rd;

Or les 4 faces qui servent de
pomnt de départ a toute la cons-

truction zonale, ont les indices
entiers :
111, 100, 010, 001

Il en est donc de méme pour
toutes les faces déduites, c’est-a-
dire pour foute face possible du
cristal.

21. Amsi chaque face dont les
indices sont entiers est une face

21

" . T
les 2 produits scalaires rd‘ rr, et

rc\"tarb se calculent sans peine, et
en se servant d'une abréviation
toute naturelle pour écrire les dé-
terminants, se réduisent aux 2
expressions :

My M |abdlr1\' LT,
My Mo g |3-b(5|r1\; Tyl
En négligeant le facteur cons-

tant ,uly._,/,%rl\frrc_,r,g, le vecteur que
représente le produit vectoriel
cherché, tout en déterminant quand
méme la méme aréte, s’éerit tres

. simplement :

labd|r, — [abc]r,

Ou : ﬂ.rc — Q.I'd

Si les indices des 4 arétes don-
nées sont entiers, il en est de
meéme pour les déterminants de
valeur 7 et o et donc pour les in-
dices de la nouvelle aréte qui sont:

me, — ody, 7we, — ody, me; — ody

Or les 4 arétes qui servent de
point de départ a toute la cons-

truction zonale, ont les indices
entlers :
111, 100, 010, 001

Il en est donc de méme pour
toutes les aretes déduites, c’est-a-
dire pour toute aréte possible du
cristal.

Ainsi chaque aréte dont les
indices sont entiers est une aréle



du complexe cristallin et chaque
face de ce complexe est une face
dont les indices sont entiers. Toufes
et seules les faces possibles du
cristal sont done des faces a in-
dices entiers; ou en d'autres ter-
mes, par le centre O de notre
spheére de rayon-unité, le complexe
des faces a indices entiers par
rapport au systeme de référence
que constituent les 4 faces lui
servant de point de départ est
identique au complexe des faces
possibles du cristal.
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du complexe cristallin et chaque
aréte de ce complexe est une aréte
dont les indices sontentiers. Toutes
et seules les arétes possibles du
cristal sont donc des arétes a in--
dices entiers; ou en d’autres ter-
mes, par le centre O de notre
sphére de rayon-unité, le complexe
des arétes a indices entiers par
rapport au systeme de référence
que constituent les 4 arétes lui
servant de point de départ, est
identique au complexe des arétes
possibles du eristal.

Le produit de la fusion des 2 lois expérimentales du cristal, lois

des zones et de la constance des angles, est donc la lo1 mathéma-
tique de la rationnalité des indices, qui, bien que difficilement con-
firmable par l'expérience, n'en est pas moins la loi a la base de la
cristallographie : les faces et arétes a indices entiers sont les seules
faces et aretes possibles du cristal.

L’ensemble des droites sphériques cor-
respondantes aux faces du complexe
zonalement déduites, constitue 'exten-
sion donnée par M. Daniéls du réseau
de Mobius aux droites sphériques

L’ensemble des points sur la sphére
correspondanis aux arétes du complexe
zonalement déduites, constitue le 1ésean
de Mobius, et Mobius appelle ces droites
et ces points ou les faces ct arétes cor-

respondantes

géométriquement déductibles des 4 faces ou arétes données et énonce ainsi
la loi des zones: toute face et aréte géométriquement déductible des 4 faces ou
arétes cristallines données est une fuce ou une aréte également possible du cristal.

Naturellement quoique les indices que nous venons d’établir de chaque face
ou aréte du complexe ecristallin, soient entiers, comme un multiple positif quel-
conque de leurs valeurs détermine lu méme face et la méme aréte, il est inutile
méme de faire remarquer que toutes les valeurs quelconques ayant entre elles les
mémes rapports que les 3 nombres entiers représentant les indices donnés, sont
également les indices de la face ou de l'aréte déterminée et il serait plus exact de
formuler ainsi la loi établie: toutes les faces et arétes dont les indices se réduisent
4 des rapports de nombre rationnels sont des faces et arétes possibles du eristal.

Mobius appelle arithmétiquement déductible de 4 faces ou arétes données
toute face ou aréte dont les rapports correspondanis OE; : OH; ou OK; : 0D;
sont des valeurs rationnelles et exprime ainsi la loi de la rationnalité des indices :
toute face et aréte arithmétiquement déductible de 4 faces ou arétes cristallines
données, est une face ou une aréte également possible du cristal.



22. Enfin de la considération
du complexe total des faces pos-
sibles du ecristal que nous venons
de construire, nous avons encore
immédiatement les conclusions sui-
vantes. Puisque ce complexe des
faces possibles reste évidemment
identique a lui-méme, quelles que
soient les 4 de ses faces choisies
comme point de départ pour sa
déduction zonale, 1l reste égale-
ment le complexe des faces dont
les 1ndices sont enliers, quelles
que soient les faces fondamentales
ou la face-unité auxquelles on le
rapporte. Done pour tout change-
ment de ces faces fondamentales
ou unité, non seulement les in-
dices des faces restent entiers,
mais encore ils restent les mémes,
quoique affectant des faces diffé-
rentes, puisqu’ils sont dans chaque
cas toutes les combinaisons pos-
sibles des nombres entiers positifs
et négatifs.

Enfin de la considération du
complexe total des arétes possi-
bles du ecristal que nous venons
de construire, nous avons encore
immédiatement les conclusions sui-
vantes. Puisque ce complexe des
arétes possibles reste évidemment
identique a lui-méme, quelles que
solent les 4 de ses arétes choisies
comme point de départ pour sa
déduction zonale, il reste égale-
ment le complexe des arétes dont
les indices sont entiers, quelles
que soient les arétes fondamen-
tales ou laréte-unité auxquelles
on le rapporte. Done pour tout
changement de ces arétes fonda-
mentales ou unité, non seulement
les indices des arétes restent en-
tiers, mais encore 1ls restent les
mémes, quoique affectant des arétes
différentes, puisqu’ils sont dans
chaque cas toutes les combinai-
sons possibles des nombres entiers
positifs et négatifs.




	

