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Heterogenitat im Mathematikunterricht -
Herausforderung oder Chance?

Projekt Mastrils

Heterogene Leistungen sind bereits beim Schuleintritt eine Tatsache. In héheren Klassen ist die Spannweite von
leistungsschwach bis leistungsstark tendenziell zunehmend. Dieser Heterogenitét steht der Anspruch gegeniiber,
allen Kindern die fiir sie optimalen Lernprozesse zu erméglichen. Wie kénnen Lehrpersonen mit dieser Heraus-
forderung im Mathematikunterricht umgehen? Welche Chancen bietet die Heterogenitat fiir das Lernen der Kinder?

VON BERNHARD MATTER, DOZENT FUR MATHEMATIKDIDAKTIK, PHGR

Nehmen Sie sich einige Minuten Zeit und Iésen Sie folgende
Aufgabe: 6 Freunde verabschieden sich voneinander mit
Handschlag. Wie viele Handschlége sind es? Vergleichen

Sie Ihre Lésung mit den abgebildeten Schiilerantworten’.
Den Schiilerinnen und Schiilern des 4. bis 6. Schuljahres in
Mastrils wurde diese Aufgabe in der folgenden Form gestellt:
Die Viertkldssler bearbeiteten die Frage vorerst fiir 4, die
Flnftkldssler fir 5 und die Sechstklgssler fiir 6 Freunde.
Dabei ging es weniger um einen der Jahrgangsstufe ange-
passten Schwierigkeitsgrad der Aufgabe, als vielmehr um den
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Sechstklasslerin

Viertklassler

zusétzlichen Nutzen beim nachtréglichen Vergleichen der
LOsungen. Dieses Prinzip kdnnte auch in einer altershomo-
genen Klasse mit demselben Effekt genutzt werden.

Die Losungswege sehen auf den ersten Blick unterschiedlich
aus, doch bei allen Losungsstrategien resultiert die Summe
der ersten 3, 4 oder 5 natirlichen Zahlen, je nach vorge-
gebener Anzahl der Freunde?. Die Losungsstrategie des
Flinftkldsslers veranschaulicht die enge Verwandtschaft mit
einer Aufgabe aus dem obligatorischen Geometrielehrmittel
(A22, 4. Klasse): Gegeben sind 5 Punkte. Wie viele verschie-
dene Geraden kénnen maximal durch je zwei Punkte gelegt
werden? Dieses mathematische Muster steckt in zahlreichen
weiteren Aufgabenstellungen (vgl. Kasten Aufgabenbeispiele).

Kommunizieren und Argumentieren

Nach dem individuellen L&sen tauschten die Schiilerinnen
und Schiler ihre Erkenntnisse in Dreiergruppen aus, so dass
jede (Anzahl Freundey vertreten war. Kinder, welche die
Losungen nur teilweise gefunden hatten, konnten mithilfe
der Erklarungen ihrer Mitschillerinnen und Mitschiiler ihre
Strategien vervollstandigen, die helfenden Kinder vertieften
durch das Erkldren die eigenen Erkenntnisse. Das Finden

Aufgabenbeispiele zum Muster «Dreieckszahleny:

- Lea mdchte drei Kugeln Glace kaufen. Sie mag Vanille,
Erdbeer und Schokolade. Wie kann sie 3 Kugeln nehmen?

- Wie viele Zahlen kannst du in einer 3-spaltigen Stellentafel
mit 1, 2, 3 oder mehr Plattchen legen?

- Wie viele verschiedene Steine enthilt ein handelsiibliches
Dominospiel?

- Gegeben sind eine vorgegebene Anzahl Punkte. Wie viele
verschiedene Geraden kénnen maximal durch je zwei
Punkte gelegt werden?

- An einer Party stdsst jeder mit jedem an. Dabei erklingen
die Gléser 120 mal. Wie viele Personen nehmen an der
Party teil?

- Wie gross ist die Anzahl der mit 3 Wiirfeln moglichen Wiirfe,
wenn die Wiirfel nicht unterscheidbar sind?



Arbeit in 3er Gruppen

a) Vergleicht eure Lésungswege. Findet ihr Gemeinsamkeiten?
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b) Wie viele Handschlége sind es bei 7, 8, 9 oder 10 Freunden? Begriindet
eure Antwort.
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von Gemeinsamkeiten in den Lésungen, das Verallgemeinern
auf héhere Anzahlen von Freunden und das gemeinsame
Formulieren férdert wichtige prozessbezogene Kompetenzen
der Kinder und flhrt zu einem nachhaltigen Lerneffekt. Meh-
rere Gruppen erinnerten sich dabei an eine friiher geldste
Aufgabe zu der Stellentafel (s. Kasten Aufgabenbeispiele) und
notierten den Begriff Dreieckszahlen. Eine Gruppe hat in ihrer
gemeinsamen Antwort den Ursprung dieses Begriffs darge-
stellt (vgl. Schilerbeispiel zu 3er-Gruppen). Bereits in der
Lésung der Sechstkldsslerin (s. oben) I4sst sich ein Dreiecks-
muster erkennen. Im Verlauf der weiteren Schulzeit werden
die Kinder diesem mathematischen Konzept in unterschied-
lichen Problemstellungen erneut begegnen. Dabei erfahren
die Lernenden, dass sich ein und dasselbe Muster in arith-
metischen, geometrischen, algebraischen, kombinatorischen
oder anderen Zusammenhéngen manifestieren kann.

Durch eigenstéandiges Erforschen solcher fundamentaler Kon-
zepte, zusammen mit dem Kommunizieren und Argumentie-
ren in Gruppen oder in der Klasse erwerben die Schiilerinnen
und Schiler ein nachhaltiges Versténdnis, welches ihnen
zunehmend ermoglicht, diese mathematischen Konzepte

in neuen Problemen erfolgreich anzuwenden. Der bekann-

te deutsche Mathematikdidaktiker Wittmann3 hat einmal
geschrieben: (Mathematische Muster diirfen nicht als etwas
fest Gegebenes angesehen werden, das man nur betrachten
und reproduzieren kann. Ganz im Gegenteil: Es gehért zu
ihrem Wesen, dass man sie erforschen, fortsetzen, ausgestal-
ten und selbst erzeugen kann.» Mathematik ist somit nicht
eine Sammlung von Faktenwissen, das fortwahrend kumulativ
erweitert wird. Neues mathematisches Wissen entwickelt

sich auf der Basis des bereits vorhandenen Wissens, welches
durch neue Erfahrungen, insbesondere durch Abstraktions-
und Verallgemeinerungsprozesse, selbst wieder neu struktu-
riert wird. Dieser individuelle Konstruktionsprozess erfordert
entsprechend der historischen Entwicklung der Mathematik
die soziale Interaktion. So wie sich das heutige mathema-
tische Wissen in langwierigen Prozessen durch Kommuni-
zieren und Argumentieren, Formulieren und Umformulieren
entwickelte, braucht es auch in der Schule fiir strukturelles
Lernen die soziale Auseinandersetzung unter den Lernenden
und mit den Lehrpersonen.

Gute, sogenannte substantielle Aufgaben

Gute, sogenannte substantielle Aufgaben fordern tieferes
Versténdnis durch prozessbezogenes Denken, durch suchen,
beschreiben und entwickeln von Mustern und durch kom-
munizieren und begriinden. Unter diesen Gesichtspunkten
wird klar, dass Planarbeit (Mathepléane, Wochenpléne) diese
Anspriiche nicht erfiillen kann. Diese zum Teil auf dem Markt
erhéltlichen vorgefertigten Plane bestehen mehrheitlich aus
reproduzierenden Aufgaben, es gibt kaum Raum fiir das Erfor-
schen von Mustern oder den Austausch mit den Mitschiile-
rinnen und Mitschiilern. Lernende, welche zu h3ufig mit Pl&-

Fiir die folgenden Aufgaben brauchst du die
Ziffernkartchen 1, ..., 9 je ein Mal.

1. Wahle zwei Ziffernkartchen aus.
Wie viele verschiedene zweistellige Zahlen kannst du mit
zwei Ziffern bilden? Addiere die Zahlen und dividiere durch
die Summe der Ziffern.
Wiederhole diese Aufgabe mit andern Ziffernkértchen, bis
dir etwas Besonderes auffallt. Kannst du deine Erkenntnis
begriinden?

2. Wahle wiederum zwei Ziffernkartchen aus und nimm eine
der Ziffern zwei Mal. (Beispiel: 2, 5, 5)
Wie viele verschiedene dreistellige Zahlen kannst du mit
den gewahlten Ziffern bilden? Addiere diese Zahlen und
dividiere durch die Summe der Ziffern.
Wiederhole diese Aufgabe mit andern Ziffernkartchen, bis
dir etwas Besonderes auffallt. Kannst du deine Erkenntnis
begriinden?

3. Wahle jetzt drei Ziffernkartchen aus.
Wie viele dreistellige Zahlen kannst du mit diesen drei
Ziffern bilden? Addiere diese Zahlen und dividiere durch
die Summe der Ziffern.
Wiederhole diese Aufgabe mit andern Ziffernkartchen, bis
dir etwas Besonderes aufféllt. Kannst du deine Erkenntnis
begriinden?

4. Wahle wiederum drei Ziffernkartchen aus und nimm eine
der Ziffern zwei Mal. (Beispiel: 3, 5, 8, 5)
Wie viele verschiedene vierstellige Zahlen kannst du
mit den gewahlten Ziffern bilden? Addiere diese Zahlen
und dividiere durch die Summe der Ziffern. Wiederhole
diese Aufgabe mit andern Ziffernkartchen, bis dir
etwas Besonderes aufféllt. Kannst du deine Erkenntnis
begriinden?
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@ 4. Gegeben sind die Ziffern 1, 2, 3, 4.

Beantworte die folgenden Fragen, ohne alle moglichen Zahlen
aufzuschreiben:
a) Stelle dir vor,
e du wirdest alle moglichen dreistelligen Zahlen, die du aus diesen
4 Ziffern bilden kannst, addieren und
e danach durch die Summe der Ziffern (Quersumme) dividieren.
Welches wére das Ergebnis? Begriinde deine Antwort.

Ergebnis: 44b0
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b) Kannst du sagen, wie gross die Summe aller méglichen Zahlen
waére, ohne zu addieren?
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nen arbeiten, neigen dazu, Aufgaben schnell abzuhaken, ohne
vertiefte Auseinandersetzung. Durch das eilige Springen von
Aufgabe zu Aufgabe werden kaum Zusammenhange erkannt
und die Kommunikation verunmaoglicht, weil die Lernenden

an unterschiedlichen Orten im Plan sind. Planarbeit ist somit
bloss eine zeitliche Flexibilisierung. Die Lehrerzentrierung
wird verlegt ins Aufgabenmaterial mit meist vorgeschriebenen
Lésungswegen®.

Auch das Uben von algorithmischen Tétigkeiten wie schrift-
liche Rechenverfahren kann in einem substantiellen Umfeld
eingebettet werden. Das zweite Beispiel (siehe Kasten) soll
zeigen, dass dabei grundlegende Einsichten flr das Versténd-
nis solcher Verfahren zusatzlich vertieft werden kénnen. Wah-
rend das erste Beispiel mit den Freunden auf einer einfachen,
kurzen Fragestellung beruht, zeigt dieses zweite Beispiel,
dass substantielle Aufgaben auch umfassender sein kdnnen.
Es braucht eine Einflihrung in das Aufgabenformat, so dass

auf dieser Basis forschendes, interaktives Lernen méglich
wird. Beschrénken wir uns auf kleine Ausschnitte aus zwei
Schilerdokumenten zur Aufgabe 3. Die grosse Heterogenitét
widerspiegelt sich auch in der Qualitdt von Begriindungen.
Die Spannweite reicht von blossen Beschreibungen bis zur
Formulierung tieferer Einsichten. Nicht nur Texte(®, sondern
auch die Art und Weise der Darstellung von Losungswegen,
kdnnen Erkenntnisse dokumentieren, so wie die Division

im Losungsbeispiel einer Schiilerinf. Kinder kénnen nicht
einfach plétzlich argumentieren. Sie miissen diese Kompe-
tenz im Verlaufe ihrer Schulzeit aufbauen. Alle Schiilerinnen
und Schiler haben durch die korrekte Ausfiihrung zahlreicher
Additionen und Divisionen ihre Kompetenzen im Operieren
verbessert. Dabei bendtigten sie keine Berichtigungen durch
die Lehrpersonen, da alle Kinder im Verlaufe der Arbeit die
Muster erkannt haben und falsch geléste Aufgaben eigen-
sténdig korrigierten.



In dieser Lernsequenz arbeiteten die Kinder in Partnergrup-
pen. Nach einem Austausch im Klassengespréch folgte eine
weitere Aufgabe in Einzelarbeit, um den Lernerfolg zu Uber-
prifen. Es zeigte sich, dass einige Schilerinnen und Schiler
ihre Erkenntnisse nicht auf vier verschiedene Ziffern Ubertra-
gen konnten, andere konnten diesen Transfer zwar vollziehen,
haben aber doch noch alle Zahlen notiert und addiert (s.
Beispiel®). Ein Schiiler konnte durch logisches Folgern und
Argumentieren allein zu einem korrekten Ergebnis kommen
(s. Beispiel®). Fiir uns Lehrpersonen bleibt die Einsicht, dass
Lernende nur besondere Leistungen erbringen kdnnen, wenn
wir ihnen dazu Gelegenheit geben.

Der Lehrplan 21

Der Lehrplan 21 wird im Bereich Mathematik dank dem
zugrundeliegenden Kompetenzmodell im Zusammenspiel

mit substantiellen Aufgaben den Umgang mit Heterogenitat
erleichtern. Man kann sich die inhaltlichen (Kompetenz-
bereiche) und die prozessbezogenen (Handlungsaspekte)
Kompetenzen als Geruststangen vorstellen, entlang derer die
Kinder im Verlaufe der Schulzeit im Sinne des Spiralprinzips
lernen. Die Schilerinnen und Schiiler befinden sich zwar in
unterschiedlichen Hohen auf den Gerliststangen, aber die
substantiellen Aufgaben erlauben ihnen einen individuellen
Einstieg und Lernzuwachs. Ein einzelner Lernender kann auf
der «Gerlststange Operiereny bereits weit oben, jedoch auf
der «Gerliststange Argumentiereny noch weit unten sein. Sub-
stantielle Aufgaben werden gemeinsam mit einem verstar-
kten Einbezug der sozialen Interaktion die entsprechenden
Kompetenzen verbessern und damit zu einem nachhaltigen
Lerneffekt fuhren.

1Alle Schilerbeispiele stammen aus einem gemeinsamen Projekt
des Fachbereichs Mathematik der PHGR und der Primarschule
Mastrils.

2Aus Platzgriinden musste bei allen Beispielen aus einer Vielzahl
von Schiilerdokumenten eine beschrénkte Auswahl getroffen
werden.

3s. Literaturverzeichnis

4Vgl. dazu Einflhrung in die Mathematikdidaktik (s. Literaturver-
zeichnis), S. 226ff
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DIE SPRACHE VERLOREN
- MUSIKTHEATER AN DER PHGR

Die ROSQ
Zm\eicla

Die Studierenden der PHGR fihren im
Frihsommer 2014 das Musiktheater «Die
Rose Zuleida» auf. In dieser marchenhaften
Metapher zum Sprachensterben und

zum Klang der Sprache wechseln
Textbeitrage mit Choreinlagen. Projektionen
unterstreichen die schauspielerischen
Interventionen auf der Bihne und evozieren
magische Bilder, Lachen geht Gber in
Besinnung.

Die Studierenden der PHGR laden alle
Lehrpersonen ein, mit ihren Primarschul-
klassen die «Rose Zuleida» zu besuchen.

(Unkostenbeteiligung 5.00 Sfr pro Person)

Das Musiktheater in der Aula der PHGR
davert etwa 70 Minuten.
Die Auffihrungen finden zu folgenden
Daten und Zeiten statt:
- Dienstag, 17. Juni 2014:
8.30 Uhr, 10.30 Uhr
- Mittwoch, 18. Juni 2014:
8.30 Uhr, 10.30 Uhr, 20.00 Uhr
- Donnerstag, 19. Juni 2014:
8.30 Uhr, 10.30 Uhr, 14.00 Uhr

Weitere Informe

Uber das Musiki
«Die Rose Zuleida»

Sie unter www.

Die PHGR freut sic
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