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Losen von Gleichun-
gen und Ungleichun-
gen

Domenic Arquint, Davos

Einige Anregungen zum Zir-
cher Lehrmittel «Algebra I»

Didaktische Hinweise

Seit den ersten Jahren der Primar-
schule gehen die Schiler in vielfalti-
ger Weise mit Zahlen um. Begriffe
wie Platzhalter (Leerstelle, Varia-
ble), Aussageform und L&sungs-
menge sind ihnen nicht unbekannt.
Diese Begriffe sollen in einen grés-
seren Zusammenhang eingeordnet
werden, um den Schilern einen Ein-
blick in die mathematische Formel-
sprache zu geben und ihnen den
Weg zu oOffnen, Sachaufgaben
durch Uberlegungen zu lésen, die
uber weite Strecken im formalen
Umformen und Verdndern mathe-
matischer Zeichenreihen verblei-
ben.

Anhand eines Beispiels kann diese
Absicht verdeutlicht werden:
Aufgabe:

Von sechs gleich schweren Beuteln
voll Silber ist jeder Beutel zusam-
men mit 200 g genauso schwer wie
die ubrigen finf Beutel zusammen.
Wie schwer ist ein Beutel?
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Lésung 1 (unter stdndigem Bezug
zur Sachsituation):

Man nimmt auf beiden Seiten einen
Beutel weg und erhélt: Gewicht von
4 Beuteln = 200 g, folglich Gewicht
von 1 Beutel =200 g: 4 = 50g.
Hier wird das Ergebnis durch Aban-
dern der Sachsituation gefunden,
wobei die abgednderten Situatio-
nen mit mathematischen Mitteln
beschrieben werden.

Losung 2 (mit Hilfe einer Gleichung)
Fir das Gewicht x eines Beutels gilt:
5.x =200 + x

Also findet man x durch Loésen der
Gleichung

b.x= 200 + x

4 =200

x = 50, Gewicht eines Beutels =
50 g



Hier wird die Sachsituation durch
eine Gleichung beschrieben, die
nach formalen Regeln umgeformt
wird und schliesslich die Losung lie-
fert.

1. Terme

Lernziele:

1. Die Schiler sollen wissen, dass
man Variable (Platzhalter) mit Buch-
staben bezeichnet, die man durch
Zahlen ersetzen kann.

2. Sie sollen lernen, den Begriff
Term zu verwenden.

Didaktische Hinweise

1. Will man uUber Ausdriicke spre-
chen, die mathematische Zeichen
enthalten, so ist es zweckmassig,
den Begriff Term einzufiihren. In der
Logik versteht man unter einem
Term einen Ausdruck, der einen Ge-
genstand der Anschauung oder des
Denkens benennt oder in einen sol-
chen tibergeht, wenn man etwaige
Variablen durch Eigennamen er-
setzt. Will man nur Uber die Formel-
sprache der Mathematik sprechen,
soweit sie in der Schule vorkommt,
so genlgt ein verkirzter Termbe-
griff:

Zahlen und Variablen sind Terme,
ebenso Summen, Differenzen, Pro-
dukte und Quotienten, die aus Zah-
len und Variablen aufgebaut sind.

Beispiele:

Zahlzeichen:

120 BBl

Zah! und Rechenzeichen:

6+ 9:5:2.18. 8B
Term mit Klammern:
36:(9—8); 7.(6+ 3 s
Term mit Variablen:

Sx — 3:8.4x i

Variable:
X, Y, a, o g S

2. Die meisten Zeichenreihen er-
halten erst eine Bedeutung durch
Klammern: 4 — 3 + 1 bezeichnet
z.B. keine Zahl und ist somit kein
Term, da die Reihenfolge der auszu-
fihrenden Operationen noch offen
ist. Dagegensind (4 — 3) + 1und 4
— (3 + 1) Terme, die verschiedene
Zahlen bezeichnen.

1.1. Terme ohne Klammern
Didaktische Hinweise:

1. Term ist der Oberbegriff zu Zahl,
Variable, Summe, Differenz, Pro-
dukt und Quotient, gebildet aus
Zahlen oder Variablen.

2. Der Begriff der Variablen ist dem
Schiiler als Leerstelle oder Platzhal-
ter bekannt. Haufig wurde dafiir die-
ses Zeichen [J verwendet. Dieses
Zeichen legt die Sprechweise nahe
«Eine Zahl wird in eine Variable ein-
gesetzty, die man nun vermeiden
sollte, da sie das Verstandnis fir
Termumformungen erschweren
kann. Richtige Sprechweise: Eine
Variable wird durch eine Zahl er-
setzt.

3. Bei der Beschreibung von Sach-
situationen treten Terme mit Varia-
blen immer dann auf, wenn die glei-
che Situation fiir verschiedene
Zahlenangaben bearbeitet werden
soll. Zur Veranschaulichung des Re-
chenweges sollte (oder ist) dem
Schiiler der Rechenbaum bekannt
sein. Von nun an soll er im zuneh-
mendem Masse Terme zur Be-
schreibung verwenden. Rechenplé-
ne sollten aber immer wieder zur Er-
|duterung von Termen herangezo-
gen werden.
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Mogliche Aufgabenstellungen

a) Summe, Differenz, Produkt und
Quotient sind Terme. Ordne die Aus-
driicke nach Summe, Differenz, Pro-
dukt und Quotient!

x+ 3,25 7—5 48:12 146-08
224.4 x—8 14.4 248:3
12 + 26 y:6 x.25 13,5 +x

b) Drei Beispiele sind keine Terme.
Finde sie!

5+17 14+x 3/,=075 15+25
2<5 1025 (14=—Bl:3 "x:12

c) Schreibe mit Rechenzeichen:
Produkt aus 12 und 19,8

das funffache von 0,75

den siebten Teil von 217 vermin-
dert um 6

x um 5 vergrossert

d) EinTerm istzu finden, der bei Er-
setzen der Variablen durch die Zah-
len 1, 2, 3,4dieZahlen 3,5, 7,9 er-
gibt.

1.2. Terme mit Klammern
Didaktische Hinweise:

1. Bei bestimmten Aufgabenstel-
lungen genugt es nicht, die Zahl-
und Operationszeichen anzugeben,
auch die Abfolge der Operation
muss durch Klammern gekenn-
zeichnet werden. Zur Hinflihrung
und Begrindung der Klammer-
schreibweise eignen sich Rechen-
plane.

2. Damit Terme nicht durch Klam-
mern allzu unlbersichtlich werden,
hat man Klammereinsparungsre-
geln vereinbart:

— Treten in einem Term nur Opera-
tionen der gleichen Art auf, so darf
man die Klammern weglassen.
Wenn die Operation dem Verbin-
dungsgesetz (Assoziativgesetz) ge-
nldgt, so kann man z.B. in
5+(6+ 7)undb5.(6.7)
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die Klammern weglassen,da 5 + (6
+7)=(5+6)+7und(5.6).7=5
(67 ) ist,

— Durch die Vereinbarung, dass .
und : starker bindet als + und —
(kurz: Punktrechnung geht vor
Strichrechnung), sind in Termen der
Art

3+(4.9) und(5.3)—(16. 4) die
Klammern tberflissig.

— Manchmal wird auch folgende
Regel verwendet: Stehen in einem
Term keine Klammern, so sind die
Operationen in der Reihenfolge von
links nach rechts auszufiihren.

In den Ausdriicken 552 — 318 — 83
und 366: 6: 122 sind demnach kei-
ne Klammern erforderlich.

Bei Termumformungen kann diese
Regel zu erheblichen Schwierigkei-
ten fihren; von einer Verwendung
in der Gleichungslehre ist daher ab-
zusehen,

Verwirklichung in der Schule

1. DieTerme(3—2)+ 1und3—(2
+ 1) bestehen aus den gleichen
Zahlen und Rechenzeichen, haben
aber verschiedene Werte. Anhand
dieser Aufgabenstellung kann die
Bedeutung und Wirkung von Klam-
mern verdeutlicht werden.

3 2 2 1
S N
Q @/
o
N
®/ O
J |
2 0
(3= 2+ 1 3—-(2+1)



2. DieTerme(18:3).2und 18:(3 4. Zu einem vorgegebenen Term

. 2) haben nicht den gleichen Wert.
Am Rechenplan kann diese Fest-
stellung Uberprift werden.

! QF/ \(?/
6 2 .
\?/ . Gf/

(18 : 3): 2 18.:.(3 2]

3. Zu vorgegebenen Rechenplanen
sind die Terme anzugeben. Durch
das Setzen von Klammern ist fest-
zulegen, was zuerst gerechnet wer-

den muss.
2) C.)

\Gf/ \GF/ N (?/
\@/ R
!
(100—2).50 (2 + 3):(7 -3
b.) i)
6 9 8 7
N
Vo
.,\ 1
\@/ 9/
| }
3,(—6?+9) (8.7):11

3 2

sind Rechenpldne zu erstellen, an-
schliessend ist der Term auszurech-

nen.

(12:6)—4 (8—4)—-3 (4.6)—(2.7)
(8.9)—44 (24:3)+11 (36:3)+(8:2)
Erkenntnis:

Was in Klammern steht, wird
zuerst gerechnet. Punktrechung
(. und :) geht vor Strichrechnung

(+ und —).

Termbestimmung

Ein Term erhdlt seinen Namen
durch die zuletzt ausgefiihrte Ope-
ration. Der Term (3 + 5) . (6 — 3) ist
ein Produkt, da zuletzt multipliziert
wird.

Die folgenden Terme sind nach

Summe, Differenz, Produkt und
Quotient zu ordnen.

4+15+4,6 (8-2):(5-1) (24—1)—9
6.2+17 7.225-4.05 25.4.105
24:6—-4 (8—3).(7+3) (0,4—0,2).8

1.2. Wertgleiche Terme
Didaktische Hinweise:

1. Terme ohne Variablen (Zahlter-
me) nennt man wertgleich, wenn
sie die gleiche Zahl bezeichnen.
Wertgleichheit ist hier nur ein ande-
rer Ausdruck fur Gleichheit.

2. Zwei Terme mit der gleichen Va-
riablen nennt man wertgleich oder
aquivalent, wenn sie bei jeder Erset-
zung der Variablen die gleiche Zahl
bezeichnen, z.B. 3 . x ist wertgleich
mit x + X + x

Mit Hilfe des Gleichheitszeichens
kann man dies auch so ausdriicken:
Es gilt: 3.x=x + x + xfir alle Erset-
zungen von x durchZahlen. Der Aus-
druck «fur alle Ersetzungen von x
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durch Zahleny» wird meist fortgelas-
sen und muss aus dem Zusammen-
hang, in dem die Gleichung 3. x =x
+ X + x auftritt, ergdnzt werden. Die
Wertgleichheit von 3 + x und x + 3
ergibt sich z.B. aus dem Vertau-
schungsgesetz der Addition, das be-
sagt: Fur alle Ersetzungen von a und
b durch Zahlen gilt: a + b=Db + a.
Setzt man hiera=5und b = x, so
ergibt sich: Flr alle Ersetzungen von
x durch Zahlen gilt: 5 + x=x + 5

Verwirklichung in der Schule
— Verschiedene Terme kdnnen die
gleiche Zahl bezeichnen.

a) 236—92 |
5 11024, +33/,
432:
90+54 ' 24"/,
676/1
108:0,75
12.-12

b) *la+ls p
- 38/ ﬁ21/,

27/21:6/7 \\ 8 4
2/; : 27/‘ 24/1n__()

28/‘12_15/1a

— Verbinde gleiche Terme durch
Pfeile

2x+Yy X+X+Y
x+2y
2x+2y X+y+X+Y
y+2x _ X+2y+X
' 2(x+y)
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— Zwei Zahlen werden durch 12
verschiedene Terme dargestellt. Die
Terme sind zu berechnen und wie
bei den ersten Beispielen (a und b)
Zu einem «Stern» zusammenstellen,

24.18 8.56

356 + 76 3136:7

1000 — 552 96.4,5

128.% 2564,
1286:%/, 128,64 + 303,36
891— 459 128.3,5

— Vergleiche die Terme unter Be-
achtung der Rechengesetze.

274,237, 5.3 (.=9) 7,
82,243/, 3145
3,7.(4,2+5,3) L A2

— Die Terme 6 x + 4x und 5 . 2x
und 10x sind wertgleich. Welche
Zahl man auch flir x einsetzt, es
kommt immer das gleiche Ergebnis
heraus.

X 1 | 15 log | 117 ]
6.x+4.x|| 6+ 4|90+ 60

5.2.x 10

10.x

2. Aussage und Aussageform
Didaktische Hinweise:

Die Begriffe Aussage, Aussageform
und Lésungsmenge sind den Schii-
lern schon bekannt. Sie werden hier
wiederholt und vertieft, um eine
Verstandnisgrundlage fir den Glei-
chungsbegriff zu schaffen.

1. Eine Aussage ist eine sprachli-
che Ausserung, die entweder wahr
oder falsch ist.

Beispiel:

Basel liegt am Rhein (wahre Aussa-
ge)

6 . 7 = 42 (wahre Aussage)



17 ist eine Primzahl| (wahre Aussa-
ge)

5 < 8 (wahre Aussage)

Paris ist die Hauptstadt der Schweiz
(falsche Aussage)

5 + 7 = 35 (falsche Aussage)

5 > 8 (falsche Aussage)

17 ist keine Primzahl (falsche Aus-
sage)

Folgende Ausserungen sind keine
Aussagen:

Sei ruhig! Lauf schnell! Wie spét ist
es? Anna ist hiibscher als Brigitte.

2. Eine Aussageform erhdlt man,
wenn in einer Aussage Variablen zu
ersetzen sind.

Beispiel:

Aussage: Genf ist eine Stadt in der
Schweiz

Aussageform: x ist eine Stadt in der
Schweiz.

Aussage: 4 . 5> 12
Aussageform: x . 5> 12

Zu einer Aussageform gehort eine
Grundmenge, die alle Elemente ent-
héalt, durch die man die Variable er-
setzen darf. Geeignete Grundmen-
gen zu den angefiihrten Beispielen
waren: Alle Stadte der Schweiz, die
Bruchzahlen, die natlirlichen Zahlen

3. Ist eine Aussageform zusammen
mit einer Grundmenge gegeben, so
kann man nach allen Elementen fra-
gen, die bei Ersetzung der Variablen
zu wahren Aussagen fiihren; sie bil-
den die Losungsmenge.

Beispiele:

Aussageform: x ist eine Stadt in
Graubiinden.

Grundmenge: Chur, llanz, Davos,
Biel, Zug

Lésungsmenge: Chur, llanz, Davos

Aussageform: x — 5 = 10
Grundmenge: (5, 10, 15, 20)
Lésungsmenge: (15)

20

LOESUNGSMENGE GRUNDMENGE

2.1.Mogliche
gen

Aufgabenstellun-

a) Aussageform

X3
3x+4=10
x+1=1
x+2="5
3=x+4

b

Aussage

2=3
6+4=10

falsch
wahr

WO (N|—

b) Aussageform

2x+3=5
Ix.x=12
2x+1<10
5x<x+8
3Ix—-7<10
x2£x
2x<x.x

x

Aussage

WQINIO|= N —

c) Welche Ausdriicke sind Aussage-
formen?

x< 60  Grundmenge:

3 . x Grundmenge: (1, 2, 3, ....)

2 . x ist gerade Grundmenge: (1, 2,
< phtel

5+ x Grundmenge: (1, 2, 3, 4, 5)
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Addiere x Grundmenge: (2, 3, 4, 5,
6)
2.x=4Grundmenge: (1,2, 3,4, 5)

d) Schreibe als Aussageform mit
dem Platzhalter x. Bestimme die L6-
sungsmenge mit N als Grundmen-
ge.

Die Halfte einer Zahl ist 25.

Ein Drittel einer Zahl ist 7.

Das Doppelte einer Zahl ist 1.

Das Doppelte einer Zahl ist 18.
Die Halfte einer Zahl ist 1.

Die Zahl ist grosser als 17.
Vermehrt man eineZahlum 7, so er-
halt man 23. Vermindert man das
Doppelte einer Zahl um 1, so erhéalt
man drei.

Gleichungen und Ungleichungen
mit Variablen sind Aussageformen.
Belege die Platzhalter so, dass wah-
re Aussage entstehen. Beachte,
dass es zu manchen dieser Aussa-
geformen mehrere richtige Mog-
lichkeiten gibt. Probiere nur mit
ganzen Zahlen.

35+ 24=x 126 —49 =x
25+y=39 126 —-y=68,5
z+14=103 z—49=63
36 +x <40 36—x<30
y+10<15 y—10<5

27 B=% 144:1,2=x
27.v— 162 144:y=12
2. B=162 ZidlZ2 =12
24.2<120 148:x <20
y.16<120 v: 12558

3. Gleichungen und Unglei-

chungen
Didaktische Hinweise:
1. Setzt man zwischen zwei Terme
ein Gleichheitszeichen, so entsteht
eine Gleichung. Gleichungen treten
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in sehr unterschiedlichen Bedeu-
tungen auf.

Beispiel: 4 . 2 = 8,
Vertauschungsgesetza + b=0>b + g,
X + 2 = 6 Losungsmenge?

Die erste Gleichung sagt aus: 4 . 2
und 8 sind die Namen fir die glei-
che Zahl. Das zweite Beispiel be-
sagt, dass a + bund b + a bei jeder
Ersetzung von a und b durch Zahlen
die gleiche Zahl bezeichnen. Im drit-
ten Beispiel wird nach der Lésungs-
menge der Aussageform x + 2 =6
gefragt. In diesem Fall spricht man
von einer Bestimmungsgleichung.
Die verschiedenen Bedeutungen
werden im Unterricht nicht durch
eine besondere Symbolik kenntlich
gemacht. Sie ergeben sich zwangs-
los aus dem Zusammenhang. Bei
den Aufgabenstellungen fir die
Schiiler wird der Begriff Gleichung
fast nurim Sinne der Bestimmungs-
gleichung verwendet.

2. Setzt man zwischen zwei Terme
eines der Zeichen <, >, <, >, +# ,s0
entsteht eine Ungleichung. Auch

Ungleichungen treten in ver-
schiedenen Bedeutungen auf.
Beispiel:

<8

Wenn a < b gilt, dannfolgta + c<b
+C

X + 2 <6 Lésungen?

3. Das Lésen von Sachaufgaben

mit Hilfe von Gleichungen ge-

schieht nach folgendem Schema:

— Man fragt nach den Beziehun-
gen, die zwischen der unbekann-
ten und der bekannten Grosse
bestehen. Diese Beziehungen
konnen oft graphisch dargestellt
werden, z.B. durch eine Skizze
oder einen Rechenplan.



— Fur die unbekannte Grosse wird
ein Name eingeflhrt. die Bezie-
hungen werden in einer Glei-
chung (ohne Variable) formu-
liert.

— Man ersetzt den Namen der un-
bekannten Grésse durch eine
Variable und lasst maogliche
Gréssenbezeichnungen weg.
Man erhalt eine Bestimmungs-
gleichung.

— Die Gleichung wird geldst.

— In der Antwort werden die Gros-
senbezeichnungen wieder be-
ricksichtigt.

Beispiel: Die Preisreduktion betragt

20%. Die Rechnung belduft sich auf

Fr. 88.—. Alter Preis?

a)
88.— Fr, | 20% des
alten Preisesc
b)
alter Preis 20% des'
alten Preises

88.— Fr.

c) a steht fur alten Preis
88Fr.=a—20.a
100
d 88 =x— 20. x
100
e) 88 = (1-2%/,4) . X

88. 100 = 80 . x
100 100

x=88.100= 110
80

f) Der alte Preis betragt 110.— Fr.

3.2. Maogliche Aufgabenstellun-
gen
— Losung von Gleichungen mit Hil-
fe von Gegenoperatoren (= Um-
kehroperatoren)

Beispiel:

x4+ b= 12
Operatormodell

X + b ,12
\_ﬁ.— 5 e

Beispiel:

aus der Geometrie: Ein Spielplatz
hat einen Umfang von 286 m und
eine Breite von 63 m. Wie lang ist
der Spielplatz?

Formel: (I + b) . 2 =u
Gleichung: (x + 63) . 2 = 286

Operator: x ___+63—.2__ 3286
Gegenoperator:
Yoo ke e sty 286
N =
| =~ . 2 o o
Al x=80m

Lése die Gleichungen mit Hilfe von
Gegenoperatoren!

w2, 8=626—05 x " +1 =1/

x: 14/ +5/g=1 x.0,05 + 700 = 1500
(x+3/,)."/,—3s (y—143,8):=1000
06y+45=47,1 (6+x):3/,=12

— Ldsen von Ungleichungen durch
sukzessives Einsetzen

Alle Elemente der Grundmenge
werden nacheinander in die Aussa-
geform eingesetzt. Man erhalt wah-
re oder falsche Aussagen. Alle Ele-
mente der Grundmenge, flir die sich
eine Aussage ergibt, werden zur L6-
sungsmenge zusammengefasst.
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Grondmenge: G ={1,"2, 3, 4,5, 10}

Aussageform: x + 5 <10

x+5<10

wahr/ falsch

1+56<10

w

2+5<10

3+56<10

4+5<10

5+5<10

6+5<10

Noo|d|lWN|= X

7+5<10

S
B GaE

Losen von Gleichungen durch

Termvergleich

x+5=12 x—7=13

x +B)=7+® x{2=20-D
x=17 x=20
X.d=158 X5 =
x(3)=50) x/6} 7.5
=15 =35

3.3. Ubungen

— Addiert man zu einer Zahl 38, so
erhdlt man 83. Zeichne eine
Skizze und stelle eine Gleichung
auf.

— Subtrahiert man von einer Zahl
216, so erhalt man 35. Auch hier
ist eine Skizze anzufertigen.

— Das 8fache einer Zahl betragt
4.8. Wie heisst sie?

— Der 12. Teil einer Zahl betragt
14. Stelle eine Gleichung auf
und lGse sie.

— Zu folgenden Operatormodellen
sind Sachaufgaben zu formulie-
ren, Gleichungen zu erstellen
und die Lésung zu finden:

375 T
+ 3 i
Grund- Gesamt- Grund- Bar-
preis preis wert zahlung
inFr. inFr. inFr. inFr.
34,20 ‘ ----- 16,85 I 14,90
----- 24,50 12,70 ———
+ X 75
Ver- Rech- Alter Neuer
brauch | nung Stand Stand
inFr. inFr. incm incm
32,16 40,61 346 | -----
----- 34, 60 — 207.2
2790 | -—-—--- 368 | -—--
z.B

3420 + 3,75 = x
x + 3,75 = 24,50

. X . X
Gewicht| Preis Fahrzeit ] Wegin
inKg inFr. inStd. | km
8 196.— 2 130
B il e Sty 455
----- 269,50 5




17,50 R

; b 207
Gewicht| Preis Vorratin| Anzahl
inkg inFr. il Flaschen
SN S 11,2 | saaes
----- 131,256 ——- 24

z.B.

B.x=196, X =_._...

B.x=— X

Ausblick

Als Fortgang dieser Arbeit folgt das
Lésen von Gleichungen durch wert-
gleiches Umformen (Aquivalenz-

umformungen). Dabei wird die Re-
gel benutzt, dass sich die Losung
einer Gleichung nicht andert, wenn
man auf beiden Seiten der Glei-
chung die gleichen Rechenopera-
tionen ausfiihrt (siehe 8. Klasse).

Die auszufiihrenden Rechenopera-
tionen muss der Schiler dann so
wiéhlen, dass die Variable auf einer
Seite isoliert wird. Beim Losen
durch Termvergleich werden die
Terme unter dem gleichen Ge-
sichtspunkt zerlegt. Insofern wird
hier bereits das systematische Lo-
sen von Gleichungen vorbereitet.
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