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5) Was wiegt eine Gewehrkugel aus Blei, die einen Durch-
messer von 9 mm hat, wenn das spezifische Gewicht des Bleis
11,3 betragt? Welches Gewicht hitle eine Kugel von doppeltem,
eine solche von zehnfachem Durchmesser?

6) Ein Kessel von der Form einer Halbkugel hat einen
Durchmesser von 1,10 m. Wieviel Liter hilt er? Wie gross ist
‘sein Deckel, wie gross seine Wandung?

7?) Ein Kalkofen hat einen #ussern Umfang von 20 m;
die Wanddicke betragt 40 cm; er wird halbkugelformig iiber-
filllt. Welches Volumen hat diese Halbkugel?

M. Das Ausziehen der Quadratwurzel.

I. Die Quadratwurzel aus drei- und vierstelligen
Quadratzahlen.

1) Der Kanton Baselstadt hat ein Gesamtareal von ungefahr
36 km?2.

Welches Quadrat hat denselben Flicheninhalt?

Bezeichnen wir die Seite mit x, so muss: Seite > Seite
= x km® — 386 km? sein. x — 6 denn 6% — 36.

Ein Quadrat von 6 km Seite ist so gross wie der Kanton
Baselstadt.

Man nennt 6 die Quadratwurzel aus 36 und schreibt 136 — 6.

2) Der Kanton Graubiinden hat einen Flidcheninhalt von
7185 km?. 2

Wie lang ist die Seile des Quadrates, das denselben
Flacheninhall hat?

Wir wollen diese Seite mit x bezeichnen. Dann muss sein:
Seite X Seite — x2 = T185 km?2
Wir haben demnach die Zahl zu suchen, die mit sich selbst
multipliziert 7185 gibt, oder deren Quadrat — 7185 ist. Man
nennt diese Zahl die Quadratwurzel aus 7185. Wie gross ist sie
ungefihr? Sie liegt zwischen 80 und 90, denn 80% — 6400;
90> = 8100. Durch Probieren finden wir genauer, dass sie
zwischen 84. und 85 liegt.
49— 7050 8b2 = T22b,
17056 — 84; 17225 — 8b; V7180 — 84, . . .
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3) Wir wollen eine Regel kennen lernen, nach welcher
wir diese Quadratseile direkt genaw berechnen kionnen.

Zu diesem Zwecke wollen wir zunichst von bequemen

Pelger > Zahlen ausgehen.
Quadrat- 3 ] peres =2G o d . - -
wurzel. Wie grossist V4, V9, V16 ... ¥ 100, V121, ¥ 900, ¥ 1600

u. s. £.? Wie gross ist 10,04, V0,16, ¥'1,21 . ..°?

Satz 30. Unter der Quadratwurzel -aus einer Zahl versteht man diejenige
Lahl, die mit sich selbst multipliziert oder ins Quadrat erhoben, die gegehene Zahl
gibt. Die gegebene Zahl mennt man Radikand.

Der Kiirze halber wollen wir statt Quadratwurzel nur Wurzel

sagen.

L g Bildet Zahlen, deren Wurzeln ganzzahlig sind . 12 = 1;
28 — 4, ... 10e = 100; 11z = 121;... diese Zahlen nennt
man Quadraizahlen. Was lisst sich tber ihre Stellenzahl aus-
sagen ?

Die Quadrate der einstelligen Zahlen (1—9) liegen zwischen
1 und 100; sie sind also ein- oder zweistellig. :

Die Quadrate der zweistelligen Zahlen (10—99) liegen
zwischen 100 und 10000; sie sind also drei- oder vierstellig.

Die Quadrate der dreistelligen Zahlen (100-—999) liegen
zwischen 10000 und 1000000; sie sind also fiinf- oder sechsstellig.

Umgekehrt wird die Wurzel aus ein- und zweistelligen
Quadratzahlen einstellig sein, die Wurzel aus drei- und vier-
stelligen zweistellig, die Wurzel aus fiinf- und sechsstelligen
wird dreistellig sein u. s. f.

B2 Daraus ergibt sich, dass man durch folgende Einteilung

des Radikanden die Stellenzahl der Wurzel sofort angeben kann.

Wir teilen die Zahl von den Einern aus nach links in
Klassen von je zwei Stellen ein.

Z. B. VY121 = 11; V324 — 18; V6400 = 80; 1 90000
— 300; V490000 = 700.
- Die Wurzel hat so viele Stellen wie der Radikand Klassen.

Zeiget, dass bei Dezimalbriichen die Einteilung vom Komma
aus nach rechts geschehen muss. Z. B. ¥ 1,21 = 1,1; ¥ 0,00'64
= 0,08. |

4) a) Um nun herauszufinden, wie man die Wurzel einer
beliebigen Quadratzahl direkt findet, miissen wir zuerst genau
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zusehen, wie die Quadratzahl entstanden ist, welche Bestand-
teile sie enthalt. Wir fragen uns zunédchst: welchen Inhalt hat
das Quadrat von der Seite 2 em 9 mm = 29 mm? Wir zeichnen
das Quadrat, konstruieren darin iiber 20 mm das Quadrat und
verlingern zwei seiner Seiten so, dass das ganze Quadrat zerlegt
wird: in das Quadrat {iber 20 mm, in das doppelte Rechteck aus
den Seiten 20 mm und 9 mm und in das Quadrat iiber 9 mm.

20.9 92

Fig. 68. (Rt W
202 @
s

20 mm 9 mm

Zahl der mm? dieses Quadrates = 292 = (20 —{— gy =
202 4 2 .20 .9 + 92 = 400 '
-+ 360
-+ 81
841
Aus welchen Bestandteilen konnen wir uns daher 1) das
Quadrat tber 29 mm, 2) das Quadrat der Zahl 29 (841) zu-
sammengesetzt denken? Das Quadrat der Zahl 29 ist zusammen-
gesetzt aus dem Quadrat von 20, aus dem doppelten Produkt
von 20 und 9 (360) und aus dem Quadrat von 9 (81).
b) Nun werden wir sehen, wie wir aus 841 leicht die
Wurzel ziehen konnen.
V841 = 20 -+ 9 — 29
400
441 : 40
3 60
81

n»»
Die Wurzel liegt offenbar zwischen 20 und 30. Sie wird

gleich sein 20 4 einige Einer. Wir bilden 20? = 400 und ziehen
es von 841 ab. Der Rest 441 enthilt noch das doppelte Produkt
aus 20 und den Einern und das Quadrat der Einer. Die Einer
mal 2 . 20 und das Quadrat der Einer miissen 441 ausmachen.
Demnach erhalten wir die Einer, indem wir 40 in 441 dividieren
und dafiir Sorge tragen, dass wir auch noch das Quadrat der Einer

Bestand-
teile des
Quadrats,

Ausziehen
der
Wurzel
aus der
gebildeten
Quadrat-
zahl.



Kiirzere
Dar-
stellung.
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abziehen konnen. Es kann hochstens 9 Einer geben, da die
Wurzel kleiner als 30 ist. Um zu sehen, ob 9 die richtige
Einerzahl ist, haben wir das doppelte Produkt aus 20 und 9
(d. h. 9 . 40 = 360) und das Quadrat von 9 (= 81) zu bilden.
IThre Summe muss 441 geben, oder ziehen wir ihre Summe von
441 ab, so muss es aufgehen.

c) Entwickle auf gleiche Weise z. B. 37% und ziehe die
Wurzel daraus. '

5) a) Wir wollen uns eine kiirzere Darstellung merken, die
uns namentlich spiter grosse Vorteile bieten wird. Wir zeichnen
nochmals das Quadrat iber 29 mm und driicken seinen Inhalt
auf zweifache Art aus.

Bs ist 29 mm = 2 cm 4+ 9 mm; 29 = 2 Zehner + 9
Hiner — 2% | 9E, HZE

(22 - OB)2 — (2Z) L 2 . (2Z . 9B) | (9B)2 — 4. .

36.
81
841
2% . 9E |(9F)?
. Pig. 69. =
Z 2 S
(22) i
=
7 B :
2 9

Das Quadrat der zweistelligen Zahl 29 enthélt 1) das Qua-
drat der 2 Zehner (= 4 Hunderter), 2) das doppelte Produkt der
2 Zehner und 9 Einer (= 36 Zehner) und das Quadrat der
9 Einer (= 81 Einer). Achte aut die Ziffernstellung dieser 3 Be-
standteile 4, 36, 81; jeder folgende reicht eine Stelle weiter
rechts (ausfiithrlich!).

b) Nun wollen wir wiederum die Wurzel aus 841 suchen.

: AD

¥V 841 — 29

1 :

441 4
36
81

Teile 841 in Klassen ein. Wieviel Stellen bekomimt die Wurzel?
Sie besitzt Zehner und Einer. Wie setzt sich 841 aus diesen
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zusammen? Was enthiilt 8 in erster Linie? (Das Quadrat der
Zehner.) Wir nehmen auf eine Einheit genau die Wurzel aus 8
Hundertern; sie ist 2 Zehner. Ziehen wir das Quadrat dieser 2
Zehner (d.i. 4 Hunderter) von 8 H. ab und nehmen die zweite
Klasse (41) herunter, so enthilt der Rest noch das doppelte
Produkt der Zehner und Einer und das Quadrat der Einer; und
zwar muss ersteres in 44 enthalten sein, da es nur eine Stelle
weiter nach rechts reicht als das Quadrat der Zehner. 2.2 % =
(4 Z) mal die unbekannten Einer gibt eine Zahl, die in 44 ent-
halten ist. Um die Einer zu erhalten, dividieren wir 44 durch
die doppelte erste Stelle der Wurzel, bedenken aber, dass in 44
auch die Zehner enthalten sind, die vom Quadrat der Kiner
herrithren. Wir versuchen, ob die hochste Einerzahl, 9, passt.
Zur Priifung haben wir das doppelte Produkt der Zehner und -
Einer, 9 . 42 — 36%, und das Quadrat der Einer, 92 = 81E, zu
bilden; die Summe dieser beiden Ausdriicke muss 441 sein;
ziehen wir beide von 441 .ab, so muss es aufgehen. Wir nehmen
also 9 X 4% — 36% und schreiben 36 unter 44, — eine Stelle
weiter rechts als das vorhergehende Quadrat — ferner 92 — 81%
und riicken damit um eine Stelle weiter rechts, so dass 8% unter
die Zehner, 1 Einer unter 1 Einer zu stehen kommt. Die Sub-
traktion ergibt den Rest 0. 29 ist die richtige Wurzel. Wo
steht die Probe fiir die Richtigkeit? )

c) Bilde auf gleiche Weise wie 292 auch 37% und suche
zur Quadratzahl wieder die Wurzel.

Hat die Zahl a Zehner und b Einer, so ist (a + b)? = a?
-+ 2ab 4 b?und V a2} 2ab -+ b2 = a -+ b.

Verallgemeinerung. Vergleiche das nackte Verfahren bei
beiden Beispielen. |

Satz 31. Um aus einer drei- oder vierstellipen Quadratzahl die Wurzel zu ziehen,
teilt man sie, von den Einern ausgehend, in zweistellige Klassen ein, nimmt die Wurzel
aus der ersten Klasse auf eine Einheit genau und erhélt die Zehnerstelle der Wurzel;
ihr Quadrat zieht man von der ersten Klasse ab und nimmt die folyende Klasse herunter.
Den Rest mit Ausnahme der letzten Stelle dividiert man durch die doppelte erste
Stelle der Wurzel und erhélt die zweite Stelle (Einerstelle) der Wurzel. Die ge-
fundene zweite Stelle wird mit dem Divisor (doppelte erste Stelle) multipliziert und
das Ergebnis so unter den Rest geschriehen, dass es eine Stelle weiter rechis als



— 184 —

das Quadrat der ersten Wurzelstelle reicht. Dann hildet man das Quadrat der
zweiten Stelle und setzt es so unter das hingeschriehene doppelte Produkt, diss es
eine Stelle weiter rechts als dieses reicht. Ergibt die Subtraktion den Rest 0, so hat
man die richtige Wurzel gefunden.

d) Wende das gleiche Verfahren auf 1'841; ¥ 0,084l an.
Es gilt auch fiir Dezimalbriiche. Die Klasseneinteilung geschieht
hier vom Komma aus nach beiden Seiten.

Ubungen.
1) Eine rechteckige Wiese ist 54 m lang und 24 m breit;
welche Seite hat eine quadratische Wiese von gleichem Inhalt?
2) Ein rechtwinkliges gleichschenkliges Giebeldreieck hat
einen Flicheninhalt von 5,12 m®. Wie viel misst eine seiner
Katheten. |

3) Berechne ¥ 5041, } 27,04 und ¥ 0,0361.

Il. Die Quadratwurzel aus beliebigen Zahlen.

1) Indem man genau zusehen wiirde, wie das Quadrat
einer mehrstelligen Zahl entsteht, wiirde man das Verfahren
finden, um aus beliebigen Quadratzahlen die Wurzel zu ziehen.
Wir beschrinken uns darauf, das Verfahren an einigen Bei-
spielen zu erldutern.

1) V6872,41 = 82,9 2) V94864 = 308
64 9
172 - 16 48 : 6
32 T 4864 : 60
4 480
14841 : 164 64
1476 Ciriper
81
7 — 4) 15 = 1'5,000000 = 2,236
3) V0,054756 — 0,234 4 |
4 : 100 : 4
147  : 4 84
12 1600 : 44
e 132
1856 : 46 9
184 27100 : 446
16 2676

— 36
304
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Priife die Richtigkeit durch Quadrieren der Wurzel.

Um die Wurzel aus einer Zahl (687241) zu ziehen, teilt
man sie vom Komma aus nach links und rechts in Klassen von
je zwei Stellen ein; dann zieht man auf eine Einheit genau die
Wurzel aus der ersten Klasse (68) links und erhilt die erste
Stelle der Wurzel (8); ihr Quadrat wird von der ersten Klasse
abgezogen und die folgende Klasse (72) wird herunter genommen
und angeschlossen ;: dieser Teil des Restes mit Ausnahme
der lezten Stelle wird durch die doppelte erste Stelle der
Wurzel dividiert, (wobei zu beachten ist, dass man den Quotienten
nicht zu hoch wihlt, weil auch sein Quadrat abzuziehen ist),
(47 : 16 = 2), wodurch man die zweie Stelle (2) der Wurzel
erhilt. Diese wird mit dem Divisor (16) multipliziert und dann
quadriert. Das erste Produkt (32) wird unter den Dividenden
(47) gestellt, wihrend man das Quadrat eine Stelle weiter rechts
schreibt; nachdem man diese Ausdriicke subtrahiert hat, nimmt
man die folgende Klasse (41) herunter und dividiert den er-
haltenen Rest-(14841) mit Ausnahme der letzten Stelle durch
" das Doppelie des gefundenen Teils der Wurzel (1484 : 164 = 9)
und erhilt die dritte Stelle derselben; diese wird 1) mit dem
letzten Divisor multipliziert und 2) quadriert. Das erste Produkt
(1476) wird unter den letzten Dividenden (1484), das Quadrat
eine Stelle weiter rechts gestellt, und beides wird subtrahiert.
Geht es auf, und hat der Radikand keine Klassen mehr, so ist
die genaue Wurzel gefunden. Bleibt ein Rest iibrig, so nimmt
man die folgende Klasse herunter, falls der Radikand noch eine
solche besitzt; andernfalls hingt man zwei Nullen an und divi-
diert den Rest mit Ausnahme der letzten Stelle durch das
Doppelte des gefundenen Teiles der Wurzel u. s. f. Die Stel]ung
des Komma ergibt sich unmittelbar.

2) Eine einfachere Darstellung ergibt sich, wenn man jeweilen
das Quadrat vor dem doppelten Produkte hinschreibt und die
zweite Stelle des Quadrats, falls es eine solche besitzt, sofort
zum doppelten Produkte schligt; siehe folgende Beispiele:

1 687241 — 829 Die bequemste Darstellung ist
64 folgende:
A% o dd 1687241 = 829
324 A 64
14841 : 164 472 : 1632 ‘
1484 1 324 B

== 14841 : 1649 <—
14841



Ubungen.
1) Gib die vollstindige Losung von Aufgabe 2.
1’7185 = ? auf 2 Dezimalstellen genau.
2) Wieviel misst der Radius des Kreises, der gleichen
[nhalt hat wie der Boden des Schulzimmers?
Esseil=8cm, b—=>5,5; dann muss 12’z — 8 . 5,5 = 44 sein.
= 44 : BYr =14
r = V14 =2?
Vergleiche den Umfang des Zimmers mit demjenigen des
Kreises. '
3) Welchen Durchmesser hat ein cylindrisches Litergefiss,
welches 20 em hoch ist? r2 = . 20 (em®) = 1000 (cm?)
r? == 1000 : 62,8 u. 5. 1.
4) Welchen Radius hat die Kugel, welche dem Schul-
zimmer inhaltsgleich ist?

5) Bezeichnet G den Inhalt der Grundfliche, g denjenigen
der Deckfliche, H die Hohe eines Pyramidenstumpfs, so lautet
die genaue Regel fiir die Berechnung seines Inhalts:

o Ho End i
=9 G - ¥ O L §)

Bei Beispiel 1) Kap. J war G = 49 dm?; g = 9 dm?;
H = 5 dm.

o g (49 4+ V9.9 4+ 9) dm® —
dm? = 1312[3 dms. |

Berechne auf gleiche Weise die Inhalte der andern Pyra-
midenstumpfe, die betrachtet wurden.

(49 + 21 + 9)

wo| ot

N. Der pythagordische Lehrsatz.

| 4

Wie haben wir in Kap. B, I. Teil, die schriagen Dach-
flaichen berechnet? Die Breite der Dachflichen wurde nicht am
Dache selbst gemessen; wir haben sie der Zeichnung der Giebel-
flichen entnommen.
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