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Statistische und deterministische Vorhersagbarkeit
bei der quantenphysikalischen Messung

Gerd Niestegge

Kriiner Strafle 91, D-81377 Miinchen

(31.1IV.97)

Abstract. When does the result of a quantum measurement render possible a statistical or deterministic
prediction of the result of a further measurement? Starting with an analysis of quantum measurement
using the Hilbert space formalism, an answer to this question is given by purely algebraic conditions on
the two measurements. These algebraic conditions are then used to develop an abstract logico-algebraic
approach to quantum measurement that neither needs the Hilbert space formalism nor any kind of state.
This approach identifies non-Boolean logic which does not fulfill the distributivity law as the origin of
typical quantum phenomena like indeterminateness and interference. The probabilities in quantum
physics result from the non-Boolean logic and not from a lack of information, so they strongly differ
from those in mathematical probability theory.

1 Einfiihrung

Wenn bei zwei aufeinanderfolgenden physikalischen Messungen an demselben physikali-
schen System das Ergebnis der zweiten Messung immer vé6llig unabhingig von dem Ergebnis der
ersten Messung wire, wiirde die gesamte Physik keine Daseinsberechtigung haben und die Phy-
sik als Wissenschaft hitte wohl nie entstehen kdnnen. Denn das grundlegende Ziel der Physik 1st,
Zusammenhdnge zwischen Beobachtungen an der Natur zu erkennen. Der Physiker will aufgrund
der Erglebnisse einer oder mehrerer Messungen die Ergebnisse weiterer Messungen vorhersagen
kénnen'.

' Der operationale Zugang zur Quantenmechanik (siehe z.B. [10]) stiitzt sich zwar nicht auf sukzessive
Messungen, sondern auf Priparier- und Registrierverfahren. Um das Konzept der statistischen Vorher-
sagbarkeit zu motivieren, wird im folgenden jedoch von dem von Neumann - Liiders'schen MeBprozef3
ausgegangen.
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In der klassischen Mechanik waren diese Vorhersagen deterministisch. In der Quantenme-
chanik muflte man erkennen, daf3 in vielen Fillen nur noch eine statistische Vorhersage moglich
ist. Das heifit, daB man statt einen genauen festen Wert fiir das Ergebnis einer Messung nur noch
statistische Kenngréfen (Erwartungswert, Varianz, Wahrscheinlichkeitsverteilung) vorhersagen
kann.

Das erschien vielen Physikern zunéchst als ein so groBer Mangel, daf} sie sich nicht damit
abfinden wollten. Der beriihmteste unter diesen Skeptikern war Albert Einstein mit seinem be-
kannten Ausspruch "Gott wiirfelt nicht". Albert Einstein hat bis zu seinem Tod hartnickig nach
Alternativen fiir die Quantentheorie mit der sich immer mehr durchsetzenden statistischen Deu-
tung geforscht.

Im folgenden wird zunéchst - ausgehend von dem Hilbert-Raum-Formalismus der Quanten-
mechanik - der quantenphysikalische MeBprozeB3 untersucht. Das Ziel ist, prizise mathematische
Bedingungen dafiir zu finden, wann die Kenntnis des Ergebnisses einer bereits erfolgten Mes-
sung eine statistische, wann eine deterministische und wann keine Vorhersage {iber das Ergebnis
einer anderen zukiinftigen Messung erlaubt.

Dabei wird sich herausstellen, daf diese mathematische Bedingungen in einem allgemeinen
algebraischen Rahmen ohne Hilbert-Raum-Formalismus formuliert werden kénnen, daf3 jedoch
immer eine Darstellung auf einem (nicht eindeutigen) Hilbert-Raum mdoglich ist.

Die erforderliche algebraische Struktur weist Ahnlichkeiten mit logischen Strukturen auf, er-
fullt aber im allgemeinen nicht das Distributiv-Gesetz eines Boole'schen Verbandes. Die
Verletzung dieses Distributiv-Gesetzes ist die Ursache flir viele fiir die Quantenmechanik so ty-
pische Erscheinungen wie die Unbestimmtheit oder die Interferenzen. Die Giiltigkeit des Distri-
butiv-Gesetzes wiirde alle diese Erscheinungen ausschliefen und nur die deterministische, nicht
die statistische Vorhersagbarkeit zulassen.

Die Erkenntnis, dafl die Quantenmechanik und das Distributiv-Gesetz der Boole'schen Logik
nicht zusammenpassen konnen, ist fast so alt wie die Quantenmechanik selbst. Schon 1936 ha-
ben John von Neumann, der wesentlich an der mathematischen Formulierung der Quantenme-
chanik beteiligt gewesen war, und G. Birkhoff®! darauf hingewiesen: ,,Logicians have usually
assumed that properties ... of negation were the ones least able to withstand a critical analysis,
the study of mechanics points to the distributive identities ... as the weakest link in the algebra of
logic.*

Das bloBe Weglassen des Distributiv-Gesetzes bei den Axiomen, die den Boole’schen Ver-
band definieren, fiihrt jedoch zu einer zu schwachen Struktur. Auch der Ersatz des Distributiv-
Gesetzes durch das sogenannte orthomodulare Gesetz (Ausgangspunkt der Theorie der orthomo-
dularen Verbénde™ und unterschiedlicher Quantenlogiken'*®), die sich seit von Neumanns und
Birkhoffs Arbeit in den 30er Jahren entwickelt haben) liefert nicht genug Struktur fiir eine aussa-
gekriftige Theorie und kann nicht wie der im folgenden présentierte Ansatz die Unbestimmtheit
und die Interferenzerscheinungen in der Quantenmechanik mit einer rein logisch-algebraischen
Struktur erkldren, ohne zusitzlich soetwas wie Zustinde annehmen zu miissen.

Mit dem im folgenden vorgestellten Ansatz ist die Ungiiltigkeit des Distributiv-Gesetzes der
Boole'schen Logik nicht nur eine eventuell mit Widerwillen hingenommen Konsequenz aus der
Quantentheorie, sondern der tiefliegende Grund fiir die Quantentheorie und ihre Phinomene.

Auflerdem kann der Wahrscheinlichkeitsbegriff in der Quantenmechanik von demjenigen in
der mathematischen Wahrscheinlichkeitstheorie abgegrenzt werden. Letzterer ist von subjektiver
Natur und beruht auf einer Unkenntnis; theoretisch (nicht unbedingt praktisch) kann durch An-
sammeln weiterer Information jede Wahrscheinlichkeit beliebig nahe an 0 oder 1 gebracht wer-



Niestegge 165

den. In der Quantenmechanik tritt eine objektive Wahrscheinlichkeit auf, die durch das Besorgen
zusdtzlicher Information nicht mehr verdndert werden kann.

2 Der quantenphysikalische Mefiprozefl in dem Hilbert-Raum-Formalismus

Wir betrachten ein beliebiges quantenphysikalisches System, an dem noch keine Messung
vorgenommen worden ist. Wir nehmen an, daf} es sich in einem uns unbekannten reinen Zustand
befindet, der durch den uns unbekannten, normierten Vektor y aus einem Hilbert-Raum 7 dar-
gestellt wird. AuBerdem betrachten wir eine Observable X, d.h. einen selbst-adjungierten linearen
Operator X auf dem Hilbert-Raum #7. Der Erwartungswert der Observable X ist dann:

Envw(X)=<y/]Xq/).

Jetzt nehmen wir an dem System eine erste Messung vor. Wir messen eine andere Obser-
vable Y, und erhalten das Ergebnis 1,. Die Zahl 4, ist ein Wert aus dem Spektrum von Y,. Wenn
Ay ein isolierter Punkt im Spektrum von Y ist, so ist 4, ein Eigenwert mit einem zugehdrigen
Eigenraum; dann sei £, die (orthogonale) Projektion auf diesen Eigenraum. Wenn A, zum konti-
nuierlichen Spektrum gehért, kann die Messung wegen der endlichen MeBgenauigkeit gar nicht
genau den Wert A, liefern, sondern nur ein Intervall [1,-8,4,+6], wobei & die Mefligenauigkeit
darstellt. In diesem Fall sei £, die zu diesem Intervall gehorige Spektralprojektion von Y.

In beiden Fillen ist E| eine (orthogonale) Projektion, d.h. ein linearer Operator auf dem Hil-
bert-Raum A4 mit

(fiir einen Operator T bezeichnet 7* den zu T adjungierten Operator). Nach dem quantenphysi-
kalischen Verstiandnis des MeBprozesses dndert die Messung den Systemzustand so, daf83 sich das
System nach der Messung in dem Zustand

Ey
W=7 1. w2
(Ew|Ew)
befindet.
Wir flihren jetzt weitere Messungen durch, indem wir nacheinander die Observablen 1>,..., Yy,
messen - zundchst Y5, dann Y3 usw. bis Y,. Mit E,,..., E, bezeichnen wir wie oben E, die die je-
weiligen MefBergebnisse darstellenden Projektionen. Dann befindet sich das System nach den n

Messungen in dem Zustand
EE B By

n—n-1°*

EE, ,..E,Ew|EE, ,..E,Ey)"

n~n-1" n~n-1"

Wn=<

und der Erwartungswert der Observable X betrigt jetzt:

(E,E,.,..E,E\w|XE,E, ,...E,E\w)

n~n-1°"
(E,E,,...E,EW|E,E, ,..E,Ev)

Xl//")=
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Dieser Erwartungswert hiangt nicht nur von der Observable X und den MeBergebnissen
E\,...,E, ab, sondern auch immer noch von dem uns unbekannten Anfangszustand y des Systems.
Die Abhingigkeit von der Observable X und den MeBergebnissen E,,...,E, haben wir selbstver-
stdndlich erwartet, die Abhéngigkeit von dem unbekannten Anfangszustand y jedoch macht jede
Berechnung des Erwartungswertes unmoglich. Daher fragen wir uns, wann denn diese Abhéin-
gigkeit verschwindet. Das ist doch genau dann der Fall, wenn der Erwartungswert fiir jeden be-
liebigen Anfangszustand y denselben Wert A annimmt:

(E,E,.,..E,E\w|XE,E, ,..E,E,y)
(E,E,....E,EWw|E,E,..E,Ew)
& AEE, ..E,EW|E,E,..E,Ew)=(EE,..E,E\w|XE,E,_...E,E,y) firalle y e
< (w|AE E,E, \E,E,,..E,E\w)=(w|EE,..E, E ,XEE, . .E,Ey) firale y eZ

& AE\E,...E, \EE, . .EE =EE,..E, EXEE,,.E,E, (*)

A=Erw, (X)= fiir alle y e &

Wenn nur eine einzige Messung (n=1) vorgenommen wurde, vereinfacht sich Gleichung (*) zu
AE, =E\XE,.

Genau dann, wenn Gleichung (*) zutrifft, kann man aus der Kenntnis der MefBergebnisse
E,,... E, den Erwartungswert von X bestimmen, ohne einen Anfangszustand des Systems vor Be-
ginn der Messungen kennen oder irgendwelche willkiirliche Annahmen iiber einen Anfangszu-
stand des Systems treffen zu miissen.

Definition A: (i) Wenn eine Observable X und eine endliche Folge von Projektionen E,,...,E, mit
E\E,...E,#0 die Gleichung (*) erfiillen, so heifst X statistisch vorhersagbar unter E\,...,E,,
und die Zahl A heifst Erwartungswert von X unter E\,...,E,. Dafiir schreibt man auch kurz:

EX|E\E>...E) = A

Daf3 das Produkt E\E,..E, = 0 ist, garantiert die Eindeutigkeit des Erwartungswertes
E (X| E\E;...E,). Dieser hdngt auch von der Reihenfolge der E\E,...E, ab.

(i1) Wenn X und X? statistisch vorhersagbar sind, so wird die Varianz von X unter E,... E, defi-
niert durch:

V (X|E\Es...E,) := E(X|E\Es...Ey) - (E(X| E\Ea... Ep))

(111) X heifst deterministisch vorhersagbar unter E,,...,E,, wenn ¥ (X |E 1Es.. Ey) =0 ist.

Definition A legt durch Gleichung (*) formal und mathematisch prizise fest, wann die
Kenntnis der Ergebnisse einer Mefreihe die Berechnung des Erwartungswertes einer Observable
erlaubt (statistische Vorhersagbarkeit) und wann nicht (keine statistische Vorhersagbarkeit) so-
wie wann sogar ein fester Wert fiir die Observable vorhergesagt werden kann (determinististische
Vorhersagbarkeit). Die determinististische Vorhersagbarkeit ist ein Spezialfall der statistischen
Vorhersagbarkeit, nimlich wenn die Varianz verschwindet.
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An Gleichung (*) fillt auf, da man fiir ihre Formulierung viel weniger braucht als den iibli-
chen Hilbert-Raum-Formalismus der Quantenmechanik. Denn Zustdnde bzw. Vektoren aus dem
Hilbert-Raum kommen in dieser Gleichung gar nicht vor. Bevor wir uns einer einfacheren und
allgemeineren mathematischen Struktur, die fiir die Behandlung der statistischen und determini-
stischen Vorhersagbarkeit ausreicht, zuwenden, wollen wir noch gemischte Zustdnde betrachten.

Oben wurde als Anfangszustand des Systems vor der ersten Messung ein unbekannter reiner
Zustand (Hilbert-Raum-Vektor ) vorausgesetzt. Wiirde die Annahme eines unbekannten ge-
mischten Zustands (statistischen Operators p) stattdessen zu anderen Ergebnissen fiihren ?

Der Erwartungswert der Observablen X bei Vorliegen des statistische Operators p ist:

Erw(X) = Spur(pX).
Nach der ersten Messung liegt ein neuer gemischter Zustand mit dem statistischen Operator

= E\pE,
Spur(ElpEl)

vor, und nach der letzten Mesung ein Zustand mit dem statistischen Operator

 E,.EEpEE,.E
o Spur(E,...E,EpE,E,...E,)

Der Erwartungswert der Observablen X betridgt nach der letzten Messung

Spur(XE,..E,E\pEE,..E,)  Spur(E,E,..E,XE,...E,E,p)
Spur(E,...E,E\pEE,..E,)  Spur(E\E,...E,_\E,E,_,...E,E,p)

n

Erw, (X)=

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen wegen der Invarianz der Spur eines Produkts von Ope-
ratoren gegeniiber zyklischen Vertauschungen dieser Operatoren. Dieser Erwartungswert liefert
fiir alle statistischen Operatoren p genau dann immer dieselbe Zahl A, wenn wieder Gleichung
(*) gilt:
Spur(E E,...E, XE,...E,E,p) o
A= - = fiir alle statistischen Operatoren p
Spur(E,E,...E, \E,E,_,...E,E,p)
& Spur(2E\E,...E, \E,E,_,...E,E,p)=Spur(E,E,...E, XE, ...E,E,p)
fur alle statistischen Operatoren p
=3B By .. ELXE,..EE 2 AL B, ..B B E. Byl

n-1

Die Annahme eines gemischten Zustand als unbekannten Anfangszustand des Systems vor
den Messungen flihrt so zu genau denselben Ergebnissen wie die Annahme eines reinen Zu-
stands.
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3 Das logisch-algebraische Modell

In der Gleichung (*), die der Definition der statistischen Vorhersagbarkeit einer Observable
zugrunde liegt, tauchen keine Vektoren aus dem Hilbert-Raum mehr auf, sondern nur noch ein
Produkt aus den die MeBergebnisse darstellenden orthogonalen Projektionen und der Observable.
Es liegt der Verdacht nahe, dafl man fiir die Behandlung der Gleichung (*) und die Definition der
Vorhersagbarkeit einer Observable den ganzen Hilbert-Raum-Formalismus gar nicht braucht,
sondern nur eine mathematische Struktur, die die Definition von soetwas wie orthogonalen Pro-
jektionen und die Produktbildung erlaubt. Eine solche Struktur sind Algebren (darunter ist im
folgenden stets eine assoziative Algebra zu verstehen) {iber dem Korper der komplexen Zahlen
C mit Eins-Element I und einer Involution * (siehe [2,8]).

Im folgenden sei «# also eine Algebra iiber € mit Eins-Element I und einer Involution *.
Ein Element Eec# heift Projektion, wenn E*=E=E” gilt. Mit ¢ wird die Menge aller Projektio-
nen aus ¢ # bezeichnet. Auf  werden durch

E<F .= EF=F und E'=1-E

fiir £, Fe, eine Ordnungsrelation < und eine Orthokomplementierung ' definiert™). Fiir E,Fel,
sind E<F", F<E'sowie EF=0 dquivalent; wenn eine der Bedingungen erfiillt ist, nennt man £ und
F orthogonal.

Wenn E Fel kommutieren (EF=FE), existieren flir £ und F die grofite untere Schranke
bzgl. der Ordnungsrelation < (Infimum EAF) und die kleinste obere Schranke (Supremum EvF)
in Z, und es gilt EAF=EF und EvF=E+F-EF. Fiir ein orthogonales Paar £ und F folgt
EvF=E+F. Wenn D, E Fe paarweise untereinander kommutieren, so kommutieren auch die aus
ihnen gebildeten Produkte untereinander und mit D,E, F. Es existieren also die paarweise gebil-
deten Infima und Suprema und erfiillen das Distributiv-Gesetz:

(EAD)(FAD) = ED+FD-EDF = (E+F-EF)D = (EVF)AD.

Flir ESF kommutieren E, F, E'und F' paarweise untereinander, so da3 £ das orthomodulare
Gesetz"™! erfiillt:

EV(FAE") = (EAFYW(E'AF) = (EVE)AF = F.

Zwei Elemente £ Fe! kommutieren (EF=FFE) genau dann, wenn EAF und E'AF existieren
und (EAF)V(E'AF)=F erfiillen. Denn aus F=(EAF)V(E'AF)=(EAF)+(E'AF) folgt:

EF=E(EAF)+E(E'AF)=EAF und FE=(EF)*=(EAF)*=EAF=EF.

Wenn «# kommutativ ist, bildet  also einen Boole'schen Verband. Umgekehrt kann man zu
Jedem Boole'schen Verband eine kommutative Algebra konstruieren, so dafl der Boole'sche Ver-
band mit den Projektionen dieser Algebra zusammentfillt. Denn nach dem Satz von Stone!"" ist
Jeder Boole'sche Verband isomorph zu einer Mengenalgebra von Teilmengen einer Menge Q,

und die komplexwertigen Funktionen auf Q, die nur endliche viele verschiedene Werte anneh-
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men, wobei die Urbilder dieser Werte in der Mengenalgebra liegen, bi den die gewiinschte Alge-
bra.

Das System ¢/ der Projektionen aus «# mit der Ordnungsrelation < und der Orthokomple-
mentierung ' bildet also offensichtlich eine Verallgemeinerung der Struktur Boole'scher Verband
und ist genau dann selbst ein Boole'scher Verband, wenn die Elemente aus / paarweise unterein-
ander kommutieren. Daher interpretieren wir jetzt die Projektionen E, Fe als Aussagen (oder
Eigenschaften) und die Ordnungsrelation < als logische Implikation; E<F bedeutet: "aus E folgt
F". Wenn E und F kommutieren, kénnen EAF sowie EvVF gebildet werden, die wir wie {iblich als
"Eund F" bzw. "E oder F" deuten.

Eine besondere Rolle spielen diejenigen Aussagen Eec, bei denen EXE fiir jedes Xec# ein
skalares Vielfaches von E ist. Denn dann wire jedes Xec# unter E statistisch vorhersagbar (vgl.
Abs. 2).

Definition 1: Eel heifit (logisches) Atom, wenn EA) und EcAE = CE ist.

Ein Atom E ist ein minimales Element in ; d.h. Fe, FSE = F=0 oder F=E. Aber nicht
jedes minimale Element muf} ein Atom sein. Zum Beispiel die Algebra der stetigen kom-
plexwertigen Funktionen auf dem Intervall [0,1] besitzt aufler I und 0 keine weiteren Projektio-
nen (in Funktionenalgebren sind in der Regel diejenigen Funktionen, die nur die beiden Werte 0
und 1 annehmen, die Projektionen); I ist also minimal, doch kein Atom. In der Theorie der
Boole'schen Verbinde!”) wird der Begriff "Atom" fiir minimale Elemente verwandt.

Jetzt kénnen wir das logisch-algebraische Modell, das in Abschnitt 4 fiir die Behandlung der
statistischen Vorhersagbarkeit benstigt wird, definieren.

Definition 2: Eine Quanten-Algebra oder kurz O-Algebra A ist eine Algebra iiber € mit Eins-
Element 1 und einer Involution *, die folgende zwei Bedingungen erfiillt:

(1) XeA, X*X=0= X=0

(i) XecA, X#0 = Es gibt ein Atom E und ein Yec# mit XYE#0.

Die Notwendigkeit dieser Bedingungen wird erst an spiterer Stelle einsichtig; es wird sich
zeigen, dal sie dafiir sorgen, daB der Erwartungswert einer Aussage eine verniinftige Wahr-
scheinlichkeit (d.h. eine Zahl aus dem Einheitsintervall) wird.

Die Bedingung (i) ist eine bekannte, hidufig benutzte Forderung an die Involution®®). Die
Bedingung (ii) stellt sicher, daB geniigend Atome und damit auch geniigend Projektionen in
existieren. Denn ohne sie kénnten 0 und I die beiden einzigen Projektionen in o# sein (wie bei
der Algebra der stetigen komplexwertigen Funktionen auf dem Intervall [0,1]). Man beachte je-
doch, daf3 die Bedingung (ii) im nicht-kommutativen Fall nicht impliziert, dal das System der
orthogonalen Projektinen ¢ im iiblichen Sinn atomistisch ist. Von Orthoverbédnden, die atomi-
stisch sind und einige weitere Eigenschaften aufweisen, geht C. Piron in [11] aus.

Beispiele

a) die Algebra der meBbaren komplexwertigen Funktionen auf einem mefbaren Raum. Die
Involution ist die punktweise komplexe Konjugation. < féllt mit der o-Algebra zusammen.
b) die Algebra L* zum Lebesgue-Maf} oder einem beliebigen anderen Maf.
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c) die Algebra der komplexen nxn-Matrizen. Fiir eine Matrix X ist X* die adjungierte Matrix. &
ist isomorph zu dem Orthoverband der linearen Unterrdume des n-dimensionalen unitiren
Raumes (Hilbert-Raumes).

d) die Algebra der nxn-Matrizen, deren Komponenten nicht Zahlen, sondern mefbare Funktio-
nen auf einem mefbaren Raum sind. Fiir eine sclche Matrix X erhilt man X*, indem man X
an der Diagonale spiegelt (transponiert) und die punktweise komplexe Konjugation der ein-
zelnen Komponenten bildet.

e) die Algebra der nxn-Matrizen, deren Komponenten Elemente aus L* sind.

f) die Algebra der stetigen linearen Operatoren auf einem beliebigen Hilbert-Raum. X* ist der
adjungierte Operator. ¢ ist isomorph zu dem Orthoverband der abgeschlossenen linearen
Unterrdume des Hilbert-Raumes.

Bei allen Beispielen a) bis f) ist < ein Verband (d.h. fiir alle E, Fe existieren das Infimum
EAF und das Supremum EVF), doch nur die Beispiele a) und b) erfiillen das Distributiv-Gesetz
eines Boole'schen Verbandes.

Bei Beispiel a) sind die Ein-Punkt-Mengen die Atome, sofern die o-Algebra diese enthilt.
Denn es gibt auch o-Algebren ohne Atome (z.B. die Produkt-o-Algebra zu einer iiberabzihlba-
ren Familie von o-Algebren). Bei den Beispielen b) und e) gibt es keine Atome, wenn es sich um
den L” zum Lebesgue-MaB handelt. Bei diskreten MaBen kénnen durchaus Atome existieren. Bei
den Beispielen ¢) und f) sind die Projektionen auf die eindimensionalen Teilrdume die Atome.
Bei Beispiel d) gibt es nur dann Atome, wenn die o-Algebra welche enthilt; falls die Ein-Punkt-
Mengen zur o-Algebra gehoren, ist ein Atom eine Matrix aus Funktionen, die alle nur an einem
gemeinsam Punkt von 0 verschieden sind, so daf} die Zahlen-Matrix, die aus den Werten an die-
sem Punkt besteht, eine Projektion auf einen eindimensionalen Teilraum ist.

Die Beispiele c¢) und f) liefern immer eine Q-Algebra, die Beispiele a) und d) dann, wenn die
Ein-Punkt-Mengen zur o-Algebra gehéren. Die L*-Algebra zum Lebesgue-Mal ist selbst keine
Q-Algebra (keine Atome), kann jedoch durchaus in eine groBere Q-Algebra eingebettet werden
(z.B. indem man die Elemente aus dem L” als stetige Multiplikationsoperatoren auf dem L* dar-
stellt). Ahnliches gilt fiir Beispicl ¢) und fiir Beispiele a) und d), wenn bei den Beispielen a) und
d) die Ein-Punkt-Mengen nicht zur o-Algebra gehoren.

Lemma 1: Sei « # eine Q-Algebra. Fiir E,Fel, EX0 und X,Ye A, Y=0 gilt:

(i) Y*XTY=AY*Yfiirein A € C = Y*X*Y=) Y*Y

(i) X=X* Y*XY=AY*Y fiireinA eC = 1 €R

(ii1) Y*X*XTY=AY*Y fiirein A € C = 120

(iv) Y*FY=AY*Y fiir ein A € € = 0<A<]

(v) EFE=0<& E<F’

(vi) EFE=FE & E<F

(vit) EF=FF und EFE=JE fiir ein 2 € € = A=0 und F<E' oder =1 und F<E
(viii) XY=YX, Y*XY=AY*Y fiir ein 2 € C = Y*X*XV=| A|*Y*Y

(1x) EXE=AE fiirein A € €, 0#F<E = FXF=AF

Beweis: (i) VXX *Y=(YXXY)*=(1V*})*= 7 V*¥
(ii) Aus (i) folgt: A=, und daher A € IR
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(1) Der Beweis wird in zwei Schritten durchgefiihrt; zunichst wird gezeigt:
Xecd, DX*XD=AD fiir ein 2 € € und ein Atom D = A>0.

Wegen (i) ist Ae IR. Wir nehmen an, daB A<0 ist. Da D ein Atom ist, existiert zu jedem VecA
ein eindeutiges aye € mit DVD=a;:D. Aus (ii) folgt, daBB ay fiir V=V* eine reelle Zahl ist. Wir
betrachten jetzt die Abbildungen

['cA->C, (V)= apfir Vecf und
@:[0,1121R, ¢fs):=T((sX+(1-5) 1 )*(sX+(1-5) 1)) fiir s€[0,1].

I ist linear mit I(1)=1 und T(X*) = I'(X). Es folgt: ¢(s) =s* TXY*X)+(1-5)*+5(1-5) T(X*+X).
@ ist so ein quadratisches Polynom in s mit ¢{0)=1 und ¢(1)=I(X*X)=A4<0, hat also eine Null-
stelle r mit 0<¢<1.

=0 = @) = T(X+(1-0) D*(X+(1-) 1))
=0 = DX+(1-) T*(X+(1-0)1)D = (((X+(1-0) 1)D)*(eX+(1-t) 1)D
=20=0X+(1-H1)D=0=DeX+(1-H1)D
20=TX+(1-H1)=tT(X) + 1-t = [(X) = (+-1)/t = T(X*)

=0 =) = CTXNX) + (1-0)* + 1(1-0) 2 (1-1)/t = LTX*Y) - (1-0)°
=023 1 =T{X*0) = (I-072 > 0.

Wir kommen jetzt zu dem zweiten Beweisschritt. Sei Y*X*XY=AY*Y fiir ein A € C. Zu Y
existieren ein Atom D und ein Z&c# mit YZD#). Da D ein Atom ist, folgt D(YZ)*YZD=(D fur
ein feC und D(XYZ)*XYZD = yD fiir ein yeC. Aus der im ersten Beweisschritt bewiesenen
Aussage ergibt sich: £20 und »20. Wenn £=0 wire, so wire 0 = D(YZ)*YZD = (YZD)*YZD,
woraus sich YZD = 0 ergeben wiirde. Also ist £>0. Dann folgt:

yD = DIXYZ)*XYZD = DZXY*X*XY)ZD = ADZ*Y*YZD = AfD = A = y/=0.

(iv) Man wende (iii) auf X=F und X=F"an. Wegen der Projektionseigenschaften ist F*/'=F und
(F')V*F'=F"

(V) 0=EFE=(FE)*FE < FE=0 < FE'=F < F<E'

(Vi) E=EFE < 0=EF'E <> E<F mit (v)

(Vii) AE=EFE=EF=(EFE)'=(AE)*=)’E = =2 = 4=0 oder A=1. Dann wende man (v),(vi) an.
(viii) XY=YX, YAXY=AY*Y = Y*X*XY = Y*X*YX = X Y*YX =X V*XY = |A|? Y*Y

(ix) EXE=AE, 0#F<E = F=FE=EF = FXF = FEXEF = AFEF = AF. O

Fiir den Beweis von (iii) bis (vii) werden die beiden Bedingungen aus der Definition der Q-
Algebra benétigt. Hier wird die Notwendigkeit dieser Bedingungen ersichtlich. Sie stellen sicher,
dal} die Wahrscheinlichkeit, die im nédchsten Abschnitt definiert wird, eine Zahl zwischen 0 und
1 ist.
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4 Statistische und deterministische Vorhersagbarkeit

Die folgende Definition ist groBtenteils eine Wiederholung der fritheren Definition A - je-
doch jetzt unabhingig von dem Hilbert-Raum-Formalismus in dem allgemeinen Rahmen einer

Q-Algebra.

Definition 3: Sei (# eine Q-Algebra, Xec#, E\,...,.E, € & mit E\Fs...E,=0.
(1) Falls fiir \. € Cdie Beziehung

E\Ep..E, XE.Enr..Ey = A E\Ey...Eoi BBt B

gilt, sagen wir "X ist unter E,,... E, statistisch vorhersagbar mit Erwartungswert A" und
schreiben

E(X|E\Es..E))=A.

(i) Fir eine Aussage F schreiben wir statt E (F | E 1Ea. Ey) auch IP(F |E 1Ea.. Ey,) und interpre-
tieren IP(F|E\Es...E,) als die Wahrscheinlichkeit fiir die Guiltigkeit der Aussage F, wenn n
Messungen nacheinander die Ergebnisse E,,...,E, in genau dieser Reihenfolge erbracht ha-
ben.

(iii) Wenn fiir X=X* sowohl X als auch X* unter E,
wir die Varianz von X unter E,,..., E,, durch

,,,,, E, statistisch vorhersagbar sind, definieren

YV (X|E\E,...E,) = E(X*| E\Ex...E,) - (E (X| E\Ea...E0)),
und wenn die Varianz verschwindet, sprechen wir von deterministischer Vorhersagbarkeit.

Eine Aussage F ist unter £,..., E, genau dann deterministisch vorhersagbar, wenn statistische
Vorhersagbarkeit mit P(F| E\E>...E,)=1 oder P (F| E\E...E;)=0 vorliegt. Denn

0 = ¥V (F|IE\Ey..E,) = E(F| E\Ey...E,) - (E (F| E\Es...E))
= IP(F|E\E...E,) - (IP(F| E\Ea...E))*

ist dquivalent zu P (F|E\E...E,)=1 oder IP (F|E,|E,...E,)=0.

Wenn X Yec# statistisch vorhersagbar und @, fe € sind, ist auch aX+fY vorhersagbar, und
es gilt
E(aX+pY|E\Es...E,) = a E(X|E\Es...E) + BE (Y| E\Ey...Ey).

P(F |E 1Ey.. . Ey) ist also additiv in F (fiir paarweise orthogonale Aussagen), liegt in dem Intervall
[0,1], und nimmt fiir F = E, den Wert 1 an, verhilt sich also wie eine auf E, konzentrierte Wahr-
scheinlichkeit.

Wenn Xec# mit X=X* statistisch vorhersagbar ist, folgt mit Lemma 1 (ii), dafl der Erwar-
tungswert eine reelle Zahl ist. Wenn X*X fiir ein Xec# statistisch vorhersagbar ist, so folgt mit
Lemma 1 (iii), daBB der Erwartungswert eine nicht-negative reelle Zahl ist.
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Wenn XecA unter E€, E#0, vorhersagbar und 0=F<FE ist, so ist X wegen Lemma 1 (ix) auch
unter F vorhersagbar mit E (X|F) = E (X|E). Je kleiner die Aussage E ist, um so mehr X aus c#
sind unter £ vorhersagbar und um so mehr Information beinhaltet die Aussage E also. Wenn je-
doch X und X* bereits unter einer Aussage E statistisch vorhersagbar sind (und X=X* ist), so n-
dern Erwartungswert und Varianz von X sich nicht mehr, wenn man sie beziiglich einer anderen
kleineren, also mehr Information beinhaltenden Aussage F bildet. Wenn statistische und keine
deterministische Vorhersagbarkeit (I (X| £)=0) vorliegt, kann das Besorgen weiterer Informati-
on nichts daran dndern. Die positive Varianz ist objektiv vorhanden und nicht auf einen Informa-
tionsmangel zurtickzufithren. Das ist ein groBer Unterschied zur mathematischen Wahrschein-
lichkeitstheorie. Positive Varianzen und Wahrscheinlichkeiten, die von 0 oder 1 verschieden
sind, haben dort immer einen subjektiven Charakter. lhre Ursache liegt in einem Informations-
mangel, und durch das Besorgen zusitzlicher Information kdnnen sie immer weiter verbessert
werden.

Wenn X=X*ist, X und £ kommutieren und X unter F statistisch vorhersagbar ist, so folgt mit
Lemma 1 (viii):

E WX E=(E (X E)’ und W (X| E)=0,

so daf} deterministische Vorhersagbarkeit vorliegt, wie man es in der klassischen Physik gewohnt
war. Falls zwei Aussagen £ und F kommutieren und F unter E vorhersagbar ist, folgt mit Lemma
1 (vii), daB entweder P(F|E)=1 und E<F oder [P (FIE)=0 und E<F’ ist. Im Boole'schen
(kommutativen) Fall gibt es also nur die deterministische Vorhersagbarkeit, die bei Aussagen
gleichbedeutend mit der logischen Implikation ist. Positive Varianzen und von 0 oder 1 verschie-
dene Wahrscheinlichkeiten bei der statistischen Vorhersagbarkeit kénnen also nur ein Phdnomen
einer nicht-Boole'schen Logik sein. Auch das ist wieder ein wesentlicher Unterschied zur ma-
thematischen Wahrscheinlichkeitstheorie, die auf Boole'schen Strukturen beruht. Dal} dieses
Phdnomen von der Theorie her auftreten kann, zeigen die folgenden Beispiele. DaB es auch in
der Natur tatsdchlich auftritt, zeigen viele quantenphysikalische Experimente (vgl. Abs. 5).

Sei ¢4 die Algebra der stetigen linearen Operatoren auf einem Hilbert-Raum 4 (Beispiele ¢)
und f)), Xec# und seien E F die Projektionen auf die von zwei normierten Vektoren 7 bzw. £ aus
4 aufgespannten eindimensionalen linearen Teilriume. Dann gilt:

EFE =| n)n| &)Xl n)nl = [(n| &) E und daher P(FIE) =|(n] £)]"sowie
EXE =|n)n|xn)(n| = (7] Xn)E und daher E(X|E) ={n|Xn).

Das erklért, warum in der Quantentheorie das Quadrat des Betrages des Skalarproduktes in dem
Hilbert-Raum eine Wahrscheinlichkeit ist. Sei nun < # die Algebra der komplexen 2 x2-Matrizen;
fir

7=(0,1) und &=2 (%, %)

zum Beispiel ist P (F IE) =/, so daf} eine statistische, aber nicht deterministische Vorhersag-
barkeit vorliegt.

Nun sind £ und F in diesem Fall die Projektionen auf 1-dimensionale Rédume, d.h. Atome.
DaB statistische Vorhersagbarkeit auch bei Aussagen, die keine Atome sind, auftreten kann, zeigt
das nichste Beispiel. Sei ¢ # die Algebra der komplexen 4x4-Matrizen und
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100 0 1 010
0100 01 0 1
E=lo 000 "™ F=l1 01 0
0000 01 0 1

E und F sind orthogonale Projektionen auf 2-dimensionale Rdume mit EFE = / E, so daf3 auch
hier P (F|E) = % ist. _

Die Kenntnis der Giiltigkeit einer Aussage, die ein Atom ist, bedeutet maximal mogliche In-
formation zu haben. Denn dann sind alle Xec# statistisch vorhersagbar, im kommutativen
(Boole'schen) Fall sogar deterministisch vorhersagbar. Im allgemeinen Fall bleibt selbst bei
maximal moglicher Information immer noch eine Unbestimmtheit {iber. Das zeigte das vorletzte
Beispiel. Wie grundsitzlich dieser Indeterminismus ist, zeigt die Unschirfe-Relation.

Satz 1 (Unschiirfe-Relation): Sei  # eine O-Algebra, und seien X,YecA, X=X* Y=Y* und Eel
ein Atom. Dann gilt:

2

V(X|E) M(YIE) = ;11—1 E(XY - YX|E)|

Beweis: Durch p(V,W):= E (V*W|E) wird eine positiv semi-definite hermite'sche Form auf 4
definiert (V,Wec#), so daB die Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung gilt:

oV W) < p(V V) p(W ) fiir alle V,WecA.
Indem man ¥V = X- E(X| E)1 und W = Y- E (Y| E) T setzt, folgt

p(V.V) =V (X| E) und p(W, W) = (¥| E) sowie
MXIE) MYE) 2|pv,w)|" 2|im p(v, 7)) *=

Wir wollen uns nun noch einmal dem quantenphysikalischen MeBprozef in dem neuen Licht
zuwenden.

% E(XY-YX|E)| .O

S Der quantenphysikalische MeBprozeB in dem Q-Algebra-Formalismus

Im folgenden bezeichnen ¢ # immer eine Q-Algebra, £ das System der Projektionen in «#, X
ein Element aus «# mit X=X* Wir nehmen an, da} eine Reihe von n Messungen nacheinander
Resultate geliefert hat, die durch die Elemente E,,..., E, aus £, deren Produkt nicht verschwindet,
reprasentiert werden.

Zunidchst nehmen wir an, daB X unter E, allein statistisch vorhersagbar ist mit E (X | E)=a
Dann folgt E,XE,=aE, und E\F>...E, X E,E,....E, = a E\E...Ep\E,E,.,...E,, also ist X unter
E\,...,E, statistisch vorhersagbar mit demselben Erwartungswert wie unter E, allein
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E(X|E\Ey..E,) = a = E(X|Ey),
so daf} die Kenntnis der ersten n-1 Messungen keine Rolle spielt.

Indem man X = E, setzt, erhilt man P (E,| E\Es...E,) = IP (E,| E,) = 1. Wenn man die glei-
che Messung zweimal direkt hintereinander durchfiihrt, reproduziert die zweite deterministisch
das Ergebnis der ersten.

Wenn E, ein Atom ist, haben alle vorherigen Messungen keine Relevanz mehr - ganz gleich
tiber welches X in ¢# man eine Vorhersage machen mochte. Auch dann, wenn beispielsweise
X=E,., ist, hat die vorherige Messung mit dem Ergebnis £,,.| keine Relevanz mehr fiir die erneute
Uberpriifung von E,.;, wenn zwischendurch eine weitere Messung mit dem Ergebnis E, stattge-
funden hat.

Wir betrachten noch einmal das Beispiel von Abschnitt 4, die Algebra der komplexen 2x2-
Matrizen, und fur £, und E,.; wihlen wieder die Projektionen auf die von

7=(0,1) und &=2 (%4,%)

aufgespannten eindimensionalen Rdume. Dann gilt:
P(E,,.I‘EIEQ,.,E”) = P(En-l lEn-lEn) = !P(EH-IIEH) = |(T|l§)[2 = i/2

Wenn man zunichst die Giiltigkeit von E,,.; feststellt, dann die von E, um danach wieder die
von £, zu priifen, muf} die emeute Priifung von £,.; nicht zu demselben Ergebnis fiihren wie
die erste, sondern liefert nur mit Wahrscheinlichkeit 2 wieder dasselbe Ergebnis, mit der glei-
chen Wahrscheinlichkeit aber auch nicht. Eine durch eine erste Messung gewonnene Information
kann durch eine weitere Messung vernichtet werden, wenn die Eigenschaft, die bei der ersten
Messung interessierte, ,,nicht vertrdglich™ ist mit der Eigenschaft, die bei der zweiten Messung
gepriift wird, und ,,Vertraglichkeit* ist nur bei kommutierenden Aussagen gewihrleistet. Denn
wenn £, und E,.; kommutieren gilt:

P (Ep\| E\Es...Eq1E,) = P(Ey) | E\Ea...ExEn) = 1.

So seltsam diese Phdnomene auch zunichst erscheinen mogen, sie kommen tatséchlich in der
Natur vor und sind seit langem das alltidgliche Geschift des Quantenphysikers. Beispielsweise
zeigt ein Teilchen mit Spin 2 » genau das oben beschriebene Verhalten. Die x-Komponente und
die y-Komponente des Spins kénnen beide nur die Werte + %2 # und - 2 # annehmen. Wenn
man bei einer Messung der x-Komponente + %2 # festgestellt hat und danach wiederum die x-
Komponente mif}t, stellt man deterministisch wieder + 2 » fest. Wenn man aber zwischendurch
die y-Komponente gemessen und + 2 # festgestellt hat, ist der Ausgang bei einer zweiten Mes-
sung der x-Komponente nicht deterministisch; vielmehr sind die Ausgédnge + %2 » und - Y2 &
beide mit gleicher Wahrscheinlichkeit moglich. So zeigt es das physikalische Experiment (und so
sagt es auch die Quantenmechanik voraus). Dasselbe gilt, wenn man bei der y-Komponente
- %2 h gemessen hat.

Wenn man die gleiche Messung zweimal hintereinander durchfiihrt (X = E;), reproduziert die
zweite nur dann deterministisch das Ergebnis der ersten, wenn zwischendurch keine weiteren
Messungen (s.0.) oder nur Messungen zu Eigenschaften (E..,,..., E,) stattgefunden haben, die mit
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der bei den beiden gleichen Messungen gepriiften Eigenschaft (E) vertriglich sind
(kommutieren). Denn es folgt

E|E2...E,, E,' E,,E,,.)...E] = E]Ez...E,,E,,-l...E|

durch sukzessives Vertauschen von dem mittleren E; mit seinem linken Nachbarn bis zu einem
der beiden anderen E; und somit

P(E/|E\Es..E,) = 1.

Nun kehren wir wieder zu der allgemeinen Situation zuriick und nehmen an, daf eines der E;
mit i<n ein Atom ist. Dann ist E.E;+ ... E,XE,...E; = fE;und E\E;s...Ep ELE,.... E; = yE,; fiir reelle
Zahlen S und y Wegen E\Ey..E, # 0 ist EEi...EqnEn # 0 und EEi... . EpEEny.. . E;
=EEir).. Eg\En(EiEis\...Eqn E)* 20, also ¥ = 0. Es folgt:

ElEp_...E,,XE,,E,,.|...E| = ﬂE]Egu.E,.lE,E,_g...El = ﬂ/}/E|E2...E,,E,,-1...E1, d.h.

)

E)

Also ist X unter E,,...,E, statistisch vorhersagbar, und der Erwartungswert ist unabhéngig von
den Ergebnissen der ersten i-1 Messungen.

Jetzt betrachten wir den Fall n=2, wobei F; ein Atom und £, die Summe zweier orthogonaler
Aussagen F) und F; sein soll (E; = Fy + I3 = F) v F3). Dann folgt:

2

E(X|E\Ea. E,) =

B E(E.,..E,XE,..E,,,
7 E(E...E_E,E

n*~n-l1

E((F + B)X(F + F,)

E(X|E(F v F))-=

E(F, +F|E,)
_ E(FxF|E,) . E(F,XF|E,) . E(FXFE,) . E(F, xF|E,)
E(F +F|E) E(F+FRE) E(F+E|E) EF+F|E)

E(FxR|E) P(F|E)  E(FXF
) P(R|E) P(F +F,

E,) P(R|E)
+
E) PRIE) P(F+FE|E)
E(RXR|E)  E(RXR|E,)
- -
E(F +F|E) E(F +FlE,)

P(R|E)  Re E(FXR

P(F, + F|E) i E(F +F,

)
E)

= E(XIE,F,) P(I;(Tl;;r E(XIEF,)
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Falls X mit F, oder F> kommutiert, ist F|XF>=0 wegen der Orthogonalitit von F| und F
(F£1F2=0), so daB der dritte Term verschwindet und die Gleichung genau unserer intuitiven Er-
wartung entspricht. Die ersten beiden Terme bilden eine konvexe Kombination der beiden Er-
wartungen E (X|EF)) und E (X|E\F>). Das entspricht dem aus der mathematischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie bekannten Verhalten.

Im allgemeinen Fall verschwindet der dritte Term jedoch nicht und ist nicht einmal positiv.
Er bewirkt eine Interferenzerscheinung, deren Ursprung wieder in der nicht-Boole'schen Logik
liegt. Genau diese Interferenz wird bei den quantenphysikalischen Interferometrie-Experimenten
beobachtet.

Wir betrachten das Zwei-Spalt-Experiment mit Punkt-Teilchen (Fig. 1). Ein Teilchen, dessen
Impuls bekannt ist, bewegt sich auf einen Leuchtschirm zu, der an dem Aufschlagpunkt ein
Lichtsignal erzeugt (oder auf andere Art den Aufschlagpunkt erkennbar macht). Vor dem Leucht-
schirm befindet sich eine Wand mit zwei Spalten. Das Teilchen prallt entweder gegen die Wand

und wird reflektiert oder fliegt durch einen der beiden Spalte, so daB es auf den Leuchtschirm
trifft.

Spalt 1 I A
® — I Leuchtschirm
Teilchen
Spalt 2 '

Fig. 1: Der Zwei-Spalt-Versuch

Sei E; die Aussage ,,Das Teilchen hat zu Beginn den Impuls k", F, die Aussage ,,Das Teil-
chen fliegt durch Spalt 1 und F, die Aussage ,,Das Teilchen fliegt durch Spalt 2. Auflerdem
betrachten wir zu einer kleinen Flidche A auf dem Leuchtschirm die Aussage ,,Das Teilchen trifft
den Leuchtschirm in dieser Fliche A", die wir mit D bezeichnen und fiir X einsetzten. Dann
haben wir:

B)(DIEI(FI v Fz))= P(D\E]FI) P(ﬂ;(ffjlll)-f P(D!E1Fz) P(:‘l(izLiI‘)E])
Re E(F|XF2!EI)
2 E(F, +F|E,)

]P(D|E|F1) ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen den Leuchtschirm in der Fliche A
trifft, wenn nur Spalt 1 offen ist. Entsprechend ist /P (D|E,F;) diese Wahrscheinlichkeit, wenn
nur Spalt 2 offen ist. [P (D|E\(F)vF>)) ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen den Leucht-
schirm in der Fldche A trifft, wenn beide Spalte offen sind und nicht feststellbar ist, durch wel-
chen Spalt das Teilchen fliegt. Der dritte Term in der obigen Gleichung erkldrt dann die bei
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Zwei-Spalt-Experimenten beobachtete Interferenz daraus, dafl die Aussagen F|, und F> beide
nicht mit der Aussage D kommutieren.

Wir kehren noch einmal zuriick zu dem Beispiel f), bei dem # die Algebra der stetigen li-
nearen Operatoren auf einem Hilbert-Raum 4’ ist. Wir nehmen an, daf3 D, E und F, F; die ortho-
gonalen Projektionen auf die von den normierten Vektoren v, & und n,7 (771 L 12) aufge-
spannten 1-dimensionalen Rdume sind. Dann folgt:

E((F, + £)D(F, + 1) E)

P(F, + F|E)
E(F,DF|E)+ E(F,DF,|E)+ E(F,DF,
P(F|E)+ P(F,|E)
m ) )| +(glm)m | w )
’<§’Ul>3 +'<§

P(D|E(F, v )=

E)+ E(F,DF|E)

W><V/| Y )(Th |5>

) | E) + (Elm )y

5

G v)

(&l )om |w)

’72}

2

’(9:' 7 )(’71 ' W)"” <§
Kelm ) +[(¢

In dem letzten Term werden zundchst komplexe Zahlen addiert, um dann das Quadrat des Betra-
ges der Summe zu bilden (Zdhler des Bruchs), und erhilt dann durch ein geeignete Normierung
(Division durch Nenner) eine Wahrscheinlichkeit. Das entspricht der Superposition der Wellen-
funktionen in der Quantenmechanik und der bekannten Erkldrung der Interferenz.

Die Interferenz ist wieder ein Phinomen, das die hier bei der statistischen Vorhersagbarkeit
auftretenden Wahrscheinlichkeiten deutlich von denen der mathematischen Wahrscheinlich-
keitstheorie unterscheidet und das mit einem Boole'schen Aussagenmodell nicht zu erkldren ist.

m Xm | w)

’72)2

6 Das Verhiltnis zur Boole'schen Logik

Beziiglich der Boole’schen Logik mufl man zweierlei anmerken. Zum einen ist sie ja in der
Theorie der Q-Algebren als Spezialfall enthalten (Kommutativitit der Q-Algebra), zum anderen
gilt sie selbst im nicht-Boole’schen Fall fiir diejenigen Aussagen, die unter einer vorgegebenen
Aussage E deterministisch vorhersagbar sind, in einem gewissen Sinn weiterhin. Das bedarf der
Erlduterung.

Wir wissen, daf} F genau dann deterministisch vorhersagbar unter E ist, wenn entweder E<F
oder E<F’ ist. Bei fest vorgegebenem E heifit E<F, dal F wahr ist, und E<F’ bedeutet, dal} F’
wahr bzw. F falsch ist. Wir zeigen jetzt, daf} die Boole’sche Logik flir Sdtze der Gestalt ,, F' ist
wahr“ flir Aussagen F, die unter E deterministisch vorhersagbar sind, gilt. Dabei miissen wir im
Gegensatz zu den bisherigen Betrachtungen voraussetzen, da} £ ein Verband ist, d.h. daf} Infi-
mum EAF und Supremum EVF flir alle Aussagenpaare £, F in £ existieren.

Wenn F,F), F, deterministisch vorhersagbar unter E sind, so sind es also auch F’, FiaF> und
FvF;, Denn es folgt:
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1. F wahr = F’ falsch

1. F' wahr = F falsch

iii. F, wahr und F; wahr = E<F| und E<F, = E<F|AF> = F\AF> wahr

iv. F| falsch oder F, falsch = E<F|’ oder E<F,” = F\<E’ oder FosE' = FIAF<E' =
ES(F]/\F)_)'DFlAFz falsch

v. F wahr oder F> wahr = E<F| oder £E<F, = E<F\vF> = F|vF, wahr

vi. Fy falsch und F; falsch = E<F|’und E<F," = F\<E’und F><E’ = F\VF<E’' = E<(F\VvFy)’
= F|vF; falsch

Damit sind die iiblichen Wahrheitstafeln erﬁillt; und es gilt das Distributiv-Gesetz zwar nicht in
der Form (F\VF)AF=(F\AF)VvF,AF), aber in der Form

(F\F2)AF wahr < (FIAF)V(FoAF) wahr,

Denn fiir (F\vF2)AF und (FIAF)v(FaAF) kann man mit i. - vi. die Wahrheitstafeln aufstellen,
und beide sind identisch (Fig. 2 und 3). "w" bedeutet "wahr", und "f" bedeutet "falsch".

F LR | F|FvE | (FyWvF)AF F | Fi | Fa| FIAF | FonF | (FIANFY(FanF)
w | w | w w w wlw | w w w w
w w | f w w wlwl| f w f w
w | f|w w w wl f|lw f w w
flw|w w f flw|w f f f
w | f1f] f / wl L] f / !
L L flw] w f Sl flw] [ i f
Jlwl f]l w f flw | [f] f A /
A A A f AW Evi A I f

Fig. 2: Wahrheitstafel fiir (F\vF2)AF Fi Wahrheitstafel fiir (FiAF)V(F2AF)

ae

Allerdings fiihren solche Uberlegungen zu einer Relativierung des Wahrheitsbegriffes. Eine
Aussage (F) ist nur dann wahr, wenn man sie entweder direkt beobachtet hat oder wenn man sie
durch logisches Schlieflen aus einer anderen direkt beobachteten Aussagen (E) erhilt. Die Beob-
achtung einer anderen, mit £ nicht vertrdglichen Aussage verdndert das gesamte System der dann
wahren Aussagen; /' muB dann nicht mehr dazugehéren.

7 Die Universalitit des Hilbert-Raumes

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall widmen, betrachten wir vorher noch einmal die kommutati-
ven Q-Algebren.

Satz 2: Jede kommutative Q-Algebra <A ist isomorph zu einer Algebra von komplexwertigen
Funktionen auf einer geeigneten Menge.

Beweis: Sei Q die Menge aller Atome von /. Zu Xec# definieren wir die Funktion X:0-¢:
X (Ey:= E(X E). Die Abbildung X—> X ist linear und bildet X* auf die komplex-konjugierte
Funktion zu X ab. Die Multiplikativitit folgt fir X, Y ec# so:



180 Niestegge

EXYE = EXEEYE = (E (M E)EXE(MWE)E)=EWXE) EME)E,
Es bleibt die Injektivitdt zu zeigen. Sei X=0. Dann existieren ein Atom E und ein Y ecf mit

0 #XYE = YXE = 0 #XE =EXE = X (E) 0.0

Ahnlich wie in [8] (dort im Zusammenhang mit minimalen Idealen) konstruieren wir jetzt zu
«# einen Hilbert-Raum, auf dem wir die Elemente aus ¢# als lineare Operatoren darstellen kon-
nen.

Satz 3: (i) Sei c# eine Q-Algebra. Dann gibt es einen Hilbert-Raum 7, einen dichten Teilraum
Ko von i und eine Abbildung 1 von (# in den Raum der linearen Operatoren von 7, nach
Ho, die linear, multiplikativ sowie injektiv ist und mit der Involution vertauscht. T1 bildet &
auf stetige orthogonale Projektionen ab.

(i1) Zujedem Arom F gibt es einen Vektor €4, mit: E(X[F) = (oﬂ l'I(X)§> fiir alle XecA.

(iii) Es gibt einen Gruppenhomomorphismus @ von der Gruppe der Automorphismen 0 von A
auf A in die Gruppe derjenigen unitdren Operatoren U auf 7, unter denen %, invariant ist,
so dapf fiir U=®(0) gilt:

(6( X)) = U*TI(X)U fiir alle XecA.

Beweis: (i) Sei E ein Atom. Auf dem Links-Ideal ¢(#F fiihren wir folgendes Skalarprodukt

{3 sie

(X|Y), := EWX*Y|E) fiir X, YecAE.

Es ist positiv definit, denn fiir Ve # gilt: 0 = E (VE)*VE|E) = 0 = E(VE)*VEE = EV*VE =
(VEY*VE = VE = 0. Mit diesem Skalarprodukt ist ¢#E ein Pri-Hilbert-Raum, und jedes X ect
definiert einen Links-Multiplikations-Operator X auf AE: —)?(Y)"—".X’Y fiir Ye#E Die Abbil-
dung X' — X ist linear und multiplikativ. Aulerdem vertauscht sie wegen

(X)v|r), =(r|xY), = Ex¥IE) = E@C0*YIE) = (XW|Y) furalle VY € AE

g

mit der Involution. Im allgemeinen ist der Operator X nicht beschrankt, jedoch ist F fiir eine
Aussage F stetig, denn aus E(Y*Y|E) = E(Y*FY|E) + E(Y*F'Y|E) und E(Y*F'Y|E) =
E(F)*F'Y|E) 2 0 folgt:

(Fr|Fr) = E(v* FYIE)< E(Y*YE)=(¥In), =|F|, <1.

E

Sei Q die Menge aller Atome von ¢ # und %, die Menge aller Abbildungen & von  nach of mit
folgenden zwei Eigenschaften:
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= f(E)E(/‘?E
- & E)#0 nur fiir endlich viele EeQ.

40, ist ein linearer Raum, auf dem wir folgendes Skalarprodukt definieren (& ne#,):

(elm) = D (B nE)), .

EeQ

Zu XecA sei I1(X) der folgendermafien definierte lineare Operator auf A,:

(C0E)(E):= X(E(E)).

Die Abbildung IT ist linear, multiplikativ und vertauscht mit der Involution. Fiir eine Aussage F
gilt:

|| H(F)"Sl (wegen H F“f <1 furalle £ €Q).

Sei nun 2 die Vervollstindigung von #i,. 4 ist ein Hilbert-Raum. Fiir jedes Xec# ist I1(X) ein
dicht definierter linearer Operator auf A& (alle I'1(X) haben denselben Definitionsbereich 4, und
bilden wieder in diesen ab), und fiir jede Aussage F kann [1(F) stetig auf & fortgesetzt werden.
Die Fortsetzung wird wieder mit I1(F) bezeichnet. Da die Abbildung IT multiplikativ ist und mit
der Involution vertauscht, ist I[I(F) selbstadjungiert und idempotent, also eine Projektion auf 4.
AuBBerdem ist IT injektiv; denn:

[NX) =0« X =0 auf AE fiir alle Atome E < XYE=0 fiir alle Atome E und alle Yect <> X=0.

(i1) Fur den durch
OfirE#F

5(E) = {F fir E=F

definierten Vektor &red, folgt fiir alle Xec#:

(&.|neone)=(F|XF), = E(FXFIF)= E(XIF).

(iii) Wegen B(E)XB(E) = 6(E6(X)E) = E (0 (X)| E)6(E) fiir ein Atom E bildet der Automor-
phismus 6 Atome wieder auf Atome ab, und X liegt genau dann in c#E, wenn 6(X) in A£0(E) liegt
mit

EX|E)= E@©X)|6(E)).

Daher kann man einen linearen Operator U=®(6) von 4, nach 4, definieren, indem man fol-
gendermaflen jedem Ee A, ein Ue A, zuordnet:

UKE) =0 (&6(E))) fiir E€Q.
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Fir n, &e A, folgt:

(Un|ueg) = EZE;](UW(E)IUg(E))E - ,ZQ LE(B" (U(H(E)))* 9"(5(8(E)))‘E)
= !ZE;) E(U(Q(E))* &4(E)) B(E)) = % fE(ry(E)* f(E)IE)

=(n|é).

U ist also unitér, kann somit eindeutig von 4, nach A fortgesetzt werden, und @ ist ein Grup-
penhomomorphismus in die multiplikative Gruppe der unitidren Operatoren auf . AuBerdem
gilt bei U=D(0) fiir Xec#, £eki, und ein Atom E:

(Ue)(E) =67 (&(6(E)))
= (M(X)UE)E) = X6~ (HHE)))
= (U T(X)UE)(E) = o o (&6 & £)))) = 60K E) = (A X))2 ) E)
= U'TI(X)U =11(6(X)) . O

Korollar 1: Ein Orthoverband (oder eine partiell geordnete Menge) kann genau dann als System
abgeschlossener linearer Teilrdume eines Hilbert-Raumes dargestellt werden, wenn er (sie) in
das System der Projektionen einer Q-Algebra eingebettet werden kann.

Korollar 1 ist eine rein algebraische Charakterisierung derjenigen Orthoverbinde, die auf ei-
nem Hilbert-Raum dargestellt werden konnen. C. Piron zeigt in [11], daB eine spezielle Klasse
von atomistischen Orthoverbinden auf einem Hilbert-Raum dargestellt werden kann, ohne die
Einbettung des Verbandes in eine Algebra vorauszusetzen.

Mit Satz 3 wird verstdndlich, warum sich die Quantenthcoric im Hilbert-Raum abspiclt. Dic
logischen Atome werden durch Vektoren aus dem Hilbert-Raum dargestellt, aber nicht zu jedem
Vektor aus dem Hilbert-Raum gehort ein Atom aus «# wie auch nicht zu jedem linearen Operator
T auf dem Hilbert-Raum ein X' e # exisitiert mit I1(X)=7 (auch nicht wenn T &), invariant 1aft).

Die Hilbert-Raum-Darstellung einer Q-Algebra kann sehr niitzlich sein. Jedoch gibt es zu ei-
ner Q-Algebra sehr viele unterschiedliche Darstellungen auf ganz verschiedenen Hilbert-
Rédumen. Daher mufl man sich fiir die darstellungsunabhingigen Eigenschaften einer Q-Algebra
interessseren.

8 SchluBbemerkungen

Uberraschend an der Behandlung der quantenphysikalischen Messung mit dem Q-Algebra-
Modell ist, daB man auf den fiir den Hilbert-Raum-Formalismus der Quantentheorie so zentralen
Zustandsbegriff vollig verzichten und trotzdem Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerte, Un-
schérfe-Relation und Interferenzen erschlieflen kann.
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Welche Relevanz kann dann der sogenannte Kollaps der Wellenfunktion bei dem Hilbert-
Raum-Formalismus der Quantentheorie noch haben ? Welche Konsequenzen hat das auf die Fra-
ge nach der Lokalitdt der Quantentheorie ?

Wenn man den Wellenfunktionen eine physikalische Realitdt dhnlich einem Feld zuschreibt,
wird (bei den sogenannten EPR-Experimenten) das Einstein'sche Lokalitdtsprinzip verletzt. Zum
einen wird wohl die Mehrzahl der Physiker der Wellenfunktion keine solche Realitdt zuschrei-
ben; zum anderen ist sie nur eine spezielle Form eines Zustands und kommt bei dem Q-Algebra-
Modell gar nicht mehr vor.

Ein besserer Beweis fiir die Nicht-Lokalitdt der Quantentheorie fiihrt tiber die Bell'sche Un-
gleichung!"l. Die Bell'sche Ungleichung sagt bei bestimmten Experimenten andere Ergebnisse
vorher als die Quantenmechanik. J.S. Bell konnte damit die Unmdglichkeit, die Quantenmecha-
nik mit einer Theorie der "verborgenen Parameter" zu erkldren, aufzeigen. Die mittlerweile
durchgefiihrten Experimente scheinen iiberwiegend die Quantenmechanik zu bestitigen. Aus der
Verletzung der Bell'schen Ungleichung im physikalischen Mikrokosmos folgt mehr als die Un-
moglichkeit einer Theorie der "verborgenen Parameter". Mindestens eine der Voraussetzungen,
auf denen die Herleitung dieser Ungleichung beruht, muf} falsch sein. Die "verborgenen Para-
meter" sind keine explizite Voraussetzung. Als Kandidaten fiir diese falsche Voraussetzung wer-
den tiberwiegend das Lokalitétsprinzip oder ein gewisses Realitétsverstindnis in Betracht gezo-
gen.

Ein weiterer Kandidat ist jedoch das Distributiv-Gesetz, das bei der Bell'schen Ungleichung
eine grofe Rolle spielt. Wenn die Quantenphysik also das Distributiv-Gesetz verletzt, worauf
vieles hindeutet, dann ist der Schluf3 von der Ungiiltigkeit der Bell'schen Ungleichung zur Nicht-
Lokalitédt der Natur bzw. zu einem anderen Realititsverstindnis nicht mehr zwingend. Der Ver-
zicht auf das Distributiv-Gesetz bedeutet jedoch den Verzicht auf die Boole'sche Logik, und das
diirfte unser physikalisches Realitétsverstindnis ganz gewaltig betreffen.
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