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Abstract The Dirac operator with a periodic potential has a band spectrum.
We localize these bands in the semi-classical sense, in particular we obtain a
precise asymptotic expansion of the width of the lowest energy band.

1) Introduction et énoncé des résultats

On s’intéresse au spectre de I'opérateur de Dirac sur R"
(1.1) H" = Ho+V(x)1,
avec un potentiel électrique V(x) périodique,
(1.2) V(x+Y)=V(x), VYeT et YXeR' ;
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n
l“:{z kjvj; k =(k‘,..,kn)ezn}. ou {v‘....,vn} est une base de IRn.
i=t

L'opérateur non perturbé Hg est différentiel, a coefficients constants et de la

forme
. [1 A*(hD )

, ou A(hD ) est un systéme mxm différentiel elliptique.
0 A(th) -1 ] X v

L'opérateur A(hD_) est homogéne d’ordre 1 et vérifie AXhD )JA(hD, )= ~h’Ad,

( A est le Laplacien usuel sur R", 1 est la matrice identité mxm

et 1 celle 2mx2m).
Le paramétre h est réel >0 et censé étre trés petit.
On s’intéressera plus particuliérement aux cas suivants:

3
n=3 avec m=2 et A(hD,)=o(hD,) =h2;_| olii :

n=2avec m=1et A(th):hEiloli.
i
n=1avec m=1et A(hD )=ho,D,.
Les matrices o, sont celles bien connues de Pauli,
s _[o 1] o _[0 —i] ot o _[1 0]
Pl o 2 1i o 3 lo -1]
On suppose que V(x) est indéfiniment dérivable sur R".

; h : -
Il est alors bien connu que H est essentiellement auto-adjoint sur

¥ =L2(IR";sz) et que le spectre de Hh est constitué de I'union des spectres des

opérateurs de Floquet:

sp(Hh)z U sp(Hh'e).

ae R\

ou H™® est 'opérateur différentiel défini sur le tore R"/T, auto-adjoint sur
L2(R"/r;C™), et défini comme H" en remplagant A(hD ) par A(hD_+h6).
OnanotéT le réseau dual, I'*:{m eR"; oYe2rZ, VYET)
L'opérateur H™® est 'unique réalisation auto-adjointe contenant COO(IR"/ I‘;IIZ?'m )

dans son domaine, il est alors a résolvante compacte, du fait que H est elliptique
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et que le tore est compact. Son spectre est constitué d’une suite de valeurs
propres, chacune étant répétée autant de fois que sa multiplicité:

sp(H"®) =1 (h,6); ke Z¥,

avec_, (h8)<A_,(h,0)<0<A (h,0)<h,, (h,6), sik>o0.
Pour tout k € Z¥on considére alors 1a bande
(1.3) bk(h)zk)lk(h.e):

0

h
onadonc sp(H )= U b (h).
kez*

I est facile de voir que les bandes b, (h) sont des intervalles. Si n=3, pour tout
* ho o . . . R
wel  H " est unitairement équivalent (par simple changement de jauge) a
8 . - C N . h.0
Hh , et comme nous allons le voir Hh v est aussi unitairement équivalenta H ",

»e h._e ~ 3 . . . . " . . sy .
Hh J=JH" ~, o0 Jest'opérateur anti-linéaire, unitaire et défini sur CxC par

J(z,.z ):=(6,2,.0,2 ). Onadonc, (h6)=2,(h6)et

A, (08)=2  (h8), si20¢ 1“*. ceci Vk € IN*, et donc les bandes b,, _(h) et

b, (h) se touchent ainsi que celles-ci: b (h)etb_, (h), sik>0.

Nous ferons I'hypothése suivante,
(1.4)  Supvx)-infvix)<2,

X X
notons alors

(1.5) B =-1+3UPVI(x) et p+:zl+iﬂfV(x).

X X

-2k +1

. . i B . H y h
Il est facile de voir qu’il y a au moins une lacune, un 'gap’, dans le spectrede H ,
- h
(1.6) I ' [nsp(H)=0.
Quitte a rajouter a V(x) une constante, on peut toujours supposer que

B <0<p’, dans ce cas b_ (h)c]-cop Jet bk(h)c[u+.+oo[. Vk € IN*,
Si le minimum de V(x) ainsi que son maximum sont non dégénérés, en utilisant

la théorie de Helffer - Sjostrand [HE-S]] ,, (voir les adaptations faites a
'opérateur de Dirac dans [WAN] et dans [MO-PAY]), on voit aisément que, pour

tout entier k>0, au voisinage dep , 1a bande b _k(h) est localisée dans un
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voisinage de la k*™ valeur propre de I'opérateur -[- h°A+W ™ (x)], et qu'au
voisinage de p ", la bande b, (h) est localisée dans un voisinage de la k™ valeur
propre de -n°A +W'(x), ces opérateurs étant définis sur L(R™C™) avec

(1.7) W(x)=1-(V(x)-p ) et W' (x)=1-(V(x)-p")>
Plus précisement, on a les résultats suivants.

Proposition (1.1)". On suppose que V est C* etque (1.2) et (1.4) sont
verifies. On suppose de plus qu'il existe x; e R", vérifiant

(1.8) V(x,)=Sup{V(x):ixe R} et V(x)=V(x )= x-x,€T.
Si le maximum de V est non dégénére, i.e. s'il existe € >0 et o> 0 tels que l'on
ait
(1.9)7  V(x)-V(xy) g -ealx-x, silx-x,l<e:
x
Alors, pour tout k €N , il existe h >0 et C>0, tels que, pour tout h, 0<h<h,

et tout k€N, 0<kgk,, onai

(1.10)" b_,(h)c]l-h**C-he +p p -he +h*?

CL.

ou (e.)

i)iso est la suite croissante des valeurs propres de l'oscillateur harmonique

S-A-xV"(x )x]sur LAR™C"),
( V"(y) désigne la matrice du hessien d'ordre deux de V au point y).

Proposion (1.1)*. On suppose que V est C etque l'ona (1.2) et (1.4). On
suppose de plus qu'il existe x,€R" tel que I'on ait

(1.8)" V(x;)z inf{V(x);xe R"} et V(x):V(x;)=> x—xSe r.

S'il existe o.>0 et £>0 tels que

(1.9)" V(x)—V(x;);alx—lez, silx—xglge;

Alors, pour tout k € ]N*, il existe h,>0 et C>0, tels que, pour tout h, 0 <h<h,,

et tout ke, 0<kgk,, onait
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3/2

(1.10)" b, (h)c]- h”?'/zC+he;:+p+.u+ +he;+h CL.

. + ’ ; i ; ;
ou (ei )i> o €st la suite croissante des valeurs propres de l'oscillateur harmonique

I[-A+xV"(xg)x] sur LAR™C"™).

Les hypothéses (1.9)° peuvent étre affaiblies, mais dans ce cas les localisations
(1.10) sont différentes.

Notre résultat principal est de donner, dans I'esprit de ce qui s’est fait pour

I'opérateur de Schrodinger par [SIM], et par [OUT], un comportement
asymptotique, quand h est trés petit, de la taille de l1a bande du spectre de Hh la
plus proche de p~ et 1a plus proche dep”.

Soient les métriques d’Agmon W™ (x)dx’ et W' (x)dx’, on désigne d (x,y) et
d”(x.y) les distances associées entre deux points x et y de R". Suivant que
(1.8)" ou (1.8)" est vérifié, on considére

(1.11) S;:zlnfd'(x;;x;+‘1).
YET*

.« 4 eq 5 * ¥ *
On considére les cellules élémentaires K™ centrées en ..
n

- : - 11
(1.12) K ::{x0+§,ltivi; avec tie]--z—.z[}.
Théoréme (1.2). On se place sous les hypothéses de la proposition (1.1)".

On suppose en plus que si Y €T est tel que dt(xz,xZH) = Sf).

alors il existe un nombre fini de géodésiques, pour la métrique W*(x)dx>, reliant
xf) a x;ﬂ. et que deux telles géodésiques sont soit confondues soit d'intersection
réduite aux deux points x; et x; +Y.

Alors la bande du spectre de H" Ia plus proche de p°, qui est b, (h)ub ,(h) si

n=3 etseulement b, (h) si n<3, estde la forme [r” (h)+a;(h) A, (h)+r’ (h)],
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Certains résultats partiels de ce travail ont été établis auparavant dans la thése
de I'un des auteurs, A. Outassourt [OUT],.

Nous tenons a remercier vivement B. Helffer pour I'intérét porté a ce travail.

I1) Démonstration des résultats

Dans toute la suite, C désignera toute constante >0 ne dépendant que de V(x).

Le produit scalaire sur " sera noté (.].) et la norme associée]| . |.
L'opérateur gradient sur R" sera noté V, V = iD, , p(¢) désignera le symbole
principal de Hg, Hg'eu=p(th+h9)u+(u+,—u_). Pour tout ouvert Q de R",

< .|. >, désignera le produit scalaire sur LA(@:C") et |l . Il 12 norme associée,

Wk(sz;lii2 ™) désignera I'espace de Sobolev d’ordre k sur Qet |l . I, , sa norme, les
références a 2 seront omises quand il n'y aura pas confusion.

§2.1 Preuve de (1.6)

Soitaelp ,p'[, alors -1<V(x)-a <1, YxeR".
Par conséquent I'opérateur C?:A*(th)[Hl—V(x)]-'A(th)+[1+V(x)-l]
est un isomorphisme de W'(R™C"™) sur W (R™C™) et I'image de W2 (R™C™)
est L*(R™;C™). Pour tout f=(f" 7)€ #=L*(R";C"xC"), on détermine
u=(u u)eF par u =[1+2-V(x)]'[A(MD Ju" -] et
u' =(¢) 't + AX(hD ) (1+2- V(%)) '],
Onaue et (H"-2)u=f .On vérifie aisément, grace a l'ellipticité de H" que u

est dans son domaine, u¢ D(Hh) = W(R"C"xC"), ce qui prouve qued ¢ sp(Hh).
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§2.2 Preuve de 1a proposition (1.1)

On a (cf [WAN] ou [MO-PA]) I'égalité d’energie

||n(Dx+e)(e""‘u)u2+J e L= 1V o () - (V(x)-2) Tu(x) dx

(21) )
—Re(<e””"TH, "+ (V-2)Il[H, " - (V-2)]u>)-

20/h__ h,8
2Im(<e [H0 +(V-2)ulp(Vo)u>),
ceci pour tout réel A, pour toute cellule K’, pour toute fonction réelle et

lipschitzienne ¢(x) sur R" et vérifiant des conditions sur le bord de K périodiques,
et pour tout ue W'(K":€"<C™) vérifiant des conditions au bord périodique sur

K’, (on prendra par exemple K’'=K ouK'= K3: = x0+3(K— xo).
L'égalité (2.1) est encore valable sur un ouvert  en imposant a u de vérifier les

conditions au bord de Q du type de Dirichlet, (on n’impose aucune condition au
bord pour ¢).

L'estimation (2.1) avec K’ =K, et ¢(x)=(1-€,)d(x), 0 <g <1, permet aisément

d’établir 1a Proposition en suivant par exemple la démonstration du théoréme
(2.6) de [MO-PAJ; 1a distance d(x) est définie par

d(x):= il’lfd(x0+‘/,x):
YeT
dans (1.10), C est une constante >0 ne dépendant que de K’.

. he . .
En effet si A =p+0(R) est une valeur propre de H ", et si u(x) est une fonction
propre associée, alors u(x) a toute son énergie concentrée dans un petit voisinage

dex,, i.e. il existe C>0 tel que, pour tout h assez petit, on ait

¢/h

J. [hZI(Dx+9)e’/hu|2+(Ix—xolzle ulz]dngJ- lul®dx.
UK K’

Si Xo(x) est une fonction de troncature a support dans K et égale a 1 dans un
voisinage de x,, i | existe donc n>0 tel que

(2.2) IH" 2% ull =0(e ™), si [ JuPdx=1.
1 K’

La dilatation (x-x,) — h!/z(x— X_), puis la formule de Taylor appliquée en x
0 0 0

A.
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et on a les développements asymptotiques
n
2-— _s¥/p

+ + 2 0 t ] + * * t j
r.(h)-r_(h)~h e erh,avec r,>0, et (h)~p +ijh.
j>0 izl

(Ici il;(h) désigne la plus petite valeur propre > +p° du probléme de Dirichlet

t, ¢ - e & pab
sur un ouvert  contenant {x; d”(x,x) <3S} etassociéa H").

Le probléme de Dirichlet est I’'un des deux suivants définis par I'opérateur H;'i
associé a Hh sur , de domaine

D(Hp™)={u=(u"u") e W'(Q;C™xC™); u*/a0=0).
L'ouvert Q doit étre choisi connexe, borné, a frontiére assez réguliére, contenant
{x; d"(x,,x) <3S} et ne rencontrant pas x,+I'\{0).

Remarquons que I'on passe d’un maximum pour V(x) a un minimun pour

-V(-x) par la transformation unitaire 3(f)(x) = (f (- x).,f" (-x)), si
f(x) = (f" (x).f7(x)) € L*(R;CM) x L*(RD;CM).

En effet on a 3*(H2+V(x)ﬂ)3 = i (HE— V(-x)1);

par conséquent nous démontrerons seulement le cas du minimum pour V(x),
celui relatif au signe +, nous omettrons en particulier ce signe + quand il n'y aura
pas confusion.

Dans le chapitre II, nous démontrerons les résultats annoncés et dans le
chapitre IV, nous traiterons le cas des potentiels a singularité de type
Coulombienne qui ont été étudiés, auparavant dans le cadre de I'opérateur de
Schrodinger, par [KNA] et [MOH]. Au cours de 1a démonstration du

théoréme (1.2), il apparait que les deux prémiéres valeurs propres positives
kl(h.e) et lz(h.e). de 'opérateur de Floquet I—Ih'e sont asymptotiquements
proches quand h —0. Une question naturelle se pose, a savoir si génériquement
A,(h.0) est une valeur propre simple. Nous repondrons partiellement a cette
question dans le chapitre I1I et nous donnerons un exemple de potentiel V(x)

donnant lieu a un 2 (h,8) simple pour tout (h,0) dans un ensemble dense, en

utilisant les techniques de [MO-PA]. Un probléme semblable se pose pour les
états exités de I'opérateur de Schrodinger, c.f. [COL].
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dans I'égalité
(2.3) ¢, %" =0,

¢ =[1- V(x) +2JAX((D_+8))1- V(x) +11 'A(h(D,+8))+1- (V(x)-1)",
permet de voir que

(2.4) L3 (- A+ (x-x)V"(x,)(x-%,)-h " (A -p) I, ull =O((h
Mais u” =[1-V+2]"'A(h(D +8))u",

alors (2.1)- - (2.3) montrent que

Ixoull<C (D x ull+e™™ ™) < C Mk ull+e

1/2
).

~4/h
")

ou C et C, sont deux constantes >0, indépendantes de h.

On peut donc déduire de (2.4) qu’il existe une valeur propre e, de I'oscillateur

harmonique, telle que A -p - he,|= o(h*?),

A est proche d’une valeur propre de 'oscillateur harmonique de la Proposition.
La réciproque est beaucoup plus facile compte tenu de la décroissance
exponentielle des fonctions propres de I'oscillateur harmonique.
On vérifie de méme I'égalité des dimensions des images des projecteurs
spectraux respectifs, sur un intervalle convenablement choisi et de longeur de

l'ordre de hm.

§2.3 Preuve du théoréme (1,2)

x 49 e n
On supposera que X, setrouve aloriginede R.

Dans toute la suite on écrira
(¢ +€£)/h

f(h)~g(h), s'il existee>0 tel que f(h)=g(h)+Gle _ ), quand h —o0.
Soitey, 0<g, <-l;{, choisi assez petit. Soit Q un ouvert vérifiant
Q1_2€0chQ1_80. avec Q :={x; d(x,,x) <rS}.

Soit le sous—ensemble_borné deT,
K:={verl: v+K)nQ=0)}.

Soit X(x) une fonction de troncature qui vaut 1 dans un voisinage de Q;_, et
4]

asupport dans Q.

y . . h
Rappelons que J commute avec I'opérateur de Dirichlet Hg, sur Q.
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Soit (h) 1a premiére valeur propre >0 de Hg.

A(h) est telle que A(h)=p +hel+0(h2).
La valeur propre A(h) est de multiplicité deux, I'espace propre admet une base

orthonormée de 1a forme {uh.Juh}. On considére comme dans [OUT] les fonctions

h,e -i0x 10y h h,0 -16x i0Y h
v, (x)=e e x(x-Y)u (x-Y) et ¥, (x)=e e X(x-Y)Ju (x-Y);
Yer Yer

ce sont deux fonctions périodiques sur K.
Si pour tout £, €]0.1[ fixé, on utilise (2.1) sur @ avec ¢(x)=(1-¢ )d(x,.x),

on trouve qu’il existe C, >0, indépendant de h, tel que I'on ait
1

(2.5) InD, (e "u™)I +llde "u"I” <C, : avec d(x)=d(xyx).
1

Comme dans [OUT], en utilisant la théorie de Helffer - Sjostrand [HE—S_J]L2 et
(2.5), on montre aisément que les valeurs propres 4 (h,0) et 1,(h,0) de

'opérateur de Floquet Hh'6 sont celles de 1a matrice 2x2
a (h) b(h)

b(h) a_(h)

2

—(So+n0)/h

(2.6) M(G):l(h)1+[ ]+R(h). avec R(h)=0(e ),

pour un 1,>0 indépendant de h, n,=S,(1-¢ ), €, étant celui choisi dans (2.5).
Les ai(h) et b(h) sont donnés par
ai(h)=%(ai'i(h,9)+§i'i(h,9)). b(h)=1(a2'|(h.9)+§l'2(h,9)) et

i0(y-p) Y. ¥
o. (h,08)=-ih Z e ' <p(Vx )u.lxpup>:
Jk YpeX J K

on a noté u (x) le spineur uh(x), u,(x) celui Juh(x) et si f est une fonction et
YerT, f est 1a fonction fY(x)=f(x—Y).
Remarquons que az,z(h,e) =E“(h,—9).

Etudions d’abord les a,’(h). Ona

i8(Y-p)
(2.7) a.(h)=h Im{ 2, . <p(VxY)uY.IXpu'.)>}.
j Yae K it

Le fait que u,=Ju, et que p(§) J=- Jp(€) pour tout réel §, permet de voir, en
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utilisant l1a propriété (Jxly) = - (Jylx),

que les ai(h) = a,'(h,e) vérifient a,(h,0)=a (h,-0).
Remarquons que

d(x,.x)+d(x,,x-Y)2d(x,,x,-Y) et d(x,x-Y)+ d(x,x-p)> d(x,-¥,x,-p).

Comme p(Vx') est hermitienne, les termes relatifs a ¥ =p dans (2.7) sont a
contribution nulle. Pour estimer (2.7), il suffit donc d’estimer

(2.8) a(hYp):= el?0-e) <[Hh:xY]u; Ix"u'i’> re i00-e) <X"u;' I[Hh:X’]u; >,
pour un Yet p€ K tel que Y) zp.
—(S.+n_)/h
(Zaj(h) est la somme des ai(h,Y,p) moduloun O(e = ° ).

Soit ‘Q)Y la partie du support de V' contenue dans K, alors on a
d(x,x-Y)2(1-2¢,)S, VxeD,;
par conséquent, si g, est choisi assez petit,on a

d(x,,x-Y)+d(x,x-p)>S,, VxeD,, sip et Yel'\{o}.
L’estimation (2.5) montre alors que

(2.9) a,(hYp)~0,siY=0etp=0.

Comme d(xo.x—Y)+d(x0.x—p) =S, implique I'existence d’une géodésique, 8, de
longueur S, reliant Y & p et passant par X, s’il n'y a pas de géodésique de longeur
S, reliant ¥ a x, alors ai(h.T.O)mo.

Dans le cas contraire, on peut trouver un point y € gmml(, y#X,, tel que, dans
un voisinage de ce point, I'hyperplan F, normal a la géodésique, sépare le support
de VX' du point X,. On peut donc trouver un ouvert Q, tel que :—z, soit contenu
dans K et dans le demi-espace contenant le support de V' de frontiére F, et
tel que F;Nad, soit un ouvert non vide de la frontiére de 2, 32, contenant y.
L'ouvert Q, étant choisi de fagon a ce que I'on ait

(2.10) ai(h,Y,O)xai(h,Y,O;Qy), avec

i0y h Y. Y o iy 0 _ h Y. ¥
a.(hY,0:Q):=e <[H X Ju.|lu.> +e <u. [[H x Ju.>
j Y iy i i

o’
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Soit n' fa normale & F, dirigée vers 'extérieur de Q. On a alors facilement, compte
tenu de (2.5) et (2.10), que

(2.11) aj(h.v,o)mih[-emJ

F.

Y. Y O -10Y 1] Y v
(p(n )ujluj Jds+e J (uj lp(n )uj )ds],
Y FY

ou ds désigne la mesure de Lebesgue sur F,.
On peut donc écrire que

(2.12) a,(h,Y,0)~2h[B,(h,Y)ces (8Y)- e (h,Yain(6Y)],

avec aj(h,‘l)+iBj(h."l) :J (p(ny)u:lu;)ds.

Fy

En utilisant les propriétés Jp(nY)J :p(ny) et ulz_]u:, on voit que
a,(hY)=-a (hY) et B,(h,¥)=p (hY).

Comme ui=(u;up, avec ui-(x)=[l(h)—V(x)+1]—lA(th)ui+(x).

ona sur F,, (p(n')u lu)=[a(h)-V(x)+1]"'x

{(A(n")u]" IA(BD Ju))+(A(hD )u;" |A(n")u))}.
Soit LL 'ouvert, ensemble des points X tels qu’'il n’existe qu'une géodésique

reliant X, a x. Dans [WAN], voir aussi [MO-PA], on montre que la méthode

B.K.W. fonctionne sur U, i.e. il existe une suite de spineurs (U;k(X))

u;(x).,c(h)e_‘p(xvhz

k30" telle que

k +
ksolt Uk (x).

(c(h) étant une constante de normalisation et ¢(x)=d(x,,x)).
On peut choisir Q, de fagon a ce que ¥+§Yc‘u et _ﬁyc‘u, Comme dans le cas
du "splitting" étudié dans [MO-PA] on montre, en utilisant des estimations

établies dans [HE- SJ1 ,. que a.i(h,Y.o) admet un développement asymtotique

-s./h ]
(2.13) o (h.Y) +i,(hY).c*(h)s(h)e ° Z, h'z.,. avec

2= - (AW )TIA(Te)u')- [A(To)y 1A'y )

3.0 0 x=y’
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e ds.

-[d(xo,x)+d(x0.x-Y)—So]/h
et S(h) =
F

YO &y

: Y Y :
Soient m et k deux vecteurs de R" tels que {n",m’ X"} soit une base
orthonormeée et directe. On écrit que

Vo(x)=Vd(x,.x) =<pl(x)ny+cp2(x)m7+<p3(x)k7.
Comme d(x,x)+d(x,X-Y) =S, Vx€g, o, et d(x,,x)+d(x,,x-Y)>S,, six€g,,,
(x restant dans un petit voisinage de gm). ona

(2.14) ¢, (Y)+¢,(y-¥)=0, pour k=1,...3.
Mais A(Ve(x)) = Vo(x)o est une matrice hermitienne, on a donc

2, o= -5{[(Vo(y)o)(n's) - (n's) (Ve ly-1)o)Tu o (y-Ylu. (y)).
Par conséquent, en utilisant (2.14), on trouve

y :
(2.15) 2, o= i0,(y)(u](y -Vl (y)).

Mais y appartient 4 la géodésique g, o et y=x,, comme n' est paralléleeny a
cette géodésique et de direction, de Y vers X, on a donc

(2.16) 0,(y) =n’Vd(xo-xnx=y= -|Ve(y)l=-I1- (V(y)-p)’l<o0.

On remarque maintenant que uzo(x) est solution, (cf. [MO-PA]), de
Xv' (x)+q(x)v' (x)=0, avec (par exemple) v+(x0) =(1,0):

X est le champ de vecteur tangent a g, ;, X=2Ve(x)V, et
q(x)=Ae(x)+2p (V(x)-p)-2(VV(x)IVe(x))-2i[VV(x)x Ve(x)]o,
(p, est celui du théoréme (1.2) choisi tel que q(x,)=0).

Mais on a VV(x)xVe(x)=0, Vxe -

En effet, si on prend par exemple x=y, en remarquant que Vo (y)=-|Vo(y)n',
ona VV(y)xVe(y)=IVeI(VV(y)m )k - VeyI(VV(y)k)m'.
Comme [Vo (x)[*=1-( V(x)-p)>

le terme [V (y)I(VV(y)ImY) est un multiple de mYV(IVo(x)IZ/x:y,

et comme le champ de vecteur m'V est tangent a la'sphére d’Agmon’
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I,={x: d(x,,x) = d(x,,y)}, on en déduit 1a nullité du terme considéré.
L'autre terme se traite de la méme facon.

I1 existe donc une fonction réelle et >0 sur - ug(x) telle que

U o(x)=(ug(x).0) et u; (x)=(0,iu (x)), Vx€g,
On en déduit alors facilement que

(2.17) (u o(x=Y)lu; ((x)) =(u] ((x-Y)lu} ((x)) >0, VxEg,,.

De plus, dans un petit voisinage de y, les ensembles I, et

I,={x: d(x,,x-Y)= d(x,,y-Y)} sont deux sous-variétés ayant un unique point

commun, Y, et I'hyperplan F, comme tangente commune en y. Dans la formule
(2.13) on aurait pu faire le raisonnement en remplagant F, par I, comme

d(x,.x)+d(x,,x-Y) admet sur [, en y un minimum non dégénéré, (pour s’en

convaincre il suffit de voir que dans le voisinage de x,, Q, , on peut trouver un
0

5 ¥ 2 2 2
systéme de coordonnées {vl,vz,vs} tel que d(x,,x)=v,+ V,+V, et
v(x)=(v,v,.v,) soit normal 4 I, ceci si ¢ est assez petit). On a donc sur F,,

d(x,.x)+d(x,,x-Y)-S, qui admet un minimum nul et non dégénéréeny, par
conséquent, on a dans (2.13),

(2.18) 8(h)~h2k;0hk6k. avec §,>0,

deplusona

(2.19) c(h)~h_n/42k;0hkck, avec c,>0.

Les propriétés (2.12), (2.13), (2.16)- - (2.19) montrent aisément que

n
2-— _S /h

(220)  a(h)=h 2e * Y [B(h.Y)cen (8Y)sha(h,Y)in(8Y)],
Yeg

le signe - étant relatif a j=1 et le + a j=2; |y désigne 'ensemble des Y€T tel

qu’il existe une géodésique entre Y et 0 de longueur S,,.

Les ae(h,¥) et B(h,Y) de (2.20) vérifient les proprietés suivantes:

(2.21) (b ¥)~Z, ha, (1) et B(hY)~Z, ,h*B, (1),

avec B,(Y)<0, pour tout Y€ §.

205
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Le terme b(h) se traite de la méme fagon. On utilise les propriétés u,=Ju, et
p)J=-Jp(€) V&€ R3, pour établir que

(222)  b(h)=-i 2, »in(6(Y-p))<xu I[H X ]u >.
YpeF

On en déduit alors facilement que

(2.23)  b(h)~h D, e.m(ev)J (uzlp(ny)u:)ds.
veg

Fy

Quand on écrit que uf(x):c(h)e e(x)/h V(x), avec VM (x)~Z hku:k(x).

on obtient que, pour unY€ 5 fixé, ona
(ud(x)lp(n")u](x)) =c*(h)e I e X MRGR(y)

avec W' = - (0,v'1(n'6)(Vo'0)(v")') - (0,(Vea)¥'l(n's) (v"))+ O(h).

k30

On utilise alors I'égalité (n's Jo,(Vo(x)o)= - (nyo)(ch(X)o)cz,
. h Yy, —h, hY
pour voir quew =(p,-¢ o,V I(v) )+

i(9,+03)((m'6)a,¥"I(V"))-ilp,+0)((K'a)a, VI(v")) +O(h).
En utilisant les proprités sur le premier terme du developpement asymptotique

h . . . h
de v, on trouve facilement que le premier terme de celui de w est nul sur la

géodésique: Wh(y) =0(h). On déduit alors facilement de (2.23) que

n
- .8 M

2 0
(2.24) b(h)=h e 2 o(h.Y)rin(8Y),
YeEf
et que les p(h,Y) ont un développement asymtotique de la forme
K
(2.25) p(hY)~2, hp, (¥).

Les propriétés (2.6), (2.20), (2.21), (2.24) et (2.25) montrent que les deux

i & + he . ...
premieéres valeurs propres >p de H ™ vérifient

(4-n)/z_~So’" -(59*Mp)h
(2.26) li(h,9)=l(h)+h e [v(h,0)7zh8(h,0)]+0(e ),
avec v(h,0) = 2 B(h,Y)cex(BY) et
Yeg
5(1,0)=[( Y a(hy)rin(@V) +( X p(hy)rin(ev)’]":
el Yef

(le signe - étant relatif 2 j=1 et le + a j=2).
Le théoréme est donc démontré, quand n=3.

P.

A.
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Dans le cas o n=2 ou n=1, l1a démonstration est plus simple du fait que la
matrice M(0) dans (2.5) est d'ordre un, I'indice j ne prend pour valeur que 1, la
méthode BK.W. fonctionne aussi dans ce cas et beaucoup plus simplement.

Remarque (2.1): Si n=3 etsi V(x) estpaire, i.e. V(x)=V(-x), VxRS,

alors les valeurs propres de H™® sont de multiplicité paire.
Si V(x) estimpaire, i.e. V(x)=-V(-x), YxeR", (n=1,2 ou 3),
alors le spectre de H" est symetrique par rapport a l'origine,

A€ sp(Hh) = -d€ sp(Hh).

Pour s’en convaincre il suffit de remarquer que, si V est paire, H 4= AH" °
ot A est I'isométrie anti-linéaire Lu(x)=(6,0 " (-x),-0,u (-x)), Vue #
Si V est impaire, (H2+V)cﬂ:&Sl(Hg—V),

h h o . s g
comme on a vu que - (HG-—V) et H +V sont unitairement équivalents, on
retrouve la propriété énoncée.

111) Etude de la multiplicité du niveau fondamental

Dans toute la suite V(x) sera un potentiel Cetl- périodique,

iox —
(3.1) V(x)= E:/me ,avecv_ =v_etv =0.

werl

Pour tout (8,7) € R"xR, on notera @A, (8,)), 7« la suite des valeurs propres

de l'opérateur H'° =H{*+<V1 défini sur LA(R"/I:C").

Théoréme (3.1) Sl existe p et Y dans r*\{o} tels que
(3.2) Im(v,,,v,vy) =0,

alors I'ensemble des (8,1) € R" xR, tel que toutes les valeurs propres de

. o . . .
l'opérateur Hf‘ soient simples, est dense dans R"xR.
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Preuve, On va faire 1a démonstration dans le cas n=3.
Soit 0 € R" fixé et vérifiant
]
(3.3) lo-06l=l6-0], Yoetdel,w=s.

Les valeurs propres de Hg'e sont (+p )
wel

(3.4) um=(1+h2|(o—6!2)1/2,

chaque valeur propre +p  est de multiplicité deux,

(3.5) dim(Ker(HE‘eipwl))ﬂ.

Pour simplifier les notations, on omettra la référence a h et 8, on écrira H_au lieu
deH)*: H_=H.

X
On va considérer H_comme une perturbation de H,. On considérew €' fixeé.
Ona

(3.6) Ker(H,-p, 1) =Vect{e“p_.e"*J(o,)},
. e . | N l+p’m 1
oue =v hv' (6-8) VL= etv = ,on prend e= :
v, (e-8)ce T+p 2p 0
xT) (%
On remarque que Ker(H +p 1)=T(Ker(H -p 1)), siT| = |= .|
X - X

({e,.Jo, To  TJo } est une base orthonormée de c).

Soit IT la projection orthogonale sur Ker(H -p 1).

Si on veut appliquer les théorémes de perturbation établis dans [MO-PA]ala
valeur propre double p _, et savoir si elle éclate en deux valeurs propres simples, il

suffirait pour cela que II_VII ou que HQV(HO—pml)dl(l-Hm)VHm admette deux
valeurs propres simples. Un calcul élémentaire montre que

] 2 8 (0Y) 8 ()
(3.7) T VI =0 et I V(H -p 1) VI =X lv| (——+ ),
© ¢ ¢ ¢ ¢ L IJ'(.:-+Y_|J'Q um+‘!+um ©

avec 8 (o,¥)=2(1(Jo lo,, ) +I(o lo,,,)I) et

8" (0,Y) = -2(I(Te lo, ) +I(To | Jo_ , )).
On ne peut donc pas appliquer les théorémes de [MO-PA]; on poursuit tout de
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méme leur méthode a un cran suplémentaire. On est ramené a chercher a savoir
si 'opérateur
-1 -1
(3.8) R,=II V(H,-p 1) (1-TI )V(H, -p 1) VII,
admet deux valeurs propres simples.

La matrice de R dans la base orthonormée {e ”¢_,e"" J(¢_)} est hermitienne et
a ses éléments diagonaux qui sont égaux,

(3.9) a =a(0):= <Rm(ei‘°x<pw)lemx¢pm> - <R(-n(eimx,](<pw))leimx‘](<pm) >;

pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que H, commute avec la

transformation unitaire u(x) — J(u)(-x) et, le fait de remplacer V(x) par V(-x)
revient a prendre le conjugué du terme a calculer qui est ici réel.
Notons

(3.9') b =b_(8):= <Rw(e'mxtpm)lemxj(<pm) o
Sib, =0, alors R adeux valeurs propres simples ";.3 et p;_s telles que
+ -
p’m.3_ p’m,3 = zlbml *
Soient ufo.o les vecteurs propres associés choisis tels qu'ils forment une base

orthonormée de Ker(H,-p_1).

s . tx > it
On considére les spineurs u = z T,
j=o

% .
et le réel B, . E tJu

+

w2= P, €St le réel vérifiant

Les réels u;i sont définis par: "fo,o=”m- “f.m: o, p
IV (Hy-p0) VI = —p I,
et les ui 4 sont les deux valeurs propres distinctes deR | .
On définit les spineurs ui'i de la fagon suivante:
les uz,_o sont les vecteurs propres définis ci-dessus,
uf“: ~(Hy-p,1) _qu;O :
ui,z =(Hy-p 1) v (Hy-p,1) v +u’m.21](ujo.0)

et, U ;= —(Hy-p 1) "V (Hy-p ) TV(H - p 1) Vap tl-pl (0] ).
On vérifie facilement que I'on a
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o l-1=0(), <u "l ">=0(z) et (H-pi*1)(ui")=0(z"),
ceci quand t—0.

Par conséquent, si b _(8)=0, il existerag (6)>0, tel que, pour tout , kl<e_(0),
120, on ait la valeur valeur propre double, i, de H  qui éclate en deux valeurs

propres simples,A.", pour H,, telles que l;'t—l;'t=24:3]bm(9)|+0(14).

Notons = la projection othogonale de ¢ sur Vect{o_} et, ﬁm celle sur
Vect{J(p )}.Onan_=-Jr_J.

; p P S 5 4
L'opérateur R, peut étre considéré comme un opérateur R sur C,

4
R =(z 0z )X R )z ex ),

j=1

avec
[AAS
Byr™ n ®n )  en ),
o p'Y(um+p+anm)(p’m+p—p’m) WEpET T R T T et
+Y p Y 4 R
R, ,= 2 . (n en )JT(r  eon )T,
w,2 _ ® Y w+p+Y @+p Q+p
p'Y(p'm+p+Y um)(p‘m+p+p’w) R
Y p ¥ % .
R :2 il T(n on )T (x en )
o p'Y(pm+p+Y+um)(um+p—p’w) GhpT @+p+y @+p @ +p
V. VvV
p+Y p Y . 2 .
etR, =2 T(n ®n )T(n eon )T ;
. p'Y(um+p+Y+um)(um+p+um) fetpal " Carrptd O+p  0+p

on a pris la convention de ne considérer dans la somme que les termes donnant
lieu a un coefficient de fourier de V(x) non nul, i.e. seuls lep et Y tels que Y= 0,

p=0 et p+Y =0 sont & considerer, (remarquer que v,=0 et que T’ =-1).
On trouve alors que

(3.10) b_=b_(6):=<R (e o )le

iwx

Jio )> =§Vg+yvpvybw (p.p+7.0),

Mohamed, Parisse and Outassourt H.P
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avec b _(p,p+7,0)= > bmjk(p.p+‘/.9)[u

j.ke{l,2} w+p+Y

[k, (0)+ (-0 u (@)1

On omettra la référence a 8. On utilise les propriétés suivantes,

F=-1, TP =1, TJ=JT et (x|Jy) = - (ylJx),

et on trouve les expressions ci-dessous des bm.;,k(P'P +Y):
b, (ep+Y)=(o lo  )eo _ lo Mo |Jo ) -

W o+p W+p TO+p+Y @+p+Y

(o o, Mo o . Mo lo )-

W+p m+p+Y W+p O TO+p+Y

(o, IJ<p Y(Jo o ) (o lJo )-

O +p m+p+‘l w+p+‘l
(Mpl.lcpm)(cp lo,, Mo lo

w+p+Y T w+p w+p+Y

b, Lep+¥)=(To lo  )e 1Jo N To__ lo )-

W+p co+p+Y co+p w+p+Y

((p(o+p| ‘I(P )((Pml(p<o+p+7)(q’m+p+‘l|.r(pm+p)_
w+p+Y m+p+'f| ‘J‘P +p)_

(To lo Mo lo Mo
(0, TIe o, Mo )T, o, ..) .

@ R+p
w+p m+p+‘l

o pe+Y)==(o lo  )o ITJo )To_lo )+

® - O+p o +p+Y o Teo+p+Y

(o, [Jo ) To lo ) (o ITe )+

(o+p O w+p+Y o+p+Y W+p

(o lo )( ¢ lo ) (o ITJo +p)—

W a+p O T w+p+Y w+p+Y

(o lJo_, )Mo ITJe ) (TJe . lo )

®+p m+p+‘l W+p m+p+*!

ITJo Mo lo )-

W+p (o+p+Y

et
bm.2.2(p'p+y):(T¢m|¢m+p)(¢m+p+7
(0,,,/TJo, ) (To lo )((p lo )+

@ Ta+p+Y O+p+Y Tw+p

(Tq> |<p )( o lo ) 1Jo )+

@ T w+p o "o+p+Y 0+p @+p+Y

(0,,,TJe ), |TJe Yo, lo ) .

O+p To+p+Y

On vérifie facilement que, pour toutp, v, jetk,ona

(3.11) m’k(p p+Y)=- I(‘1.(p+\f.p).
Les égalités (3.10) et (3.11) montrent que

(3.2) {V(x)=V(-x) ,VxeR"= {b_=0, VoeT },
et que les b sont imaginaires,

— *
(3.13) b,=-b_ , VoerI.

(8)+(-1)n_(0)1 "'

211
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Remarquons que, pour toutp ety € r*\{o} tels que p+Y =0,

(3.14) {6 — b_(p,p+Y.8) est analytique et non identiquement nut}.

La dépendance analytique enz de H?e entraine la dépendance analytique en z de
toute valeur propre simple de H?e. le théoréme (3.1) se déduit alors aisément du
fait que (3.14) et (3.2) entrainent que, pour tout w € l"* fixé, 1a fonction

9 - bm(e) est analytique en dehors d’un nombre fini de points et elle est non
identiquement nulle n

Exemple (3.2) Soit 1a fonction défine sur R,

v, (t) = - cea(t)+3vain(t) - cen(2t) -vain(3t),
avec 0 <lv| <l;. La fonction v (t) admet un minimum non dégénéré aux points
te 2nZ. Soit le potentiel défini sur ]R3.

V(x)=gv, (x)+e,v, (x,)+€,v, (X,),
1 2 3

ol les v, sont des réels donnés vérifiant 0 <iv| <7, j=1...3,

et les g; sont des réels, 0 <g; <'3, donnés.

Le potentiel V(x) est I'- périodique, si [=2rZ", et admet un minimum non
dégénéré aux points du réseau I, si les € sont assez petits, on aura (1.4).

Siona €;< <€, pour j=2 et j=3, il existe une unique géodésique minimale, pour
la métrique d’Agmon W' (x)dx’ .

Si (A,(6)), est la suite des valeurs propres de H™ - ha(D - 0)+B+V (%)L,

alors, pour presque tout 8 € (]0,32;{)3 et pour tout k € Z\{0}, il existe une suite

(hi)i' 0<h;<t, VjeN, et h, - 0, quand j ~ +oo,

telle que lk(hi,e) soit une valeur propre simple pour tout j.

Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que, pour tout @ € 23 et pour

presque tout 0 € IR3\('3Z)3, b_(8) défini par (3.9’) et donné par (3.10),

A.
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n’est pas nul. En suivant la démonstration du théoréme (3.1), on vérifie
facilement que, pour presque tout 6 € R* ('32)3, pour tout h>0 fixé et pour tout

m> 0 fixé, les valeurs propres, (li(h,e,m,t))i, de H:_".fn:hoc(D—maBMV(x)ﬂ,
(te R), sont simples, sauf pour un nombre dénombrable de <. La dépendance

analytique en m montre que lk(h.e.m.'c) est simple sauf pour un ensemble

dénombrable de (m,z). En prenant m =<, on voit que lk(-:l.ﬁ) est simple sauf
pour un ensemble dénombrable de ¢ n

Remarquons que, si V(x) n’est pas paire, une question intéressante reste
toujours sans réponse, 4 savoir si le terme 8(h,0) dans (2.26) n’est pas nul.

IV) Cas d'un potentiel de type Coulombien

On considére ici seulement le cas n=23, et on suppose que le potentiel V(x) est

toujours périodique mais indéfiniment dérivable, seulement sur IR3\1', et que

c (x)
1 % .
(4.1) V(x)= co(x)+——. pour tout x tel que [x| soit assez petit,

x|

les ci(x) étant des fonctions C dans un petit voisinage de I'origine et telles que

(4.2) -3<c(0)<0 et Vc(0)=0.
On vérifie alors aisément, comme dans [MO-PA], que 'opérateur
(4.3) P":=Hp+hV(x)1,

est essentiellement auto-adjoint sur £ a partir des spineurs indéfiniment
dérivables et a support compact.

Si on note toujours P" fa réalisation auto- ad jointe, 1a théorie de Floquet montre

. r o0
que son spectre est constitué de bandes, comme dans le cas C .

IThéoréme (4.1) Sous les hypotheses (4.1)- - (4.3) ci-dessus, il existe C>0

tel que, si h,>0 est choisi assez petit, les propriétés ci-dessous soient satisfaites
pourtout h, 0 <h<h,.
(4.4) sp(P")n1-1-hen(h)C,0]=0.
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Pour tout € > 0 assez petit, il existe un entier N, et une constante C, ne

dépendant que de ¢, tel que
N

(45)  sp(P)nlo.d-el= U b (h), b (h)c[hén(h)C+e, e ~hen(h)C],
k=1

oules b, (h) sont des intervalles fermés, bk(h):[b;(h),b;(h)]. et (e,), ., estla
suite croissante des valeurs propres dans 1-1,1[ de l'opérateur de Dirac
Hy+c (0)xI7'1, sur 3.
De plus on a
(4.6) b,(h)ub,(h)=[r_(h)+a,(h) A (h)+r (h)],

A (h) étant la plus petite valeur propre positive d'un probléme de Dirichlet sur un

ouvert Q contenant la cellule X et de fermeture ne rencontrant pas T\{0}.

La longueur de cette double bande admet le comportement asymptotique suivant
1-20_ -1S_/h
0

(4.7)  r (h)-r_(h)=8h e (1+0(h)),
avec 8> 0 indépendant de h,
(Ay=(1-<)"2, c=-c(0) et S, =Inf{lv]; Yer\{o}}).

La démonstration de (4.4) et (4.5) résulte aisément de 1a localisation des
valeurs propres faites dans [MO-PA], et (4.7) se démontre comme le théoréme
(1.2), (ici d(x,,x) =|x-x | et 1a phase ¢(x) =1d(x,.x)), et le Lemme (3.6) de

[MO-PA] permet de pallier I'absence de développement B.K.W. complet pour les
vecteurs propres du probléme de Dirichlet.
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