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Schwingungen eines Plasmazylinders endlicher
Länge in einem äusseren Magnetfeld1)

von H. P. Elmiger, B. G. Vaucher, H. Schneider

Physikinstitut der Universität Freiburg, Schweiz

und J. Vaclavik
Centre de Recherches en Physique des Plasmas, EPF Lausanne, Suisse

(25. VIII. 1977)

Abstract. We have investigated the oscillations in a magnetized plasma cylinder of finite length
excited by a concentric coil. These investigations were carried out with frequencies between 1 MHz (below
first magneto-acoustic resonance) and 100 MHz (above lower hybrid resonance). The plasma parameters
werewe 2.4-1014 cm"3, Te 1.3eVandß0 9 kG. Axial and radial profiles of the ß^-component were
measured and compared with a theory derived for a cylinder of finite length. All maxima and minima
found are well described by these calculations. The absolute value fails in some cases. This discrepancy is
explained partly by the simplifications in our calculation and partly by impurities in the discharge generated
plasma.

I. Einleitung
In einem zylindrischen Plasma können stehende Wellen angeregt werden, deren

Amplituden bei den Resonanzfrequenzen eine starke Ueberhöhung zeigen. Diese
Frequenzen sind durch die Abmessungen des Plasmavolumens und die
Plasmaparameter bestimmt (Frank-Kamenezki [1]).

Die erste magnetoakustische Resonanz ist in einem zylindrischen Plasma mit
äusserem axialem Magnetfeld als hervorstechendste geometrische Resonanz bekannt.
Sie wurde zum Beispiel von Cantieni [2], Hoegger [3] und Vaucher [4] eingehend
untersucht. Die Anregung des Plasmas erfolgte dabei durch einen azimutalen
Flächenstrom in einer einwindigen Sendespule um den Plasmazylinder. Die
experimentellen Ergebnisse wurden jeweils mit theoretischen Berechnungen verglichen,
denen die Annahme eines unendlich langen Plasmazylinders mit einer unendlich
langen Sendespule zugrunde lag (Körper [5]).

In dieser Arbeit soll auf einer ähnlichen Anlage, wie sie von Vaucher [4] benutzt
wurde, mit einer langen Sendespule ein Argonplasma mittlerer Elektronendichte
(ne « 1014cm~3) angeregt, die axiale Komponente Bz des dabei induzierten
magnetischen Wellenfeldes in Abhängigkeit vom Orte innerhalb des Plasmazylinders

') Diese Arbeit wurde durch die finanzielle Unterstützung des Schweizerischen Nationalfonds
ermöglicht.



872 H. P. Elmiger, B. G. Vaucher, H. Schneider und J. Vaclavik H. P. A.

ausgemessen, sowie die zweite magnetoakustische Resonanz und die Dispersion des
Plasmas untersucht werden.

Ferner ist zu prüfen, ob bei diesem Plasma die Theorie von Körper [5] weiterhin
gültig ist, oder ob die experimentallen Resultate mit Hilfe unseres Modelies, welches
auf der Theorie von Skipping [6] beruht und für Plasma und Sendespule eine endliche
Länge annimmt, interpretiert werden müssen. In diesem Modell wird wiederum
azimutale Symmetrie vorausgesetzt; die endliche Länge der Sendespule aber bewirkt
eine axiale Abhängigkeit der Felder, welche durch eine Entwicklung nach axialen
Wellenzahlen berücksichtigt wird. Diese Wellenzahlen haben durch die Annahme
von unendlich gut leitenden Flächen an den Stirnseiten des Plasmas diskrete Werte,
welche durch die Plasmalänge festgelegt sind und in die Dispersionsrelation eingehen.

Durch die Verwendung kleinerer Elektronendichten gegenüber früheren Arbeiten
werden die Wellen weniger gedämpft, so dass die zweite magnetoakustische Resonanz
sichtbar wird.

Die grosse Masse des Argonatoms lässt- zusammen mit der geringeren Dämpfung-

einen verstärkten Einfluss der endlichen Plasmalänge erwarten (Hasti [7]) und
sollte daher die Ueberprüfung des Modells ermöglichen.

Es sollen grundsätzlich die Anfangswerte der Plasmaentladung festgehalten,
dafür aber die Frequenzen des RF-Senders variiert werden.

Die Senderleistung ist so klein gewählt, dass die Störung des Plasmas gering und
damit die Anwendung einer linearen Theorie möglich ist.

II. Experiment

1. Apparatur

Der Plasmaentladungsraum besteht aus einem Pyrexrohr mit einem Innendurchmesser

von 9.3 cm, welches an den Stirnseiten durch Elektroden aus rostfreien
Stahlscheiben von 9 cm Durchmesser im Abstand von 100 cm begrenzt ist. Ein
zentrisches Loch von 4 cm Durchmesser in diesen Elektroden erlaubt die Einführung
von Sonden und den Durchgang des Laserlichtes zur Dichtemessung.

Das Vakuumgefäss kann an den Enden wahlweise durch Fenster aus Mylar bei
der Dichtemessung oder durch Flansche mit den Halterungen für das Glasröhrchen
(Aussendurchmesser 0.5 cm) der Miniatursonden abgedichtet werden. Eine Oel-
diffusionspumpe evakuiert das Vakuumgefäss über eine mit flüssigem Stickstoff
gefüllte Kühlfalle auf 10"5 Torr. Während dem Experiment strömt das Argon über
eine weitere Kühlfalle kontinuierlich mit einer Durchflussrate von 1.3 10~2Torrl/s
durch das Plasmagefäss und wird über ein Drosselventil von der Oeldiffusionspumpe
abgesaugt.

Die Vorionisierung (Elmiger [8]) durch eine in die Kathode eingebaute Hilfs-
funkenstrecke F (Fig. 1) erlaubt ein sicheres Zünden des Plasmas auch für Neutralgasdrucke

unter 10 mTorr ohne nennenswerten Zündverzug. Dazu wird der Kondensator
Cv (0.5 \iF) durch Triggern des Ignitrons 1 über den Dämpfungswiderstand Rv und
die Hilfsfunkenstrecke entladen.

Die Plasmaentladung selbst wird eingeleitet durch das Schalten von Ignitron 2

(gleichzeitig mit Ignitron 1 wodurch die Spannung der Kondensatorbank Cz 185 uF)
an die Elektroden gelegt wird und dann ein durch den Entladewiderstand Rz (2
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Figur 1

Elektrische Schaltung.

parallele Mor#ß«#ewiderstände zu je 2.5 Ohm) überkritisch gedämpfter Strom fliesst.
Das Triggern von Ignitron 3 nach einer gewählten Verzögerungszeit schliesst die
Kondensatoren an Erde, und es kommt die in Figur 2 dargestellte Form des
Entladungsstromes zustande.

Eine zylindrische, 100 cm lange Magnetfeldspule (Vaucher [9]) von 21.5 cm
Durchmesser wird aus 4 Kondensatorbänken CBo zu jeweils 12 Kondensatoren à

7.73 uF gespeist, welche gleichzeitig über je ein Ignitron in die Spule entladen werden ;

Laufzeitglieder mit Lz 45 \iH erlauben trotz dem Jitter der Ignitrons ein sicheres
Entladen. Das Magnetfeld ist innerhalb einer Länge von 60 cm radial und axial auf
± 4% homogen. Die totale Kapazität CBo 370 |^F ergibt zusammen mit der
Induktivität L 1.68 mH der Magnetfeldspule ein leicht gedämpftes sinusförmiges
Magnetfeld mit einer Periode von 4.9 ms, wobei ein B0max von 11.5 kG erreicht
werden kann.

Das Zünden des Plasmas erfolgt 1020 jxs nach Beginn der Magnetfeldentladung,
so dass für das Experiment 200 lis zur Verfügung stehen, in denen das Magnetfeld
innerhalb von 1% konstant bleibt.

Iz
[KA]

5 ¦

4

3

60 80 IOO 12020 UH
Figur 2

Entladungsstrom.
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Das Wellenfeld im Plasma wird erzeugt durch den azimutalen Strom in einer
einwindigen, 64 cm langen Kupferspule (Fig. 1) mit einem Durchmesser von 12 cm und
einer Blechdicke von 0.2 mm, welche konzentrisch in der Mitte über dem Entladungs-
gefäss montiert ist. Ein RF-Sender variabler Frequenz, welcher kontinuierlich
betrieben wird, liefert den azimutalen Strom. Zwei identische, elektrostatisch
abgeschirmte Miniatursonden messen die axiale Komponente Bz des induzierten
magnetischen Wellenfeldes, wobei die eine, die Diagnostiksonde, entlang der
Zylinderachse verschoben, oder über den Radius geschwenkt werden kann, während
die andere dicht unter der Sendespule ausserhalb des Plasmas eingebaut ist und als
Referenzsonde dient. Doppeladrige, abgeschirmte Kabel übertragen die Sondensignale

an je eine Resonanzanpassung, welche einerseits den Uebergang vom
symmetrischen Sondenkabel zum koaxialen Eingang des Kathodenstrahloszillographen
herstellt, andrerseits kapazitive Störungen unterdrückt, das Signal der B0-Entladung
aussiebt und das Sondensignal etwa 5 mal verstärkt.

Das Experiment wird durch selbstgebaute Verzögerungs- und Triggereinheiten
gesteuert ; dabei messen geeichte Rogowskispulen den Magnetfeld-, Vorionisierungs-
und Entladungsstrom.

2. Dichte- und Temperaturbestimmung

2a. HCN-Laserinterferometer: Zur Dichtebestimmung wurde ein Mach-Zehnder
Interferometer (Parkinson [10], Elmiger [11]) mit einem kontinuierlich arbeitenden
HCN-Laser als Strahlungsquelle und einem durch flüssiges Helium gekühlten InSb-
Kristall als Detektor aufgebaut.

Die Strahlteilung und -Vereinigung wurde durch Mylarfolien, die Strahlablenkung

durch aluminiumbedampfte Glasplatten und die Fokussierung des Strahles
durch TPX-Linsen (Chantry [12]) erreicht.

Die durchzustrahlenden Fenster an den Vakuumgefässen (Laser, Plasma,
Detektor) sind ebendalls aus Mylar gefertigt, welches dank seiner geringen Dicke gut
für Strahlung im fernen Infrarot durchlässig ist und trotzdem eine genügend grosse
mechanische Festigkeit aufweist.

Die Resonatorlänge des HCN-Lasers beträgt 165 cm und der Durchmesser der
planen, aluminiumbedampften Laserspiegel 7.3 cm. Ein Teil der Laserleistung wird
durch ein Loch von 5 mm Durchmesser im Zentrum des einen Spiegels ausgekoppelt
und ins Interferometer eingespeist; dabei wird der Laser jeweils auf die
intensitätsstärkste axiale Mode mit einer Wellenlänge von 337 um abgestimmt. Durch
die Absorption von Infrarotstrahlung vergrössert sich die Beweglichkeit der
Elektronen (Robinson [13]) und damit die Leitfähigkeit eines auf 4.2°K gekühlten InSb-
Kristalles. Die Grösse der Spannungsänderungen über diesem Halbleiter ist ein Mass
für die einfallenden Strahlungsintensitäten. Dank der kurzen Anstiegszeit (<1 lis,
Turner [14]) des Detektors können die schnellen Intensitätsänderungen des Inter-
ferometersignales zeitlich aufgelöst werden.

Die Figur 3 zeigt oben ein mit der beschriebenen Anlage aufgenommenes Mach-
Zehnder Interferogramm, unten das integrierte Signal der Rogowskispule des

zugehörigen Entladungsstromes.
Aus solchen Interferogrammen kann der zeitliche Verlauf der Elektronendichte

gewonnen werden; dabei wird Ane 6.62-1012 cm"3 benutzt, die Dichteänderung
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Figur 3

(a) Mach-Zehnder Interferogramm, (b) Entladungsstrom; 200 |xs/E, 20 mV/E.

welche bei der HCN-Wellenlänge eine Phasenverschiebung von 27t (1 Fringe)
bewirkt, falls ein Plasma der Länge L 100 cm durchstrahlt wird.

Der in Figur 4a dargestellte Elektronendichteverlauf bezieht sich auf ein Argonplasma

von p0 7.5 mTorr Neutralgasdruck in einem äusseren Magnetfeld von
9 kG, erzeugt mit dem in Figur 2 dargestellten Entladungsstrom ; dieser Strom stört
den Beginn des Interferogrammes erheblich, so dass für r < 80 jxs die Elektronendichte

nur durch Extrapolation festgelegt werden kann.
Die Messung erfolgte entlang der Achse des Plasmazylinders mit einem mittleren

Strahldurchmesser des Lasers von 1.5 cm.
Obwohl die Unsicherheit in der Dichtebestimmung etwa ein Fringe beträgt, kann

dieser Fehler nicht mehr in der Figur eingezeichnet werden, da er kaum die Grösse
der eingetragenen Messpunkte ausmacht.

2b. Bestimmung der Elektronentemperatur. Die Elektronentemperatur kann bei
lokalem thermodynamischem Gleichgewicht des Plasmas aus der Messung der
relativen Intensitäten zweier Linien gleicher Ionisationsstufe eines Ions oder Atoms
gewonnen werden. Wir wählen dazu die beiden günstigen Linien Aril 4609 Â und
Aril 4806 Â. Der Zusammenhang zwischen den Lichtintensitäten dieser beiden
Linien und der Temperatur der Elektronen ist gegeben durch Griem [15] :

L - A'm„g'mKm e(Vm - I'm)/?*.
* A„mgmx,nm&m nm

Es bedeuten : Anm die Wahrscheinlichkeit der Strahlungsemission der Wellenlänge
Km > 9m das statistische Gewicht und Um die Anregungsenergie des oberen Niveaus.
Die beiden Linienintensitäten werden mit einem Monochromator und einem Photo-
multiplier gemessen und die Temperatur mit Hilfe der Uebergangswahrscheinlich-
keiten Aim nach Tidwell [16] berechnet. Die spektrale Empfindlichkeit des Photo-
multipliers wird bei der Auswertung der Intensitäten / und /' berücksichtigt.

In Figur 4b ist ein mit dieser spektroskopischen Methode gemessener
Temperaturverlauf dargestellt. Die Unsicherheiten der Uebergangswahrscheinlichkeiten
bestimmen wesentlich den eingezeichneten Fehler von + 20%.
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3. Wellenfeldmessungen

Obwohl Argonplasmen verschiedener Parameter untersucht worden sind, sollen
hauptsächlich die Messresultate des einen Plasmas mit den folgenden Parametern
dargestellt werden :

Anfangsdruck: /?0 7.5mTorr
Entladungsstrom : Iz max

5 kA (Fig. 2)
Magnetfeld: 50max= 9kG
Elektronendichte: 2.4 IO14 >ne> 1.45 1014[cnT3]für40 < t < 180[us]
Elektronentemperatur: 1.3 > Te > 1.1 [eV] für 40 < t < 180 [us].

Die Figur 5 zeigt zwei charakteristische Signale des 2?Z-Wellenfeldes, aufgefangen
durch die Diagnostiksonde, zuerst bei einer Senderfrequenz von 3 MHz (Fig. 5a), dann
bei einer solchen von 13 MHz (Fig. 5b).
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Figur 5

Charakteristische Signale des ß2-Wellenfeldes; (a)/ 3 MHz, (b) / 13 MHz; 20 (is/E, 100 mV/E.
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Figur 6

Gemessenes Wellenfeld in Abhängigkeit von der Frequenz/und der Zeit t.
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Figur 7
Gemessener radialer Amplitudenverlauf in Abhängigkeit von der Zeit t; (a)/ 3 MHz, (b)/ 6.2 MHz,
(c)f 13.5 MHz. (Von den Kurven der Figuren 7 und 8 wurde nur eine Seite ausgemessen, und es sind
keine Fehler eingezeichnet.)

Der Strahl des Oszillographen startet 20 us vor der Plasmaentladung, wodurch
während dieser Zeit die ungestörte Amplitude des axialen Wellenfeldes Bz

aufgezeichnet wird und als Vergleichswert für den nachfolgenden, durch das Plasma
beeinflussten, Amplitudenverlauf dient; damit kann eine normierte Wellenfeld-
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Figur 8

Gemessener axialer Amplitudenverlauf in Abhängigkeit von der Zeit t; (a)/ 3 MHz, (b)/ 13.5 MHz.

amplitude wie folgt bestimmt werden :

BN(t)
Bz(t)

Hh) mit 0 < t0 < 20 ns

Zusätzlich überprüft die Referenzsonde die Stabilität der Amplitude des RF-Senders
während der Entladung; eine eventuell auftretende Abweichung von der ungestörten
Amplitude wird berücksichtigt.

Die fotografierten Messsignale wurden für 8 aufeinanderfolgende Zeiten, welche
jeweils 20 us auseinanderliegen, ausgewertet, um auch die Aenderungen des
Amplitudenverlaufes bei rekombinierendem Plasma verfolgen zu können.

Es sind drei Messreihen ausgeführt worden :

— Bei fester Position der Diagnostiksonde in der Plasmamitte (z L/2, r 0) wurde
das B2-Wellenfeld für verschiedene Senderfrequenzen / ausgemessen, was die in
Figur 6 dargestellten Kurven BN(f t) des Amplitudenverlaufes ergab.

— Für die Frequenzen/ 3 MHz,/ 6.2 MHz und/ 13.5 MHz wurde sodann
das Wellenfeld Bz in der Mitte des Plasmas (z L/2) über den Radius bestimmt,
um so den Amplitudenverlauf BN(r) zu bekommen (Fig. 7).

— Durch das Verschieben der Diagnostiksonde entlang der Zylinderachse (r 0)
über die Länge der Sendespule bei den Frequenzen/ 3 MHz und/ 13.5 MHz
ergab sich der in Figur 8 gezeigte Amplitudenverlauf BN(z).

Im Kapitel IV werden diese experimentellen Resultate mit der im nachfolgenden
Kapitel dargestellten Theorie verglichen.
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III. Theorie

Zur Beschreibung der Plasmaschwingungen benutzen wir das Modell von
Skipping [6], welches die endliche Länge des Plasmas berücksichtigt.

Betrachtet wird ein homogenes, kaltes, isothermes Dreiflüssigkeitsplasma mit
einfach geladenen Ionen, Elektronen und Neutralteilchen unter Vernachlässigung
von Drucktermen und der Viskosität.
Es werden die magnetohydrodynamischen Grundgleichungen angewendet,
wobei zeitabhängige Grössen wie e~ia" variieren sollen.

Die Störungen des Plasmas durch das angeregte Wellenfeld sollen überdies so
klein sein, dass die Störgrössen nur in erster Ordnung berücksichtigt werden müssen
und somit eine lineare Näherung verwendet werden kann. Die Massenbewegungsgleichung

lautet damit im Gauss-System :

PVM =^[jx B0] (1)

mit der Dichte

p mini + mene + mnnn « mn(\ + njn)
und der Massengeschwindigkeit

_ mn\i + men\e + mnnVn
M —

men + mn + mnn

Es bezeichnen me, m{, mn die Masse der Elektronen, Ionen und der Neutralteilchen,
ne, «,-, nn die Teilchendichte der Elektronen, Ionen und Naturalteilchen. Ferner
wurde benutzt: m, m„ m; ne «, n.

Das verallgemeinerte Ohm'sche Gesetz für ein Dreiflüssigkeitsplasma ist gegeben
durch :

i coJ\^ \(. n
Ì i^P E + 7 1+-" l-'-TT [VMxB0]

V;

An co i c\ n / \ a>

'•—0 x h]-/Vgi + Ve"j (2)
CO CO

In dieser Formel bezeichnen

yAnn e
~— die Elektronenplasmafrequenz

eB
oo —- die Elektronenzyklotronfrequenz

mec

vei, ven, v,„ die Kollisionsfrequenzen für Stösse zwischen Elektronen und
Ionen, Elektronen und Neutralteilchen, Ionen und Neutralteilchen,

und h ist der Einheitsvektor in Richtung des äusseren Magnetfeldes B0.
Eliminieren wir die Massengeschwindigkeit in (2) mit Hilfe von (1), dann ergibt

sich der Zusammenhang zwischen der Stromdichte und dem elektrischen Felde
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durch: j <rE. Es können damit die Komponenten des Leitfahigkeitstensors a und
über die Beziehung e ö + i(An/co)a (ö bezeichnet den Einheitstensor) diejenigen
des Dielektrizitätstensors e berechnet werden. Der Dielektrizitätstensor hat die Form
(Stix [17])

/ e ig 0
e l — ig e 0

V 0 0 n

falls die z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems parallel zum äusseren
Magnetfeld gewählt wird. Die Tensorkomponenten lauten :

(o2((ol — m(co + iv))
e 1 + ~r~i ~t ¦ v^ '¦>—' °>" a,"-(U-

(»o — co(co + tv)) o

coci lonenzyklotronfrequenz (3a)

co2„cor„co
9

(co20 - co(ooP+Ceiv))2 - co2ceco2
(3b)

2

t] \ ^e (3c)
(o(co + i(vei + veJ)

Die effektive Stossfrequenz v ist nach Skipping [6] gegeben durch :

coi
V V ¦ + V + V- —-"ei ' yen ' yin i
Mit dem Ansatz einer ebenen Welle lautet die Wellengleichung unter Benützung

des obigen Dielektrizitätstensors :

Ä:2E - k(kE) - k2sE 0 mit k0 co/c. (4)

Aus (4) kann man die Dispersionsrelation für den Brechungsindex senkrecht zum
äusseren homogenen Magnetfeld B0 gewinnen; wird wiederum die z-Achse des

Koordinatensystems parallel zum äusseren Magnetfeld gewählt, dann ergibt sich :

AN* + BNl + C 0 (5)

mit A e

B g2 - e2 - Et] + N2(e + n)
C n{(£ - N2)2 - g2}

Wobei Nz kz/k0.

Während die Gleichung (4) ein unendlich ausgedehntes Plasma betrifft, gilt es

jetzt die Einflüsse der endlichen Geometrie unseres Plasmas zu berücksichtigen.
Dabei werden die folgenden Voraussetzungen gemacht :

(a) Das Plasma ist zylindrisch, hat die Länge L und den Radius p und ist in der
Plasmamitte konzentrisch umgeben von einer Sendespule der Länge / und dem
Radius ä.

(b) Die Sendespule besitzt nur eine Windung, sie ist unendlich dünn und hat die
Flächenstromdichtey'*, wobei gilt:

j*it) Vit) für {iL - l) < z < \(L + l).
(O sonst
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(c) Das Plasma ist homogen in radialer und axialer Richtung.
(d) Die Plasmaenden sind abgeschlossen durch zwei unendlich ausgedehnte unend¬

lich gut leitende Platten.
(e) Es besteht keine azimutale Abhängigkeit.

E
X

l(L-l) ;<L+I>

Figur 9

Wegen der endlichen Länge der Sendespule treten an ihren Enden
Inhomogenitäten des Wellenfeldes auf, so dass die axiale Abhängigkeit der Felder nicht
vernachlässigt werden darf.

Die Annahme (d) bewirkt, dass die Feldkomponenten E und Er an den
Plasmaenden verschwinden; die Feldgrössen können daher durch Fourierreihen mit
einem diskreten &Z-Spektrum dargestellt werden.

Unter Berücksichtigung der azimutalen Symmetrie sind die Komponenten der
Wellengleichung (4) in der Zylindergeometrie wie folgt verknüpft :

d2F d2F¦ -k2(EE + igEJ (6a)
dz2

d2E.

ôr dz

d 1 d

3z2 +Fr-rJrirEv)--kl(-igEr+eEv)
1 ô dEr 1 Ô ÔET

~-^r~ - - — r—S klnE,.
r ór dz r dr dr

(6b)

(6c)

Auf die Komponenten des elektrischen Feldes soll die folgende Fouriertrans-
formation angewendet werden :

ßj(r, kz) Ej(r, z) eik'z dz e)(r, kz) + i e)(r, kz) (7)

j steht für r, tp und z; c für die Kosinuskomponente oder den Realteil, s für die
Sinuskomponente oder den Imaginärteil der Transformation.

Es erweist sich als günstig, auf Er und E^ die Fouriersinus- und auf Ez die
Fourierkosinustransformation anzuwenden.

Wegen (d) folgt damit: kz mn/L, m 0, 1, 2, 3,...
Im Plasmabereich P (Fig. 9) gilt somit :

: dr 'k,^-ez + (k20£ - k\)et + k20igev 0 (8a)
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dSrJr^^ + {kle- - k*)e« + *o<-fcK 0 (8b)

îf^"*)}-'*1*^ (8C)

In den Bereichen F und W (Fig. 9) ist kein Plasma vorhanden, es folgt daher e ô

und damit wird (8) zu:

kzfre2 + (k2o-k2)er 0 (*>

i\ii^) + (kl - k2z)e^ 0 (9b)

1 K*'«' - îr\kzer--Y)\-rk2ez 0. (9c)

Während (8) Besselsche Differentialgleichungen darstellt, handelt es sich bei (9)
um modifizierte Besselsche Differentialgleichungen.

Die Lösungen von (8) und (9) lauten unter der Berücksichtigung der zwei
Lösungen für N± aus der Dispersionsrelation (5):

e?(r) AxJx(Nlxk0r) + A2Jx(N12k0r) (10a)

e» (#,/«)[*/,(afc0r) - CKx(ak0r)] a ^N2 - 1 (lOb)

e?(r) -(NJa)DKx(<xk0r) (10c)

el(r) BxJx(Nlxk0r) + B2Jx(N12k0r) (lia)
<W F/.CotfcoT) + GKx(ak0r) (IIb)
<(r) MKx(ak0r) (11c)

ef(r) C1/0(AT11Ä:0r) + C2J0(N12kor) (12a)

e2V) BI0(ak0r) + CK0(ak0r) (12b)

ef (r) DK0(ak0r). (12c)

Der durch die Maxwellgleichungen gegebene Zusammenhang zwischen dem
elektrischen und dem magnetischen Felde ergibt:

bpz(r) -i{NLXBxJ0(Nlxk0r) + N12B2J0(NL2k0r)} (13a)

byz(r) -ia{FI0(oik0r) - GK0(ak0r)} (13b)

b*(r) iaMK0(ak0r) (13c)

bl(r) -{(iCxNu +NzAl)Jl(NLXk0r)
+ (iC2NL2 + NzA2)Jx(N12k0r)} (14a)

bl(r) B(ia - N2/a)Ix(aik0r) + C(N2/a - ia.)Kx(<xk0r) (14b)

bf(r) D(N2/a - itx)Kx(ak0r). (14c)

Bx und C, können durch AX,B2 und C2 durch A2 ausgedrückt werden.
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Die folgenden Randbedingungen erlauben die Berechnung der 8 Integrationskonstanten

:

<</» <(/>) <(-v) e»'W

e2» e» el(s)=elv(s)

bp9(p) bvv(p) bl(s) &*(*) (15)
47T

ftfo) bVz(p) bVz(s) - b?(s) —j*
Die Fouriertransformation für die Stromdichte lautet:

'1/21L + D

mz)
Jl/2(L-0

2 mn l\I((o) sin (kzz) dz I(co) — sin —- sin I kz - J (16)

W7T
Wegen dem Faktor sin -x- folgt. j*(kz) 0 für alle geraden w. (17)

Uns interessiert die z-Komponente des magnetischen Wellenfeldes im Plasma.
Die Rücktransformation von (13) geschieht durch die folgende Fourierreihe [18] :

00

Bz(co, r,z) £ bz(co, r, m) sin (kzz)
m= 1

16s k0 (mn\ / A 1 Q2 — Qx16 V k YYITL \ l \
bz(co, r,m) — ~ I sin I — j sin I fcz - \ Kx(ak0s)Ix(ak0p)

dU2 - Ux

Zl ^2 /0(JV12V) - f,2^1' J0(Nuk0r)\ (19)
Jx(N±2k0p) uv 12 u ' Jx(NlxkoP)

d= N h(NL2koP)
_

J0(NlxkoP)_ F,
12 Jx(Nl2k0p) xl Jx(NxxkoPy *' Z;

Z, ' ;
„ - V2,

I,ajvÄ +Ä N'-Nï + Nî; i=U2diiNltk0p) Kx(ak0p)

UßdcoP)
_

J0(NXik0p)
Ix(ak0p) Jx(N±ikoP) Li

K0(ak0p) J0(NXik0p)
Kx(akoP)+ Jx(N±lk0p) lr

Fliesst ein Strom I(t) I cos cot durch die Sendespule, dann lautet die zeitabhängige
Bz -Komponente :

Bz(co, r, z, t) \B2(co, r, z)\ cos (cot + <b(w, r, z)) (20)

<$>(co,r,z) Arg{Bz(co, r,z)}. (21)

Ein Computerprogramm gestattet, jV±1 2 aus der Dispersionsrelation (5), sowie
Bz aus (18) und <D aus (21) in Abhängigkeit von der Frequenz/, dem Abstand r von
der Zylinderachse und der z-Koordinate zu berechnen. Die Plasmaeigenschaften
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werden durch die Eingabe der Elektronentemperatur Te, der Neutralgasdichte n0,
des Ionisationsgrades x und des Magnetfeldes berücksichtigt. Die Geometrie wird
durch die Plasmalänge L, den Plasmaradius/? sowie durch die Länge /und den Radius
s der Sendespule bestimmt.

Die in den Tensorkomponenten e, g und n auftretenden Elektron-Ionen,
Elektron-Neutrale und Ionen-Neutrale Stösse werden im Programm verwertet.

Zur Berechnung der Elektron-Ionen Stösse wird die bei Braginskii [19] gegebene
Formel verwendet:

V" 3.AA- \05TY2
K '

Der Coulomblogarithmus lautet für Te < 50 eV :

A 23.5 - 1.15 log10 ne + 3.45 log10 Te.

Ein von Appert [20] gemittelter Transportquerschnitt aus mehreren Arbeiten
dient als Grundlage für die Stosszahl der Ionen mit den neutralen Argonatomen :

v,„ 2.03 10-9V/7;(1 - 0.126 log10 Te)2nn; 10"' < Te < 102 [eV] (23)

Eine Approximation der Kurve von Appert [20] für Stösse der Elektronen mit
den neutralen Argonatomen ergibt :

ven 3\0-%TY2nn; 0.5 < Te < 2 [eV] (24)

Die axiale Komponente des magnetischen Wellenfeldes kann somit berechnet und
eine normierte Wellenfeldamplitude durch

\BSp3, r, z)\
BN(vo, r,z)= zV

\Bz(co, r =p,z L/2)\

definiert werden.

IV. Vergleich der Experimente mit der Theorie

Aus den Figuren 6, 7 und 8 soll jeweils der für die Zeit t 80 us ausgewertete
Amplitudenverlauf gewählt und mit theoretisch berechneten Kurven verglichen
werden.

Die in der Figur 10a eingezeichneten Punkte, welche den gemessenen Verlauf des
Wellenfeldes in Abhängigkeit von der Frequenz/zeigen, stellen den Mittelwert der
Amplituden von jeweils mindestens vier Entladungen dar; die entsprechenden
Fehlergrenzen sind gegeben durch die Standardabweichung dieser Werte. Die Fehler
sind bedingt durch die nicht vollständige Reproduzierbarkeit des Plasmas ;

Aufzeichnungsfehler des Kathodenstrahloszillographen und Fehler von der Auswertung der
fotografierten Signale können vernachlässigt werden.

Die ausgezogene Kurve der Figur 10b zeigt den mit Hilfe der Formel (18)
berechneten Verlauf der normierten Wellenfeldamplitude, wobei in das Computerprogramm

die nachstehenden Parameter eingegeben wurden: he 1.36-1014 cm"3,
Te 1.5 eV, B0 9kG und ein effektiver Plasmaradius von Pe[f 4.0 cm. Die
Wahl dieser Parameter, welche teilweise etwas von den bei t 80 \is gemessenen
Werten abweicht, bewirkt, dass die erste und zweite magnetoakustische Resonanz im
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berechneten Kurvenverlauf bei den gleichen Frequenzen auftreten, die auch im
Experiment gefunden wurden. Die gestrichelte Kurve in Figur 10b stellt den
entsprechenden Amplitudenverlauf für ein unendlich langes Plasma mit unendlich
langer Sendespule (Körper [5]) dar.

H
P

[t

»

e io 40 60
f [MHz]

Figur 10

Wellenfeld in Abhängigkeit von der Frequenz /; (a) Messung bei t 80 us. (b) Berechnung. I Plasma
endlicher Länge, II Unendlich langes Plasma. 1 erste magnetoakustische Resonanz, 2 zweite
magnetoakustische Resonanz, 3 Minimum.

Oberhalb der genannten Resonanzen ist sowohl auf der experimentellen wie
auch auf der mit Formel (18) berechneten Kurve ein ausgeprägtes, schmales Minimum
beobachtbar, dessen Auftreten und Grösse sehr stark von den Plasmaparametern
abhängt. Dieses Minimum fehlt auf der Kurve für das unendlich lange Plasma
vollständig. Hier kann daher besonders gut die Leistungsfähigkeit des Modells nach
der Theorie von Skipping [6], und zwar am Besten mit Hilfe der Figur 11 erkannt
werden. In dieser Figur sind fünf Kurven des Amplitudenverlaufes in Abhängigkeit
von der Senderfrequenz für je eine verschiedene Anzahl von Fourierkomponenten
-gemäss Formel (18) aufsummiert- dargestellt. Wird nur die eine Komponente mit
m 1 berücksichtigt, kann zwar die erste magnetoakustische Resonanz vollständig,
die zweite annähernd beschrieben werden, während für noch höhere Frequenzen die
Amplitude stetig abfällt. Auch die Berücksichtigung der zweiten Fourierkomponente
in der Summation beschreibt das Minimum noch nicht. Erst die Summe aus den drei
ersten Fourierkomponenten bringt dieses Minimum zum Erscheinen, und für eine
korrekte Darstellung sind nur die Fourierkomponenten mit m > 17 vernachlässigbar.

Der Beitrag der einzelnen Fourierkomponenten zur Summe (18) kann mit Hilfe
der Werte für die komplexen Brechungsindizes aus der Dispersionsrelation (5)
verstanden werden, wenn man beachtet, dass der Realteil ein Mass für die Wellenlänge,

der Imaginärteil ein Mass für die Dämpfungslänge der Wellen ist.
Die Figuren 12 zeigen einerseits den Verlauf von Real- und Imaginärteil dieser
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Cl.m)

f [MHz] 100

Figur 11

Berechneter Amplitudenverlauf in Abhängigkeit von der Frequenz / und der Anzahl der Fourierkomponenten.

m= 3

m 5

1 ' » / 1 '
zm:3r -&r>

• m 7

¦ x
»_j>

10 f[MHz] 100

10J

10'

m 7

- Realteil

-- Imaginärteil

m =3

m i 1 ^^L*" >. ^

10 f [MHz] 100

Figur 12

Brechungsindex senkrecht zum äusseren Magnetfeld in Abhängigkeit von der Frequenz/und der axialen
Wellenzahl.
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Brechnungsindizes in Abhängigkeit von der Frequenz/ in dem uns interessierenden
Frequenzintervall, anderseits die Tendenz der Verschiebung dieser Kurven mit
wachsendem kz mn/L.

Im ganzen Intervall ist der Imaginärteil von NL2 sehr gross und damit die
Dämpfungslänge so klein, dass Effekte, herrührend von diesem Wellentypus, nur in
einer ganz dünnen Randschicht des Plasmas zu erwarten sind.

Im Gegensatz dazu ist für einen beschränkten Frequenzbereich, wenn wir
vorerst die Kurve mit m 1 betrachten, der Realteil von Nlx so gross, dass die
Wellenlänge im Plasma vergleichbar mit dem Plasmadurchmesser wird, gleichzeitig
aber der zugehörige Imaginärteil und damit die Dämpfung hinreichend klein, so dass
die Bedingungen für geometrische Resonanz Re {NL} » Im [Nx} und Re {Nxk0 }p >
n erfüllt sind. In diesem Falle zeigt die Amplitude der Z?z-Komponente der stehenden
Welle im zylindrischen Plasma eine starke Ueberhöhung und man spricht von
magnetoakustischer Resonanz. Mit steigender Senderfrequenz wird diese Welle
immer mehr ausgedämpft- ersichtlich an der Zunahme des Imaginärteiles von N±, -

so dass die Ueberhöhung bei der zweiten magnetoakustischen Resonanz bereits
bedeutend kleiner ausfallt, die dritte magnetoakustische Resonanz nur noch leicht
angedeutet ist und danach die Amplitude stetig abfällt.

Es ist verständlich, dass die erste Fourierkomponente bei der ersten
magnetoakustischen Resonanz die dominierende Rolle spielt, weil hier der zugehörige
Brechungsindex als einziger die Resonanzbedingungen erfüllt, während dies im
anschliessenden Frequenzbereich auch für die Wellen mit m > 1 möglich wird.

Man erhält durch die Summation aller wichtigen Fourierkomponenten einen
Amplitudenverlauf, welcher sich -vor allem bei hohen Frequenzen- wesentlich vom
Verlaufe der ersten Komponente unterscheidet. Dabei sind im niederfrequenten
Teil unseres Intervalles die Fourierkomponenten mit kleinem m, im hochfrequenten
Bereich aber nur diejenigen mit grossem m wichtig.

Weil sich das Ergebnis aus der Theorie des unendlich langen Plasmas nur sehr
wenig von demjenigen der ersten Fourierkomponente unterscheidet, gibt diese
Theorie in unserem Plasma den Amplitudenverlauf der ^..-Komponente nicht exakt
wieder.

Dieser Summation von Fourierkomponenten in der Theorie entspricht im
Experimente die Ueberlagerung aller stehenden Wellen, welche von der Sendespule
im Plasma angeregt werden.

Wenn nun bei einer bestimmten Frequenz (Fig. 10; 3) die stehenden Wellen
teilweise in Gegenphase schwingen, ergibt sich eine minimale resultierende
Wellenfeldamplitude.

In der Rechnung kann dies bestätigt werden, sind doch an der entsprechenden
Stelle die Fourierkomponenten, welche einen wesentlichen Beitrag zur Amplitude
liefern, zueinander in Gegenphase.

Vergleicht man den über den Radius und über die z-Achse gemessenen
Amplitudenverlauf mit der Theorie, dann zeigt sich fast überall eine qualitative, meistens

sogar quantitative Uebereinstimmung.
Aus den Messungen über den Radius (Fig. 13-15) kann bei allen drei

untersuchten Frequenzen geschlossen werden, dass für r 4.0 cm der Einfluss des
Plasmas verschwindet, da hier jeweils BN(r) 1 bereits erreicht ist; dies gestattet uns
die Wahl von Pe{{ 4.0 cm für die theoretischen Berechnungen.

Die Kurven der beiden tiefsten Resonanzfrequenzen (Fig. 13 und Fig. 14)
entsprechen, wie nach Formel (18) zu erwarten ist, annähernd dem Verlaufe von
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f 3MHz
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Figur 13

Radialer Amplitudenverlauf bei/ 3 MHz; (a) Gemessen bei t 80 us. (b) Berechnet.
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43210123r^m]
Figur 14

Radialer Amplitudenverlauf bei / 6.2 MHz; (a) Gemessen bei t 80 us, (b) Berechnet.
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Figur 15

Radialer Amplitudenverlauf; (a) Gemessen bei t 80 us und/ 13.5 MHz, (b) Berechnet bei/= 17MHz.

\J0\, dem Betrag der Besselfunktion nullter Ordnung. Die kleinen Minima für
r 3.6 cm in der Figur 13b entstehen deshalb, weil Rechnung (und Messung) knapp
oberhalb der ersten magnetoakustischen Resonanz durchgeführt worden sind, und
sie entsprechen den Minima im radialen Amplitudenverlauf bei der zweiten
magnetoakustischen Resonanz (Fig. 14b), welche allerdings wegen der höheren Frequenz im
Argument der Besselfunktion jetzt in die Mitte zwischen Achse und Plasmarand zu
liegen kommen.

Weil im Experiment das schmale Minimum bei 13.5 MHz (Fig. 10a), in der
Theorie aber bei 17 MHz (Fig. 10b) auftritt, wurde das radiale (und später auch
axiale) Profile zwar bei einer Senderfrequenz von 13.5 MHz ausgemessen, jedoch mit
dem bei 17 MHz berechneten verglichen. Der Einschnitt in Figur 15 für r 3 cm
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zum Beispiel kommt erst durch die Berücksichtigung von mindestens vier
Fourierkomponenten zum Vorschein und er wird auch im Experiment gefunden. Noch
deutlicher wird der Einfluss der höheren Harmonischen auf den Amplitudenverlauf
entlang der Zylinderachse, stellt doch die erste Fourierkomponente sowohl bei
3 MHz, wie auch bei 17 MHz einen sinusförmigen Verlauf dar; die deutliche Absenkung

der Amplitude in der Plasmamitte (Fig. 17b), der 10 cm von der Mitte entfernte
Einschnitt und der starke Abfall der Amplitude gegen die Enden der Sendespule hin
kommt erst durch die Mitnahme mehrerer Fourierkomponenten zustande. Die
Uebereinstimmung der experimentellen Werte mit der Theorie weist wiederum darauf

BN(z)

f=3MHz

,tH '**}

BNCz)10

f. 3 MHz

_l I L.

20 30 40 50 60 70 Z [cm]
20 30 40 50 60 70 Z [cm]

Figur 16

Axialer Amplitudenverlauf bei/ 3 MHz; (a) Gemessen bei t 80 ns, (b) Berechnet.
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02

01

i' i,V,i ']
| f 135MHzlii.iii20 30 40 50 60 70 Z [cm]

Figur 17

Axialer Amplitudenverlauf; (a) Gemessen bei t

B„Cz) 10

C I ~ i i

20 30 40 50 60 70 Z [cmj

>HS und/= 13.5 MHz, (b) Berechnet bei/= 17 MHz.

hin, dass die resultierende Amplitude im Plasma aus einer Ueberlagerung von
stehenden Wellen entstanden ist.

Wegen der grossen Empfindlichkeit der Amplitude auf die Aenderungen der
Plasmaparameter im Gebiete des schmalen Minimums (Fig. 10; 3) wird die starke
zeitliche Abhängigkeit der Kurven in den Figuren 7c und 8b verständlich. Demgegenüber

verändern sich die Kurven bei der ersten und zweiten magnetoakustischen
Resonanz (Fig. 7a, b; 8a) im rekombinierenden Plasma (mit wachsendem t) nur
wenig. Bemerkenswert ist weiter, dass auch in der Stromphase, also für t 40 ns
und t 60 us, der erwartete Amplitudenverlauf jeweils mindestens qualitativ
gefunden wird.

Die Unterschiede zwischen den Messungen und den theoretischen Resultaten
müssen in den folgenden Gründen gesucht werden :

Das Plasma, hergestellt durch eine Kondensatorentladung, ist ob des kleinen
Arbeitsdruckes trotz dem grossen stabilisierenden Magnetfeld nicht vollständig
reproduzierbar. Diese Schwierigkeit ist bei Vaucher [4], welcher mit grösseren Arbeits-
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drucken und Elektronendichten, aber mit vergleichbaren Magnetfeldern gearbeitet
hat, nicht aufgetreten.

Eine Verschiebung der Resonanzen zu höheren Frequenzen - oder kleinerem
Dichten - wurde schon von Cantieni [2] gefunden ; hier konnte sie mit einem radialen
Dichteprofil begründet werden, dessen Einfluss von Vaclavik [22] theoretisch an
einem stromführenden Plasma gezeigt wurde. Ein radiales Dichteprofil kann
näherungsweise in den Berechnungen durch die Eingabe einer mittleren
Elektronendichte berücksichtigt werden, was auch in der vorliegenden Arbeit getan wurde.

Bei kleinen Gasdichten fallen aber auch Verunreinigungen stark ins Gewicht;
dabei scheint der Sauerstoff, welcher offenbar in beträchtlichen Mengen bei der
Entladung aus den Elektroden gelöst wird, wie dies von Schneider [21] anhand von
spektroskopischen Messungen nachgewiesen wurde, eine wesentliche Rolle zu spielen.
Falls atomarer Sauerstoff in grösseren Mengen an der Entladung beteiligt ist, ergibt
sich wegen seiner gegenüber dem Argonatom geringeren Masse ebenfalls eine
Verschiebung der Resonanzen zu höheren Frequenzen.

Das zu schnelle Absinken des gemessenen, frequenzabhängigen Amplitudenverlaufes,

vor allem in der Umgebung der zweiten magnetoakustischen Resonanz,
deutet auf eine grössere Dämpfung hin, als dies nach den Temperaturmessungen zu
erwarten wäre.

V. Schlussfolgerung

Die experimentellen Kurven zeigen eine gute Uebereinstimmung mit der Theorie
eines Plasmas endlicher Länge, wenn man bedenkt, dass die Messwerte durch die
nicht vollständige Reproduzierbarkeit, die Inhomogenität, sowie die Verunreinigung
des Plasmas beeinflusst sind.

Von Lammers [23] und andern ist die Brauchbarkeit dieser Theorie aus der
Uebereinstimmung des gemessenen und berechneten Plasmaladewiderstandes in der
Umgebung der untern Hybridfrequenz gezeigt worden. Unser Experiment zeigt die
Gültigkeit dieser Theorie noch zwingender wurde sie doch durch die Messungen des

frequenzabhängigen Amplitudenverlaufes, wie auch durch solche der radialen und
axialen Feldverteilung im Plasma bestätigt. Die Schwingung eines Plasmas mittlerer
Dichte in einem Zylinder endlicher Länge kann daher durch die Theorie von
Skipping [6], im Gegensatz zu derjenigen von Körper [5], genau berechnet werden.
Unter anderem haben Berechnungen der ßz-Komponente für eine kurze Sendespule
einen noch viel stärkeren Einfluss der Plasmageometrie gezeigt, treten doch hier
gleich mehrere schmale Minima auf.

Mit Hilfe der Theorie eines Plasmas endlicher Länge können nun die beobachteten
Phänomene erklärt werden: Das Wellenfeld mit seinen Minima und Maxima
resultiert aus der Ueberlagerung von stehenden Wellen im Plasmazylinder.

Prof. Dr. O. Huber danken wir für sein stetes Interesse und die tatkräftige
Unterstützung. Dr. B. Hoegger verdanken wir viele nützliche Diskussionen und
Herrn dipi. ing. J. Szubert den Bau des Oszillators. Prof. Dr. F. Kneubühl (ETH -
Zürich) sei an dieser Stelle gedankt für die Ueberlassung des HCN-Lasers und die
Zusammenarbeit mit seiner Gruppe insbesondere mit Dr. B. Adam.
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