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Passage de Particules Chargées à Travers un Cristal en
Présence d'un Champ Magnétique Quantique

par S. P. Andreiev1)

Département de Physique Théorique, Université de Genève,
CH-1211 Genève 4, Suisse

(17. IU. 1976)

Abstract. In this article we solve the problem of the passage of charged particles through a
crystal in the presence of a quantum magnetic field. We find the solution of a quantum mechanical
equation which describes the motion of a flux of slow particles inelastically scattered by optical
phonons. We calculate the electron energy loss per unit length travelled inside the crystal. We also
calculate the characteristic length of energy loss due to interactions with optical phonons.

1. Les processus cinétiques se produisant dans un milieu quelconque en présence
de champs électriques et magnétiques s'étudient intensivement (voir [1-3]). Dans ce
cadre des questions se posent, à propos du mouvement des particules chargées dans
un milieu en présence du champ magnétique quantique. La diffusion élastique des

particules chargées dans le champ magnétique fort est déjà résolue [4]. Mais, pour les
particules lentes, il est nécessaire de prendre en considération les processus inélastiques
de leur mouvement à travers le milieu. Cet article est consacré au calcul de la perte
d'énergie des électrons dans le cristal, perte qui est liée à leur interaction avec des

phonons optiques, dans un champ magnétique quantique. Les collisions élastiques des
électrons avec des atomes d'impuretés et des phonons acoustiques ne sont pas prises
en considération, afin de simplifier le résultat final, mais on peut les calculer
simplement [4].

La solution de problème est très aisée par la méthode de l'équation cinétique
quantique. Des équations semblables, dans le cas des collisions électrons-phonons en
présence des champs magnétique et électrique ont été obtenues par un nombre d'auteurs
(voir par exemple [5]). Cependant, le choix de la jauge du champ électromagnétique
dont dépendent formellement les intégrales de collisions rendent ces équations
difficiles à manier.

Récemment Levinson avec ses collaborateurs [6], et Gurvich [7] ont proposé
indépendamment une méthode tenant compte des processus cinétiques dans un champ
magnétique, méthode qui permet d'éviter ces difficultés. L'idée est d'utiliser les
fonctions de Green [6], ou la matrice de densité [7] dépendantes de l'impulsion
généralisée de la particule [p — (e/c)Â] et non pas des fonctions dépendantes séparément

de p et (e/c)A. Ce qui permet de simplifier remarquablement les calculs. Nous
utiliserons la méthode de l'article [7] pour obtenir nos résultats.

1) Adresse permanente: Département de Physique Théorique, Institut des Ingénieurs Physiciens,
Moscou.
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Examinons maintenant le processus physique du mouvement des électrons dans
un cristal en présence du champ magnétique quantique Ê\\z. Admettons que les
électrons incidents qui bombardent le cristal soient dans l'état fondamental de Landau.
L'énergie des électrons au niveau Landau (K) dans le champ magnétique, est:

E,„k § + *«*(* + i), K= 0,1,2,... (1.1)

wH eH/mc - fréquence du cyclotron, e - est la charge de l'électron, m - sa masse,
c - la vitesse de lumière. P2 - est la composante z de l'impulsion des électrons. Pour
l'état fondamental K 0.

L'électron en interaction avec le réseau peut créer ou absorber des phonons. De
même que dans l'article [8], nous nous restreindrons par les conditions suivantes:

1) Les phonons optiques n'ont pas de dispersion.
2) L'interaction électron-phonon est faible.
3) La température du cristal est suffisamment basse T « heo0 (eo0 - la fréquence

des phonons optiques) de façon que les processus d'absorption des phonons sont
négligeables.

4) La concentration des électrons est tellement petite qu'on peut négliger l'interaction

électrons-électrons et l'influence des électrons sur le spectre des phonons.

Soit t, le temps caractéristique d'interaction électronphonon. L'iucertitude sur
l'énergie électronique est d'environ «/t. Si l'inégalité

h/r « EP„o (1.2)

est correcte, ou Lett rPJm » Ael (Ael - longueur d'onde de l'électron), la création de
deux phonons est indépendante et prend un caractère consécutif, c'est-à-dire que la
condition (1.2) nous permet de négliger l'émission simultanée de plus d'un phonon.
En ce cas l'électron en traversant le cristal perd de l'énergie exclusivement par des
émissions consécutives de phonons, dont l'énergie est hco0.

On suppose que l'énergie électronique (1.1) soit telle que l'électron ne puisse créer
qu'un phonon, c'est-à-dire:

hcoo < P2/2m < 2heo0. (1.3)

La création du phonon s'accompagne de transition de l'électron sur les différents
niveaux excités de Landau, ce qui donne comme résultat un changement de la composante

d'impulsion PS\H. Cette composante peut prendre les valeurs suivantes:

p'2 D'2 p2
P'* ±P»> ifjf 2m- - nh("H 7fh-hl"°- nhü

P' VP2 - 2mheo0; n 0,1,2,...
(1.4)

Le signe (+) dans la formule (1.4) correspond aux électrons qui suivent la
direction du champ magnétique, le signe — correspond aux électrons qui se déplacent
dans la direction inverse.

La probalilité de transition à l'état caractérisé par P'n minimale (ou la densité
d'états est grande [8]), est maximale. L'expression (1.4) pour l'énergie de l'électron,
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correspondante à un mouvement dans la direction du champ magnétique existe si les

inégalités

P'2/2m»h/r, «,ht»1 (1.5)

sont vérifiées.
En ce cas le flux d'électrons en un point quelconque du cristal est la somme des

flux d'électrons avec des impulsions P, et ±Pj..
Si les inégalités (1.5) ne sont pas remplies, la notion de l'état électronique pur n'est

pas correcte, et alors l'apparition d'états liés électrons-phonons est rendue possible [9].
L'étude de ce problème sera faite séparément.

2. Définissons la matrice densité électronique dans l'espace de Wigner F(k; r; t)
sous la forme [7] :

F(k, r,t)=V~1\d2x exp(i£x)p (r - ^, r + ^, t\ exp(- il ~ 2yxf) (2.1)

ou p(?i, r2, t) - est la matrice densité dans l'espace des coordonnées. P ch/\e\H;
V- est le volume du cristal, et le potentiel vecteur du champ électromagnétique est de
la forme: Ax —Hy; Ay A, 0.

L'introduction de exp( - il " 2yxx) dans (2.1) permet d'éviter les problèmes dus à
la jauge du champ électromagnétique.

La valeur moyenne quantique d'une grandeur physique quelconque peut être
calculée à l'aide de la fonction F. Vax exemple, la densité d'électrons et la densité de

courant se calculent par les formules [2] :

«ei(?, o 2 F&> 7>iy> fà?) 2 *• F& '>t)• (2-2)
K ic

L'équation cinétique pour la fonction F(fc, r, t) (fonction pour laquelle on a tenu
compte des phonons) a été obtenue par [3]. Nous n'écrirons pas cette équation car elle
est très compliquée dans le cas général, et nous nous limitons à l'étude du problème
stationnaire du passage d'électrons à travers le cristal (l'épaisseur du cristal L:
0 < z < L, — oo < x, y < + oo).

Dans ce cas l'équation pour la fonction F peut être écrite sous la forme:

hk 1 r*5 VzF(k, z) J-% \C,\2(U - fff) d4>'G\9, fm n eoH -y j _ œ

¦((N+l)U-Ntna]F(k',z). (2.3)

G\9, ef,') 2 Re exp{i(l2kAz -v + i8)(9 - </,') + il2[kx - k'±; qx]z} (2.4)
8 =+0; v=coH/co0; k {k„, kx;</>}; kj_ {k1;<f>r}.

Q - est la constante d'interaction électron-phonon T^f exp{±^Vs/2}. N - est la
fonction de Bose de distribution des phonons.

La fonction F(îc, z) en l'absence des collisions a été calculée par [4] et pour l'état
fondamental, elle peut être écrite:

F0(îc, z) F-1«oi87t2/2s/ä:2 - ?À exp(-k2J2). (2.5)

«ei - la densité d'électrons en l'absence de collisions.
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En accord avec l'hypothèse que la température est suffisamment basse (T « hcof),
le nombre de phonons N a une valeur négligeable: N « 1. Par conséquent, nous
négligerons dans (2.3) les membres proportionnels à N. En effectuant le changement
de variables 9' — <f> ->- 9x dans l'équation (2.3) et intégrant sur 9x on obtient l'équation :

Is vsF(£,z) YnWo7 2 2 lc*l2^ - *»}!» <2-6)
H ti= — co g

Ln j"" def,s.F^ + |; z\ln(ic; qx; q'f) (2.7)

I (P- a ¦ a'\ - exp{/«(^ - ef>,) + il2[ÏJL, qL - q'f\z}
Uk, qx, qf>

iakA _v_n + i8 CC (2.8)

q {qz',qp,<l>è> qL iqv,<&}; n 0,1,2,...
Si après la création du phonon l'énergie de l'électron est suffisamment petite :

£ < *»» (2-9)

l'électron restera dans le niveau fondamental. Dans ce cas, l'inégalité (1.5) aura la
forme

'2£-^« » h/r. (2.10)

3. L'inégalité (2.10) nous permet de ne conserver que le terme avec n 0, dans
la somme sur n (2.5). Ensuite on introduit l'Ansatz

F(£; z) exp(-k2J2)-f(k,; z) (3.1)

dans (2.6-2.8); changeant la sommation par rapport à q en intégration sur q, on
trouvera (après l'intégration sur les coordonnées angulaires 9s et 9i7), l'équation pour
la fonction/:

VJiK; z) ÌJ*" dqza(qz)if(ks + q„ z)8[(kz + qf)2 - k2+]

- f(k2; z)8[(kz + qf)2 - kl]} (3.2)

^->-â^J0"fc*x«p(-fî)|Cy- (3.3)

kl k2 ± ^ o>0. (3.4)

Les conditions aux limites pour l'équation (3.2) sont l'absence de flux d'électrons
avec impulsion —p' sur le côté droit (z L) du cristal, et l'absence du flux d'électrons
avec des impulsions p' sur le côté gauche (z 0) du cristal.
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En résolvant l'équation (3.2) avec ces conditions aux limites, nous trouvons:

f(K, z) Ao{e-^8(kz - £) + |§ [|(1 - e-^)-8(kz - Ç)

À-A+A; Arf-jgpa(^|iL'). (3.5)

La conservation du nombre de particules donne pour la constante A0 la valeur
suivante

A0 F-1«^/2!^ + ß2e~*'LY\ (3.6)

Substitutant (3.5-6) dans (3.1), on obtient après intégration par rapport à le

l'expression pour la densité d'électrons au point z du cristal:

nel(z) y»â|e-A2 + ^ \ßi(\ - e"Ä-) + ß2(e~^ - e~^)]}

Y AfA + A*-**)"1 (3.7)

et pour la densité d'énergie électronique au point z du cristal, nous aurons l'expression
suivante

E(z) yn°el g{e-A- + £ § (1 - e'**) + § (ß-As - e"*1)]}. (3.8)

Finalement, pour le changement de l'énergie du flux d'électrons par unité de

longueur dans le cristal, nous obtenons:

^--M^ï^Y-'.
4. De l'expression (3.8) on peut conclure que l'électron perd effectivement de

l'énergie sur la distance

Lntt ~ A"1

(c'est-à-dire Lett est la longueur caractérisitique de la perte d'énergie due aux
interactions avec les phonons optiques).

Pour les cristaux ioniques (NaCl, CsCl) Lett peut être réécrite [10].

^PJf^ hco0a2 M eo0 nLe"~ nm Z2e^ma°lAH ^A)

Ici M -la masse réduite des ions, Ze* - leur charge, a0 - la constante du réseau.

D'après l'expression (3.3) ou (4.1), la constante d'interaction électron-phonon se

renormalise de la manière suivante

C-^C^)1'2. (4.2)
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De la relation (4.2) on voit que le libre parcours moyen de l'électron augmenté
d'un facteur ~ 10 lorsqu'on enclenche un champ magnétique de 10* gauss. Champ que
l'on peut obtenir à l'heure actuelle [11].

Les estimations numériques indiquent que l'inégalité (1.2) est assez bien vérifiée

pour des cristaux ioniques (Xel/Lett 0,05 pour H IO4 gauss); mais que l'inégalité
(2.10) n'est pas satisfaite.

Pour des cristaux covalents dans lesquels l'interaction électrons-phonons est plus
faible, les inégalités (1.2) et (2.10) sont satisfaites pour H ^ IO5 gauss.

En conclusion, je voudrais remercier le professeur C. P. Enz pour les très
bénéfiques échanges de vue sur les résultats obtenus et Y. Camus et D. Bichsel pour le
fastidieux travail de correction du manuscrit.
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