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Eine Analyse der Differentialraum-Quantentheorie1)

von W. Ochs
Sektion Physik der Universität München

(11. V. 70)

Summary. An analysis of Differential-Space Quantum Theory (DSQ) is given, continuing a
former presentation of this theory. Our investigation reveals (1) contradictions between the
mathematical formalism of DSQ and the properties of an ensemble-theory, and (2) quantitative
differences between quantum mechanics and DSQ in the description of the measuring process.

Einleitung

Die Differentialraum-Quantentheorie (DRQ) ist eine deterministische Formulierung

der Quantentheorie, die in den Jahren 1953/1956 von N. Wiener und A. Siegel
entwickelt wurde [1-3], Nachdem wir diese Theorie in einer früheren Arbeit [4]
unter besonderer Berücksichtigung ihrer physikalischen Voraussetzungen dargestellt
haben, versuchen wir im folgenden eine kritische Analyse der DRQ.

In unserer Analyse behandeln wir vier Fragen, deren Beantwortung zur
Beurteilung der DRQ wesentlich ist. Die ersten drei Fragen beziehen sich auf Geltungsbereich,

Konsistenz und praktischen Nutzen der DRQ und sind Gegenstand von
Kapitel 1. Die vierte Frage nach der Verträglichkeit von DRQ und Quantenmechanik
führt auf die Theorie des Messprozesses, die wir in Kapitel 2 behandeln. Als Resultat
unserer Untersuchung zeigen sich (a) Widersprüche zwischen den physikalischen
Vorstellungen der DRQ und ihrem mathematischen Aufbau und (b) Unterschiede in
nachprüfbaren Prognosen von Quantenmechanik und DRQ.

1. Zur Konsistenz der Differentialraum- Quantentheorie

Die in der vorliegenden Arbeit versuchte Analyse der DRQ stützt sich auf die

Darstellung dieser Theorie in [4] und behandelt folgende Fragen:

(A) Hat die DRQ in Bezug auf experimentell prüfbare Aussagen einen anderen
Geltungsbereich als die Quantenmechanik

(B) Ermöglicht die DRQ neue Lösungsmethoden für konkrete physikalische
Probleme

x) Auszug aus der Diplomarbeit des Autors, Frankfurt a. M. 1964.
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(C) Gibt es Widersprüche zwischen dem mathematischen Formalismus der DRQ und
den physikalischen Vorstellungen, die der DRQ zugrunde liegen

(D) Kommen Quantenmechanik und DRQ in allen Fällen zu den gleichen Prognosen

Auf Grund der besonderen Konstruktion der DRQ lassen sich die beiden ersten
Fragen unmittelbar mit Nein beantworten. Eine eingehende Untersuchung von Frage
(C) ergibt folgende Resultate:

a) Die DRQ ist schon ihrer formalen Struktur nach keine Ensembletheorie im
Sinne der statistischen Mechanik, da sie keinen wesentlichen Unterschied zwischen
Zustandsraum und Ensemble macht. Wie man aus dem kinematischen und dem
statistischen Postulat der DRQ ersieht, konstruiert diese Theorie zu jedem
Makrozustand einen eigenen Zustandsraum, der - bis auf das von vornherein festgelegte
und vom Zustandsoperator unabhängige Wienermass - stets mit dem Ensemble
zusammenfällt. Damit gibt die DRQ aber eines der fruchtbarsten und grundlegendsten

Prinzipien jeder Ensembletheorie auf, nämlich die Unterscheidung zwischen der
Struktur eines physikalischen Systems, die die Wahl des Zustandsraums bestimmt,
und seinem zufälligen Makrozustand, der durch ein spezielles Ensemble im Zustandsraum

repräsentiert wird. In diesem Punkt entfernt sich die DRQ viel weiter von der
klassischen Physik als die Quantenmechanik, die die Unterscheidung zwischen System
und Zustand auch in ihrem Formalismus klar zum Ausdruck bringt2).

b) Diese Schwäche der DRQ zeigt sich besonders krass bei der Beschreibung der
zeitlichen Entwicklung physikalischer Systeme. Aus den Postulaten der DRQ ergibt
sich folgender Zusammenhang zwischen dem zeitabhängigen Erwartungswert und der
Observablenwertfunktion der Observablen 91:

Et(K)=foAmt)(Ütx)dpi. (1.1)

Die zeitliche Änderung eines Differentialraumensembles hängt also in zweifacher
Weise von der Zeit ab: erstens über die Zustandsströmung TJt der virtuellen Systeme
in X) und zweitens über die zeitliche Änderung der (den Zustandsraum definierenden)
Observablenwertfunktionen. Das bedeutet, dass die DRQ die zeitliche Entwicklung
eines physikalischen Systems nicht als reine Zustandsströmung im gleichen Zustandsraum

darstellen kann, sondern zu jedem Zeitpunkt einen neuen Zustandsraum
konstruieren muss.

c) Neben diesen Mängeln des «statistischen Überbaus» gibt es auch ein entscheidendes

Argument gegen den Anspruch, die Punkte des Zustandsraums der DRQ als
virtuelle Kopien des Originalsystems aufzufassen. Die virtuellen Systeme der DRQ
haben nämlich nicht die gleichen Eigenschaften wie das Originalsystem, da die
funktionale Abhängigkeit zwischen den Observablen in beiden Fällen verschieden ist.

2) Auf diesen Mangel der DRQ hat J. Schwartz [5] zuerst aufmerksam gemacht. In seiner
jüngsten Darstellung der DRQ [6] ging Siegel auf die Kritik von Schwartz ein und schlug eine
Änderung der DRQ in Richtung auf eine echte Ensembletheorie vor. Doch stellt meines
Erachtens die von Siegel vorgeschlagene Änderung noch keine befriedigende Lösung dar,
da sie (1) nur diesen einen Mangel der DRQ berücksichtigt und (2) dafür auch noch die
Stetigkeit der zeitlichen Entwicklung der Mikrozustände preis gibt.
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Werden die Observablen 31 und /(91) gemeinsam am selben Objekt gemessen, so gilt
nach der Quantenmechanik in allen Fällen (d.h. unabhängig vom Makrozustand des

Objekts) die Beziehung

/ (Wert von 91) Wert von /(91)

für alle stückweise stetigen Funktionen /. Aus dieser Beziehung und den Annahmen
(I) bis (III) aus [4] ergibt sich dann für die DRQ die analoge Forderung

°f(A)w f(0Aw). (1.2)

Wie der folgende Satz zeigt, ist Gleichung (1.2) aber im mathematischen Aufbau der
DRQ nicht erfüllt.

Satz (1). Sei X) ein Differentialraum von mindestens drei Dimensionen. Dann
existieren im Hilbert-Unterraum 7/p von X)

1. unendlich viele Paare von Projektionsoperatoren P, Q mit den Eigenschaften3)

0 < P < Q < 1

pi {x e V \ °Prp(x) 1, »Qfx) 0} > 0 (1.3)

2. unendlich viele Paare vertauschbarer, selbstadjungierter Operatoren B, C mit
der Eigenschaft

pi{xeV\ oßfx) + °Cv(x) * «(B + C)9(x)} > 0 (1.4)

für eine nichtleere, offene Menge4) von Projektionsoperatoren |<p> (cp\ aus 7/p.
Beweis. Wegen dim X) ^F 3 gibt es unendlich viele Zerlegungen der Einheit

1 Rx + R2 + R3 mit 1 < Sp(Rj) < dim X) in 11. Setzen wir P:= Rx und Q:
Rx+ R2, so gilt 0 < P < Q < 1 und aus der Definition der Observablenwert-
funktionen °AW in der DRQ ergibt sich

pt{xeV\ »P» 1, °Q9(x) 0} pt
ix

|

!<Ç Rl 'X

:<p\Ri\<p>

< \(cp\R2+Rn\x)\ \(cp\R3\x)\ \(<p\Rx+R2\x)\\
^ (<p\Rn,+ Rn\<p>

•

(<p\R3\cp) ^ (<p\Rx+R2\<p>f ' l"j
Sei cp nun ein beliebiges Element aus der Menge

K-. {aje-U\0<(<p\Ri\<py<(aj\Rx+R2\<py<(<p\Rn\(p}; *=1,2}. (1.6)

Setzen wir | Af> := P; jgc>, so folgt aus (1.6) |j A,.||2 (ht | hf 4= 0, und Gleichung (1.5)
nimmt die Form an

pt {x e V | °P» 1, °Ç^W 0} pi
ix

| max
\hX(X)\ \hn(x)

h II2"'ill

/ \hJx) +< mm

%\

/\h2(x) + h3(x)\ \hx(x) + h2(x)\\\
m\ I|ä2|12 + I|ä3||2

' l/hp + IW!2//

3) Bei elementaren Zustandsoperatoren W |ç>><ç>| schreiben wir statt "Ajy auch kürzer "^^.
4) Unter einer offenen Menge von Operatoren verstehen wir eine Menge von Operatoren, die

bezüglich der gewöhnlichen Operatornorm offen ist.
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Nach Satz (Al) aus [4] stellen die Funktionen h{(x) komplexe Zufallsvariable auf X)

dar, deren Real- und Imaginärteile insgesamt unabhängig-, gleich- und normalverteilt
sind. Daraus folgt unmittelbar

pt{xeX>\ °Pn,(x) 1, °Qfx) 0} > 0 für alle cpeK (1.7)

Zum Beweis von Gleichung (1.4) setzen wir

B := bx Rx + b2 (R2 +R3), C := cx (Rx + R2) + c2 R3 (1.8)

mit der Nebenbedingung

0 4= bj, Cj-, bx 4= b2, cx 4= c2; bx + c2 + bM + cv (1.9)

für alle (pi, v) 4= (1,2). Offensichtlich gibt es unendlich viele selbstadjungierte
Operatoren B, C der Form (1.8) mit reellen Eigenwerten der Eigenschaft (1.9). Die
Operatoren B und C sind so konstruiert, dass der Wert bx + c2 im Spektrum des

Operators

B + C=(bx + cx) Rx + (b2 + cx) R2 + (b2 + c2) R3

nicht enthalten ist. Das bedeutet nach Definition (3.1) aus [4] °(B + C)_ (x) 4= bx + c2

für alle x e X) und alle cpeU. Damit erhalten wir

pt {x e X) | "Bv + °CV 4= °(B + C)J > pt {x | »ßy bx, »C, c2}

j \(cpj Rx \x) |

< \(cp\R2+R3\x) |

_

**X <<P\RiW> " <^!P2+P3l9'> '

| (cp | R3\x)\ < |<ylP1+P2|^)||
<y|Ä,|^> ^ <<?|Pi + P2|<P> |

'

Ein Vergleich von (1.5), (1.7) und (1.10) ergibt schliesslich

pt {x | »L; + °C, * "(Z^ + Q„} > // {* | »P^ 1, °Ç„, 0} > 0

für alle cp E K. Da wir TC als offene Menge konstruiert haben, bilden auch die
zugehörigen Projektionsoperatoren \cpf (cp j bezüglich der Operatornorm eine offene Menge.

Da die beiden Beziehungen S
P<Q^0Pw^0Qw und °BW + °CW °(B + C)w

offensichtlich Sonderfälle von Gleichung (1.2) darstellen, kann diese Beziehung nicht
allgemein gültig sein.

Damit hat unsere Behandlung von Frage (C) drei entscheidende Widersprüche
zwischen den physikalischen Vorstellungen der DRQ und ihrer mathematischen
Darstellung aufgezeigt.

2. Der Messprozess in der Differentialraum-Quantentheorie

Im zweiten Teil unserer Untersuchung müssen wir nun noch Frage (D)
beantworten. Dazu überlegen wir uns, dass sowohl die Quantenmechanik wie auch die
DRQ nur zwei Arten von Prognosen kennen: Erstens Prognosen über Erwartungs-



Vol. 43, 1970 Eine Analyse der Differentialraum-Quantentheorie 689

werte von Messungen und zweitens Voraussagen über Makrozustände als Ergebnisse
präparierender Messungen. Nun haben wir in Satz 1 von [4] gezeigt, dass
Quantenmechanik und DRQ stets zu den selben Aussagen über Erwartungswerte kommen.
Die einzige Möglichkeit für einen Widerspruch zwischen Quantenmechanik und DRQ
liegt also in der Beschreibung der präparierenden Messung. Um Frage (D) beantworten
zu können, müssen wir daher die präparierende Messung näher analysieren, wobei wir
uns auf den einfachsten Fall beschränken [7].

An einem Objekt im Zustand | cp} (cp | soll die Observable 91 mit dem zugeordneten
Operator

spß)

A=oW)=Ean\n)(n\
M 1

gemessen werden. Ein dazu geeignetes Instrument befinde sich vor der Messung im
Zustand 10} (0\. Die Quantenmechanik beschreibt den Verlauf des Messprozesses
im Hilbertraum des Gesamtsystems Objekt + Instrument, das sich nach unseren
Annahmen zu Beginn der Messung im Zustand Wx:— \ Wfp <4 Wx\ mit| Wx^> :=\cpy\0}
befindet. Der eigentliche Messvorgang besteht in einer Wechselwirkung zwischen

Objekt und Instrument, die die gesuchte Zustandseigenschaft des Objekts auf eine
leicht feststellbare Zustandseigenschaft des Instruments überträgt.

Ein zur Messung von 31 geeignetes Instrument ist u. a. durch eine Observable 3P"' charakterisiert,

der im Hilbertraum ?/(3) des Instruments der Operator

/cv dlm «A&):=Q+Z anP$)
«-1 "

zugeordnet ist. Hierbei sehen wir W als «klassisch beobachtbare», makroskopische Observable
des Instruments an, deren Werte sich einfach ablesen lassen.

Diese Wechselwirkung wird duich einen unitären Entwicklungsoperator UM im
Hilbertraum des Gesamtsystems beschrieben.

Eine ideale präparierende Messung setzt dabei eine äusserst spezielle Wechselwirkung

zwischen Objekt und Instrument voraus, die sich durch folgende
Eigenschaften charakterisieren lässt:

1. Befindet sich das Objekt in einem Eigenzustand des Operators A, so wird der
Zustand des Objekts durch die Messung nicht geändert:

UM\n}\0}=\ny\Xf/. (2.1)

2. Der Zustand des Instruments5) nach der Wechselwirkung erlaubt einen
eindeutigen Schluss auf den Zustand des Objekts vor der Messung:

(X„ I Xm/ önm ,(O\Xf) 0. (2.2)

6) Von den Zustandsvektoren | X > des Instruments am Ende der Wechselwirkung setzen wir
daher voraus, dass sie Eigenzustände des Operators A™) zu den entsprechenden Eigenwerten
darstellen :

Q\0y \®y, pm \x„> - \Xn>
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Entwickelt man den Anfangszustand des Gesamtsystems nach Eigenzuständen von A

fFxff>=\(py\0y=£\n>\0>(n\(py, (2.3)
n

so ergibt sich aus (2.1)

^2> := ^m Vi> EIn> \X*> <n\<P>- (2-4)
n

3. Die dritte und entscheidende Eigenschaft einer idealen, präparierenden
Messung liegt nun darin, dass nach vollzogener Wechselwirkung eine Interferenz der
orthogonalen Zustände ] n'y \ Xf) aufgrund der makroskopischen irreversiblen Fixierung

der «Zeigerstellung» des Instruments praktisch nicht mehr möglich ist. Das
bedeutet: für alle physikalisch sinnvollen Observablen 93 sind die Summen

E <*' I <p><<p I i> < i> xj\v\ ». *i> (2-5)
(i,j)-(n,j),(i,n)

^{n, n)

von Interferenztermen von W2 | W2 > <3c W2 | so verschwindend klein gegen die

Diagonalterme \(n \cp)\2 <g.n,Xn \V \ n,Xn^>, dass man den Zustandsoperator W2
durch das Gemisch

w'F-=E\(a\ f> !2 |«.^><»,^| (Objektivierung [7]) (2.6)
n

ersetzen kann.

Der Zustandsoperator W'2 drückt unsere Kenntnis vom quantenmechanischen
Zustand des Gesamtsystems vor der Ablesung aus: Danach befindet sich das Objekt
mit der Wahrscheinlichkeit \(q> \ «> [2 im Zustand \nf. Die Ablesung als letzter Teil
der Messung gibt uns die Information, welcher der nach W'2 möglichen Zustände aus
dem Gemisch durch den Messvorgang realisiert wurde. Dabei wird die Ablesung als

störungsfreie Beobachtung eines makroskopischen, klassischen Objekts (eben des

Messinstruments) durch ein anderes makroskopisches System (z.B. das Auge) mit
anschliessender Informationsverwertung betrachtet, deren eigene Problematik für
die vorliegende Fragestellung ausgeklammert werden kann.

Die Beschreibung des gleichen Messprozesses im Rahmen der DRQ ist durch die
physikalischen Annahmen und mathematischen Postulate dieser Theorie (siehe [4])
eindeutig festgelegt und soll im folgenden kurz skizziert werden.

Dem Makrozustand | Wf^> <^ Wx \ des Gesamtsystems Objekt + Instrument wird zu
Beginn der Messung (gemäss dem statistischen Postulat) das Ensemble £x im
Differentialraum des Gesamtsystems zugeordnet, dessen Elemente mathematische Bilder
(virtuelle Systeme) des physikalischen Systems in allen möglichen Mikrozuständen
darstellen sollen. Die Wechselwirkung zwischen Objekt und Instrument führt
dann - gemäss dem dynamischen und kinematischen Postulat - zu einer
Ensembleentwicklung, bei der sich die Mikrozustände der virtuellen Systeme aufgrund der

Zustandsströmung ÜM im - zeitlich variierenden - Zustandsraum kontinuierlich
ändern. Betrachten wir insbesondere die Wechselwirkung bei einer idealen präparierenden

Messung mit ihren speziellen Eigenschaften (2.1) und (2.2), so bewirkt die

entsprechende Ensembleentwicklung, dass nach Abschluss der Wechselwirkung die
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Werte der Observablen 91 X 1(3) und 1 X 9I(3) für alle Mikrozustände des Ensembles
£2 übereinstimmen:

*{A x 1<3%2 «(i x A<\t. (2.7)

Diese anschauliche und nach den Vorstellungen der DRQ zu erwartende Konsequenz
ergibt sich unmittelbar aus Definition (3.1) von [4] und der Gleichung

(Pan x 1(S)) ¥2> (1 x P<3>) j <F2> (n | cpy \n, V„>.
Nach Abschluss der Wechselwirkung zeigt sich nun der wesentliche Unterschied

zwischen den beiden Theorien des Messprozesses. Während in dem durch den
Zustandsoperator | W2 > <^ W2 | beschriebenen System mehrere quantenmechanische
Zustände in Superposition koexistieren, besteht das Differentialraum-Ensemble £2
aus virtuellen Systemen mit eindeutig bestimmtem Mikrozustand. Dieser «klassische»
Zustand der virtuellen Systeme kennt aber keine Superposition verschiedener
Zustände. Eine der Objektivierung entsprechende Operation hat daher im Rahmen der
DRQ keinen Sinn, und bereits die Wechselwirkung führt zu dem erwarteten Ergebnis:
Die Ablesung kann genau einen der Observablenwerte an ergeben, und der Wert an

ist mit der Wahrscheinlichkeit |<m | 99) |2 zu erwarten. Die abschliessende Ablesung
und der dabei entstehende Informationszuwachs bedeuten in einer Ensembletheorie
notwendig eine Auswahl virtueller Systeme. Lesen wir etwa den Wert a{ ab, so sind
aus dem Ensemble £2 nur noch die virtuellen Systeme x mit der Eigenschaft
°(1 X A^) (x) «; mit der durch die Ablesung gewonnenen Information verträglich.
Die Ablesung A^ : at verursacht also eine Ensemblereduktion

£2 -> S2 I Ma. mit Ma. {x 6 V | °(1 x A™) (x) af (2.8)

Die Operation (2.8) entspricht gerade der Kombination von Objektivierung und
Ablesung in der Quantenmechanik. Mit dieser unproblematischen, unmittelbar aus den
Vorstellungen der klassischen Physik und Wahrscheinlichkeitstheorie ableitbaren
Ensemblereduktion vertritt die DRQ eine durchsichtige Theorie des Messprozesses,
in der die bis heute nicht befriedigend gelöste Problematik der Objektivierung völlig
vermieden wird. Liesse sich der Messprozess auf diese Weise korrekt beschreiben, so
wäre die DRQ in diesem Punkt der Quantenmechanik gewiss überlegen. Eine quantitative

Analyse zeigt aber, dass die oben skizzierte Theorie des Messprozesses zu anderen
Resultaten kommt als die Quantenmechanik6). Beide führen offensichtlich genau
dann zu den gleichen Prognosen, wenn die statistischen Eigenschaften des reduzierten
Ensembles £2 \ M mit denen des Zustandsoperators] i, Xfp 4.i, X{\ übereinstimmen.
Daraus ergibt sich folgende notwendige und hinreichende Bedingung für die
Übereinstimmung beider Theorien:

°BVa dpt pt(Ma.) <i, Xj\B\ i, A,.> (2.9)

Muj

für alle Observablen 93 cr^B).

6) Diese Tatsache wurde auch von R. L. Warnock [6] bei der Untersuchung einer anderen
Definition der Observablenwertfunktionen bemerkt. Wie Warnock erkannte, beruht dieser
Widerspruch zwischen Quantenmechanik und DRQ darauf, dass stochastisch unabhängige
Zufallsvariable (hf\x) (siehe Anhang I in [4]) beim Übergang von £2 nach £2 [ Ma. ihre
Unabhängigkeit verlieren.
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Spezialisieren wir diese Gleichung auf den einfachen Fall

Kvl*¦>!* =-^. B=\¥sX'P»\ (2-10)

mit den Nebenbedingungen

\Va>:=ECn\n,Xn>, <lr3\lPs>=E\Cn\2=1>
n n

<xPA^>=Ec*n<n\f> Q> hl2=y> (2-11)

so ergibt die rechte Seite von (2.9) \(<p | i> |2 |c,-12 1/4, während der Integrand der
linken Seite nach Definition (3.1) aus [4] und Gleichung (2.11) verschwindet. Damit
haben wir gezeigt, dass Gleichung (2.9) falsch ist und dass sich Quantenmechanik und
DRQ in ihren quantitativen Prognosen im allgemeinen widersprechen. Dieses Ergebnis
beantwortet auch Frage (D) und schliesst unsere Untersuchung der DRQ ab.

Zusammenfassung

Unsere Analyse der DRQ hat zu folgenden Ergebnissen geführt:
(«) Die DRQ ist keine klassische Ensembletheorie, da die Konstruktion der Differen¬

tialraum-Ensembles nicht zwischen der Struktur des betrachteten Systems und
unserer Kenntnis seines Zustandes unterscheidet.

(ß) Die Elemente der Differentialraum-Ensembles können nicht als virtuelle Systeme
interpretiert werden, da sie eine andere Observablenstruktur haben als das reale
System.

(y) In der Theorie des Messprozesses kommt die DRQ zu Resultaten, die von denen
der Quantenmechanik abweichen.
Auf Grund dieser schwerwiegenden Einwände muss der Versuch von Wiener und

Siegel, mit der DRQ eine den Einsteinschen Forderungen genügende, deterministische
Formulierung der Quantentheorie zu entwickeln [2, 4], als gescheitert angesehen
werden.

Dieser Misserfolg bedeutet allerdings noch keine endgültige Entscheidung über
die Möglichkeit einer konsistenten, «DRQ-ähnlichen» Theorie. Es ist denkbar, dass

sich mit einem anderen mathematischen Formalismus alle oben aufgezeigten Mängel
der DRQ vermeiden lassen, ohne dabei die überzeugenden physikalischen
Vorstellungen der DRQ aufgeben zu müssen. Diese Möglichkeit werden wir in einer
weiteren Arbeit untersuchen.

Herrn Professor Dr. G. Süßmann danke ich für die Anregung zu dieser Arbeit und für viele
wertvolle Hinweise und klärende Diskussionen.
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