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Zur Unizitit der Gravitationstheorie

von Walter Wyss
Seminar fiir Theoretische Physik der ETH, Ziirich

(23. V. 65)

Abstract. A linearized lorentzcovariant thenry of gravitation leads, when coupled to the
energy-momentum tensor of a model of matter, directly to the Einstein gravitation theory. This
rests on the existence of an unique extension of the linear gaugegroup to the general covariance-
pseudogroup of the Minkowskispace.

1. Einleitung

Man mochte mit den Methoden der klassischen lorentzkovarianten Feldtheorien
eine Theorie der Gravitation aufstellen!)?), etwa nach dem Muster der Elektro-
dynamik. Dazu bedienen wir uns des Lagrangeschen Formalismus. Dieser garantiert
namlich die Giltigkeit von Actio = Reactio, also die Riickwirkung der Gravitation
auf die Materie. Aus den empirisch bekannten Eigenschaften dieser Wechselwirkung
liasst sich nun das Transformationsverhalten des Gravitationsfeldes bestimmen, das
heisst zu welcher Darstellung [m, s] der Uberlagerungsgruppe der inhomogenen
Lorentzgruppe es gehért. Zum vornherein kann man den Fall des halbganzen Spins
ausschliessen, da ja das Gravitationsfeld direkt beobachtbar ist. Ferner muss unsere
Theorie als Grenzfall die Newtonsche Gravitationstheorie enthalten, denn diese kann
gewisse Gravitationsphinomene mit hoher Genauigkeit erkldren. Dies bedeutet aber
schon, dass das Gravitationsfeld neutral ist und zur Ruhemasse Null gehort. Die ent-
sprechenden einfachsten Fille, der des Spins s =0 und s = 1, geben jedoch keine
richtige Beschreibung der Gravitation. Dem Fall [0, 0] entspricht die Nordstrémsche
Theorie; diese liefert aber keine Lichtablenkung am Sonnenrand. Das Feld [0, 1] ist
uns bekannt als dasjenige der Elektrodynamik. Das Gravitationsfeld weist aber nur
anziehende Krifte auf, wogegen die Elektrodynamik solche beiderlei Vorzeichens
liefert. Es bleiben also noch die Felder [0, s], s = 2 als Aspiranten fiir das Gravitations-
feld iibrig. Nun liefert aber das Aquivalenzprinzip einen weiteren Hinweis. Das Er-
fahrungsgesetz von der Gleichheit der trigen und schweren Masse zeigt, dass der
Energie-Impuls-Tensor der Materie als Quelle des Gravitationsfeldes anzusehen ist.
Verlangt man deshalb, dass fiir die Erzeugung eines Gravitationsfeldes durch ein
materielles System allein dessen Energie-Impuls-Tensor 7, massgebend ist, so muss
unser Feld zur Darstellung [0, 2] gehtren. Der Symmetrie von 7, wegen kénnen wir
das Gravitationsteld y,,(x), x € M (Minkowskiraum), oder kurz v, ebenfalls als
symmetrisch annehmen.

Wir beginnen nun mit einer linearen freien Theorie fiir das y-Feld. Da bekannt-
lich?) jedem freien Feld zur Ruhemasse m = 0 eine Eichgruppe zugeordnet ist, so
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besitzt speziell unser w-Feld eine solche, Wir bezeichnen sie mit E(§); & sind dabei
Vektorfelder iiber M. Diese Eichgruppe liefert nach dem Noether-Hilbertschen Theo-
rem4) eine Identitdt in den y-Bewegungsgleichungen.

Koppelt man, gemdss unserer Forderung, das y-Feld direkt an den Energie-
Impuls-Tensor 7, eines Materiemodells, so fiihrt die erwdhnte Identitit auf eine
Inkonsistenz. Die Idee dieser Arbeit ist nun, die Bewegungsgleichungen als Anfang
einer Entwicklung aufzufassen, beziiglich welcher diese Inkonsistenz von hoherer
Ordnung ist. Will man die Bewegungsgleichungen so modifizieren, dass sie eine
Ordnung héher konsistent bleiben, so ist man gezwungen, nichtlineare Terme in y
einzufiihren und unsere Identitit zu modifizieren. Diese Modifikation ist eindeutig
und fiihrt, nach dem Noether-Hilbertschen Theorem, auf eine Erweiterung E(£) der
Eichgruppe E(£). E(£) erweist sich als isomorph zur Kovarianzpseudogruppe K(M)
des Minkowskiraumes. Identifiziert man diese beiden Gruppen, so ist unsere Theorie
die Einsteinsche Gravitationstheorie mit g, =7,, + v,,.

Ich danke meinen verehrten Lehrern Prof. M. Fierz und Prof. R. Jost fiir die
freundliche Unterstiitzung wiahrend der Ausfithrung dieser Arbeit.

2. Das freie Gravitationsfeld

Wir beschreiben das Gravitationsfeld durch ein symmetrisches Tensorfeld .
Da dieses Feld weiter nicht eingeschriankt wird, transformiert es sich nach der
reduziblen Darstellung’

D =20,0] @[0,1] ® [0, 2]

der inhomogenen Lorentzgruppe PL. Die zu o gehérende Eichgruppe E(£) besteht
deshalb aus den Transformationen

T(E) wpv=w;w+§,u,v+ Ev,,u’ (21)

wobei £ ein beliebiges Vektorfeld ist. E(£) ist also eine Abelsche Gruppe.

Die Absicht, eine lineare freie Gravitationstheorie aufzustellen, deren Feld-
gleichungen hochstens zweite Ableitungen der Felder enthalten, fithrt uns auf eine
Lagrangefunktion L(yp), die aus bilinearen Ausdriicken im Feld und dessen ersten Ab-
leitungeny ,,, =0, y,, aufgebaut ist. Der allgemeinste Ansatz fiir L(y) setzt sich aus
folgenden linear unabhéngigen lorentzinvarianten Ausdriicken zusammen:

I =959, Iy =9 9" Iy =vat) I =9 ¥
I2 = "P#v Yuv I4 = WYurvo wua‘v IG = Q/)ﬂy,rr TPMP (22)

Das Herauf- und Herunterziehen der Indizes geschieht immer mit dem Minkowski-
tensor, den wir mit 77, und dessen Inverses mit 9" bezeichnen.

Man bemerkt nun aber, dass die Invarianten I, und I, lagrangeabhingig sind,
das heisst sie unterscheiden sich nur um eine Divergenz

nov no

Vuve W = W 0, [, ¥ ]
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Wir brauchen deshalb nur die ersten sechs Invarianten zu beriicksichtigen.

L) = 3 A1, (2.3)

6
1=1

ist daher der allgemeinste Ansatz fiir die Lagrangefunktion des linearen Gravitations-
feldes.

Die zum Variationsprinzip § f L(y) dx = 0 gehorige Eulersche Ableitung

70 0
&(yp, ,e) L= l—o%ﬁ -0, 0%;;] L

bezeichnen wir mit — G*f(yp). Die Bewegungsgleichung lautet:

G“ﬂ(w) i (2.4)
Man findet

— G =24, " Pyt + 2 Ay ™
- 2 A3 waﬁca - A4 waﬂ'ﬁﬂ - A4 wﬁaao'
— 2 A5, Pyt — Ag Py,

Die Invarianz beziiglich E(§) verlangt

G*P(y) = G*F(T (&) v), (2.6)
oder eingesetzt
— A, — 2 A, (4 %) 4 2.4, (P, + )
+ Ay (B0, + E7%) + A4, (7%, + £707)
+ 4 dg g™ B+ Ay ™ (8% + 5%
+24,&=0. (2.7)

Ein Koefﬁzientenvergleich liefert das bestimmende Gleichungssystem fiir die Koeffi-
zienten 4, :

A =A,=0,
245+ A,—0,
A+ Ag=0,
24,4+ Ag=0. (2.8)

Da in der Lagrangefunktion (2.3) ein gemeinsamer Faktor unwesentlich ist, so kann
man einen Koeffizienten willkiirlich vorgeben, etwa

Damit folgt
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und somit (2.5)

o 1 ADOT g o v v
G = 5 [9*0, + P =l — P P, — )], (2.1])
sowie (2.3)
1 uro 1 Hov 1 i (o 1 " VG
L) = 7 %ue ¥ = 5 Ve ¥ — 7% ¥+ 79 ¥5 . (2.12)

Nach dem Noether-Hilbertschen Theorem entspricht der Eichgruppe E(§) eine
Identitdt in den Bewegungsgleichungen.
Es sei ndmlich

O [ L(y)dx = [ e(y,z) L) 0y, ;=0
und

0 y}rxﬁ =Eaﬁ’ + g:/ft’cx '
Damit folgt

— [ G (& p+ Ep)dn=—2 [ GPE, pdx
=—2[0,(G**¢,) dx

+2 [ G, ax
oder, da & beliebig,
Gaﬁﬁ =0, (2.13)

Es ist nun bemerkenswert, dass auf Grund der Bewegungsgleichungen (2.4) (2.11)
G*Py) =0 (2.14)
und einer speziellen Eichung (die sog. Hilberteichung)

y=TE)y

irreduzibel ist, das heisst nach [0, 2] transformiert.
Dies ist der Fall, wenn

v, =y =0. (2.15)

7

Dazu muss £ die Differentialgleichungen
o= o, (2.16)
B, = =y gy 2.17)
erfiilllen. Durch Spurbildung in (2.14) erhdlt man zusitzlich

- wuuvv + wyv,uv =0 ’

das heisst die Gleichungen (2.16) (2.17) sind vertréglich.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit der zusammenfassenden Bemerkung, dass im
Lagrangeformalismus die Eichgruppe E(§) eindeutig eine lineare Theorie bestimmt.
In der Hilberteichung transformiert sich das Feld sogar irreduzibel, und zwar nach
der Darstellung [0, 2] der Gruppe PL .
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3. Ankoppelung an ein Materiemodell

Der folgenden Untersuchung liegt das skalare Klein-Gordonfeld ohne Selbst-
kopplung zur Masse m als Materiemodell zugrunde. Die zugehorige Lagrangefunktion
lautet

L(p) =, " —m??. (Bed)

Aus dem Variationsprinzip
6 [ L{g) dx =0
folgt die Eulersche Gleichung
&(¢) L(g) = — 2 K(g) =0 (3-2)
mit
0 0

b)) =56 ~ % Ho

und

K(@) = (0, 0"+ m2) . 3.3)
Fiir den kanonischen Energie-Impuls-Tensor

oL(®)

T4 =5 $s— L) (3.4)
findet man
T3(4) = 24 by — 0% (¢, ¢" — m* #°)
oder
T0(g) = 24§ — P ($, 8" — m* ). 33
Dieser Tensor ist symmetrisch und hat die Eigenschaft
1% (¢), ~ 2 K($) ¢ . 3.6

Wir koppeln nun unser lineares Gravitationsfeld an das obige Materialmodell, und
zwar, wie in der Einleitung gefordert, mittels des Energie-Impuls-Tensors (3.5). Die
Lagrangefunktion im Variationsprinzip

5 [ Liy, ¢) dx =0
hat dann die Struktur

L(y, ¢) = L(y) + L(p) + W(y, ¢) . (3-7)

Dabei sind L(y) und L(¢) durch (2.12) und (3.1) gegeben. W(y, ¢) ist eine lorentz-
invariante Grosse und muss die Bedingung

() W, 8) = — 5 T¥(9) (3.8)

erfiillen. Die Kopplungskonstante ist dabei speziell normiert.

Um den allgemeinsten Ansatz fiir W(y, ¢), der der Bedingung (3.8) geniigt, zu be-
stimmen, bedenke man, dass in (3.7) nur die Felder und deren erste Ableitungen
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auftreten diirfen und dass T*f(¢) kein v und keine zweiten Ableitungen von ¢ ent-
hilt. Wir verbleiben deshalb mit

Wiy, ¢) = Biy", ¢* + By v/, 8" b, + By b, 9" ¢, . (3.9)

Die Bedingung (3.8) liefert

B]L:_‘é'mz’ BZZ%J B3:—~1 (310)
und damit
v 1 v
Wy, d) = — b,y ¢, + 5 v, (§"d, — m* 7). (3.11)

Also haben die Eulerschen Bewegungsgleichungen zur Lagrangefunktion (3.7) die
Gestalt

é(Yap) Lp.§) = —G*F —  T*F(g) =0 (3.12)
e(¢) Ly, ) = —2K(4) — 2 K(p, $) =0 (3.13)

mit
K(?P’ ¢) = ";_ TP’L K(¢) - OM(‘PW QSV) + % y)‘u,uv ¢v : (3 14)

Diese Gleichungen sind nun aber auf Grund von (2.13) und (3.6) widerspruchsvoll;
=5 folgt ndmlich aus (3.12)

05 el p) Ly, ) = — T*"(¢),

— K() 47 (3.15)

— K(#) ¢/ verschwindet jedoch nach (3.13) nicht, ausser wenn g, = 0. Diese Inkon-
sistenz wird behoben, indem man die Gleichungen (3.12) und (3.13) als Anfang einer
Entwicklung auffasst. Dabei soll (3.12) der Term niedrigster Ordnung sein. Erklart
man die Ordnung einer Grosse und ihrer Ableitungen als gleich, so folgt aus (3.12),
dass » und ¢? die gleiche Ordnung haben (erste Ordnung).

Die rechte Seite von (3.15) geht dann nach (3.13) {iber in

—K(¢) ¢* = Ky, §) ¢*

und ist in unserer Terminologie von zweiter Ordnung. In diesem Sinne sind die
Gleichungen (3.12) und (3.13) vertriglich; die Inkonsistenz tritt erst in zweiter
Ordnung auf.

4. Konsistenz in zweiter Ordnung

Die Absicht ist nun, der Lagrangefunktion (3.7) einen zusdtzlichen Wechsel-
wirkungsterm W von hoherer als zweiter Ordnung beizufiigen, so dass die Bewegungs-
gleichungen bis zur zweiten Ordnung konsistent sind. Wir setzen deshalb

L(y, ¢) = L(y, ¢) + W (4.1)



Vol. 38, 1965 Zur Unizitiat der Gravitationstheorie 475

Die zugehorigen Eulerschen Gleichungen lauten

o(yap) Lip ) = = G*F =5 T 4 ey, ) W = 0, (+.2)
e(d) L(y, ¢) = —2 K(¢) — 2 K(y, ¢) + (d) W =0. (4.3)
Durch Divergenzbildung in (4.2) folgt dann mit (3.6)
Oy &(%a ) L, 8) = —K($) ¢" + 0, e(p) W . (4.4)
Konnte man jetzt W so einrichten, dass die Beziehung
On (o p) W = —K(y, ¢) ¢ (4.5)

gilt, dann wiirden unsere Bewegungsgleichungen konsistent in zweiter Ordnung;

—K(¢) ¢* —K(y, §) ¢’

wire dann ndmlich nach (4.3) mindestens von dritter Ordnung.

Die Frage ist nun, ob ein W existiert, das der Bedingung (4.5) geniigt. Dazu
miisste W quadratisch in g und linear in ¢? sein; ausserdem diirfen keine Ableitungen
von p auftreten, denn K(yp, ¢) enthilt nur erste Ableitungen in g. Der allgemeinste
Ansatz mit diesen Eigenschaften lautet

W=Wypyp ¢ =Cd* vy, + CFEy, v, + Ce“ 6,9y,
+ C4 ¢£t ?6,1, ,(/)vy T/)Ga I C5 ¢v Yoo ¢0‘ 1/)“,4 + CG ¢M y)/ﬁv prd ¢0' : (46)
0y €(y, 5) Wy, p, §) berechnet sich zu
0y (Yo p) Wy, p, 4) = 0, —51'/);; i

=2C,[2¢ G, 9" + §2y*T,]
+2C, [24 8,9, + 9o 17
+2Cs [2¢% 8,97 + ¢* ¢, ]
+2C, [2¢% ¢, ¢, + " B, 9a] 1*°
+ Cs P 248y, ¢+ 8" p,u00 8]
+ Cs [, 8% ¢ + 9, 6% & + 9, 6% 40,
+ Co (4% 97 &, + 6%, 97, + %9 ¢,.]

+ Co ¢, v  + 8 9% b, + P9 8,0, &7
Dies soll nun gleichgesetzt werden mit
1 v L o4 1 a oL
~ Ky, ) = =4[ v, 0+ 20— 0, 9 B+ 4 Vs (48

Man iiberzeugt sich aber leicht, dass die Koeffizienten nicht so eingerichtet werden
koénnen, dass (4.5) gilt.
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Es gibt nun einen andern Weg, die Gleichungen (4.2) (4.3) konsistent zu machen.

Dazu muss man in der Lagrangefunktion (4.1) Terme dritter Ordnung in y allein
einfiithren.

L(y, $) = L(y, $) + Ly) (4.9)

Damit folgen die Eulerschen Gleichungen zu
eap) Ly, §) = —G*F — G*P — T 1 sy, ) W =0, (4.10)
&) Ly, §) = —2K(¢) — 2 K(p, §) + e(d) W=0. (4.11)

Dabei ist definitionsgeméss

-~

ey, ) Ly) = —G*F. (4.12)

W 1st jetzt so einzurichten, dass eine Erweiterung der Bedingung (4.5), nidmlich
1
Oy &Yy p) W= —K(p, ¢) ¢ + AP, A1) T*Ué) + 5 B,(y) TPH(P)  (4.13)

erfiillt ist. 4% «(w) und B ,(y) wirken dabei auf den Energie-Impuls-Tensor als
Operatoren.

Aus (4.10) folgt
~ G — G~ T* 1 0, ely, ) W=0.

@

Mit (2.13) (3.6) und (4.13) wird daraus

— G — K($) ¢ — Ky, §) ¢* + A%, (y) T** +  B,y) T*($) =0. (4.14)

(4.11) Liefert in zweiter Ordnung

K(¢) ¢° + K(y, §) ¢" = 0
und (4.10)

— Fly) G** —  F(y) T**(¢) = 0.

F(y) ist dabei irgend ein in 9 linearer Operator. Somit folgt aus (4.14) die Konsistenz-
bedingung

G+ AP (y) G** + B,(y) G** = 0. (4.15)

Wir verlangen nun, dass diese Konsistenzforderung, die ja nicht von ¢ abhingt, eine
Identitdt sei. Damit erweitern wir nach dem Noether-Hilbertschen Theorem unsere
urspriingliche Eichgruppe E(&) zu einer Eichgruppe E(§). Uber die Existenz eines

G*F, das (4.15) zur Identitit macht, wird vorldufig nichts ausgesagt. Vielmehr
miissen wir zuerst die Operatoren 47, . und B, bestimmen. Da unsere Feldgleichungen
stets Differentialgleichungen zwelter Ordnung sein sollen, darf 4° «u(@) bzw. B (y)
gemdss (4.15) hochstens erste Ableitungen von y enthalten. Deshalb ist das neue W
auf Grund von (4.13) wieder von der Gestalt (4.6). Beachtet man, dass, symbolisch
geschrieben, ein Term der Form K(¢) ¢ y nach (4.11) in zweiter Ordnung verschwin-
det, so lautet die Bedingung (4.13):
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2C,2¢ gy + ) +2C, 2y, + 2]

+2C5 2446, 9" + ¢ ¢, 9",
+2C, 247 4,9, + ¢ ¢, 9" )]
+C 24"y, 8"+ "y, &
+ Cs [y 8% ¢° + 9, 8% 87 + o', ¢ ¢
+ Co 6%, v" 6, + * 97", b, + %97 6,
+ Co (¢, b, 9" + ¢ 9% &, + ¢ 9% &,

=—¢ﬂ—W%%kw“%m+%W@W]

1

+ oy A% (p) [26% ¢4 — o ¢7 by + 4 2 )
R I 2 R et R T

Der Operator B,(y) darf kein Differentialoperator sein, denn er ist nach Voraus-
setzung linear in y. Also wirkt B, () multiplikativ.

Wenn nun 4°, () beziiglich « oder 4 ein Differentialoperator wire, so wiirde seine
Wirkung auf 7%# einen Term der Form K(¢) ¢ ¢ liefern; dieser verschwindet aber
in unserer Ndherung. Fiir die Bedingung (4. 16) ist dieser Sachverhalt gleichbedeutend
wie A%, , = 0. Damit liefert in (4.16) ein Vergleich der Terme proportional zuy’, , ¢* ¢*
und zu p** ¢# ¢, . €inen Widerspruch.

Setzt man B ,(y) = 0 und AP «(y) als Differentialoperator in « bzw. u an, so
hdtten wir wieder die frithere Situation, ausgedriickt durch die Forderung (4.5). Die
Terme, die proportional ¢* ¢* sind, zeigen schliesslich, dass auch A, ,nur multiplikativ
wirken darf.

Durch Koeffizientenvergleich und die Tatsache, dass K(¢) ¢ w verschwindet,
erhilt man

1
B,;,(V’) =0, Aﬁa ,u(w) - wﬁya - 2 wo:,uﬁ _ (417)
und
Cs=—4 Co—1. (4.18)

Zur Konsistenzbedingung (4.15) trigt, der Symmetrie von G*# wegen, nur

. :
SymmAﬁcx ﬂ,(w) = Fﬁa,u(w) = 2 [wﬁtx,u + wﬁua - ?f‘)ayﬁ] (4 19)

bei; also
G + TP, (y) G**=0. (4.20)
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Diese Bedingung ist unabhdngig vom Materiemodell und soll eine Identitét sein. Der
Vollstandigkeit halber geben wir noch explizite (4.6) an

W » i PP O R ot
Wy, ) = Py, ¥ — o BV, — DY,y
]_ P ] g O / oV
+'8_¢y¢/tq)vwﬁo—_2'qpyu¢ w09¢‘+¢" %LMP ¢V'

5. Die erweiterte Eichgruppe E(§)

Zur Berechnung der Strukturkonstanten der Eichgruppe E(£), welche zur Identitdt

(4.19) fithrt, brauchen wir noch nichts iiber die Existenz von i(’l])) in (4.9) auszusagen.
Fordern wir namlich, dass die Eichgruppe E(§) die eingefithrte Ordnungsdefinition
invariant ldsst, so hat & dieselbe Ordnung wie y. Deshalb besteht die erweiterte Eich-
gruppe E(§), nur quadratische Terme beriicksichtigend, aus den Transformationen

T wuw =Yur+ Eup T &0+ Quuly, &) + B (€, ) (5.1)
und den inversen Transformationen
TE 1 y,=w,,—&,—&,— Q.+ 0,,(088 —B,©E8. (5.2

Dabei bedeutet
(08), 5 =E8up T &40 (5.3)

@4y und B, sind noch zu bestimmen.

Anstelle von @, und B, schreiben wir oft kurz Q bzw. B.

Fiir die Strukturkonstanten S(§, ¢), die mit dem gruppentheoretischen Kommuta-
tor wie folgt zusammenhingen:

TEO T TE 'T(e =1+ 5S¢ @ +003), (5.4)
erhilt man aus (5.1) und (5.2)
S @) = —Q(08, 9) + 009, &) ; (5.5)

diese sind unabhidngig von B. Da der gruppentheoretische Kommutator wieder ein
Gruppenelement ist, so gilt mit (5.4) bis zur zweiten Ordnung

1+ SE @) = T(X(E, @) (5.6)
oder
SE @) = 0%, @), (5.7)
Aus (5.5) folgt damit
— (09, &) + Q(0¢, ¢) = 0X(£, @), (5.8)

eine Bedingung an die Q, die wir spiter ausniitzen.

Bekanntlich muss eine Identitdt der Art (4.20) aus einer infinitesimalen Trans-
formation (Eichung) folgen. Dabei hat der Begriff «infinitesimal» nichts mit unserer
Ordnungsdefinition zu tun; er bezieht sich vielmehr auf die Parameter der Gruppe.

Mit dem Variationsprinzip

f[éaﬁ + G2 by, 5 dx — 0 (5.9)
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und

51]) == 05 + Q(V), E)
folgt bis auf hohere Ordnung

(168 4+ G| [2£, 5 + Q, 41 d
=f2 0,(G*P £, dx +f2 05(G*P &,) dx
— [2Gy g an — [2Go0 &, dx

+ [64Q,pax,

das heisst
—2[ Gy g dn 4 [ G Qupax = 0.
Umgeformt nach (4. 20)
fG“ﬁ (Qup+ 217 4&) dx =0,
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(5.10)

(5.11)

Fiir Q setzen wir nun den allgemeinsten Ausdruck, der (5.11) erfiillen kann, an:

Qaﬁ(wl 5) - Dl Waﬁvév + D2%Uav§v.3
¥l DS wﬁ‘vé:vac + D4?/)ﬂvoa§y

+ D5 wavﬁ ‘? ’
(5.11) liefert nun

”

/ G [, Vus" — Daws — Dy py”,

+ Dyypgty + Dyt + 21", 51 &, dx=0.

Durch Koeffizientenvergleich folgt
Dl = ]
—Dy+Dy=—1.
Eine kleine Rechnung zeigt, dass (5.8) nur gelten kann, wenn
.D4 == Ds = 0 .
Also fiithrte (5.12) zu

Qa,b‘(w’ £ = Yo p - Yo p Eﬁfﬁ + Yeu é;:luoc
und (5.5) wird

S(‘E’ (P) - (Ecx,ﬁ',u + Eﬂa,u,) (p,u

- (é:a;t i3 S,u,a) (p'uB - (Sﬂ,a = ‘E,z&ﬂ) (p‘ua

i (Waﬂ,u+ (Pﬁa,u) é'u

T+ ((pa,u o & cp,uoc) &Efﬁ =+ ((pﬁy = (py,ﬂ) Sﬂa‘

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)
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Mit (5.7) und (5.16) folgt

S(&, @) = 0§, ¢, (5.17)
wobel
Epl=269) =9 &—¢ 9 (5.18)
oder in Komponenten, mit # hochgezogen,
G ol =¢" 8 -8, ¢. (5.19)
Bis zur zweiten Ordnung gilt also in unserer erweiterten Eichgruppe E(&)
TE) T TE T =T @) - (5.20)

Man sieht, die Strukturkonstanten (5.19) sind nichts anderes als das Lieprodukt in
der Liealgebra der Vektorfelder X(Mi) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
I(M). Das bedeutet aber fiir & Vektorcharakter nicht nur beziiglich der Lorentz-
gruppe, sondern beziiglich der Kovarianzpseudogruppe K(M).

Zur Herleitung der Identitdt (4.20) haben wir von der Eichgruppe nur die Terme
bis zur zweiten Ordnung heranziehen miissen. Fiir die ganze Eichgruppe sollen jedoch
die Strukturkonstanten unabhingig sein vom Substrat, auf das die Gruppe wirkt;
das heisst die Bedingung (5.20) gilt allgemein. Damit wird E(£) isomorph zu K(M).

6. Das Gravitationsfeld als Metrisches Feld

An dieser Stelle sei bemerkt, dass unsere Rechnungen rein algebraischen Charakter
haben. In diesem Sinne legt uns die Eichgruppe E(§) die ganze Theorie fest; sie fithrt
ndmlich eindeutig von einer Ordnung zur nichsthéheren. Dieser Gesichtspunkt wurde
in den Arbeiten 1) und 2) nicht beachtet.

Wir kénnen nun unseren formalen Ausdriicken einen Sinn geben, indem wir die
Eichgruppe E(£) mit der Kovarianzpseudogruppe K(M) identifizieren. y,, trans-
formiert sich aber nach (5.1) nicht wie ein Tensor, vielmehr setzt man irgendeine
Funktion g,, = f,,(%) an, die ein Tensor sei. Die einzige Invariante, die man aus den
g,, bilden kann, so dass deren Variationsprinzip auf Differentialgleichungen zweiter
Ordnung fiihrt, ist nach H. WEYL die skalare Kritmmung / = R(g,,). Vergleicht man
diese Lagrangefunktion und das Transformationsverhalten der g,, mit dem Anfang
der Entwicklung unserer Theorie, so folgt, dass f,, =#n,, +y,, n niedrigster
Ordnung ein Tensor ist. Die Ordnungsdefinition erlaubt aber, allgemein g, =17,, +
¥, als Metrik zu setzen. Somit ist unsere Theorie die Einsteinsche Gravitationstheorie.

Dadurch wird die Existenz der Lagrangefunktion I:(y)), die wir immer beniitzt haben,

gewdhrleistet. Man kann jedoch auch den allgemeinsten Ansatz fiir f,(gu) hinschreiben
und die Koeffizienten mittels der Identitat (4.20) eindeutig bestimmen. Dies beruht

wesentlich auf der Tatsache, dass G*# eine Variationsableitung ist.
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