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TCP-Invarianz der Streumatrix und interpolierende Felder

von Res Jost
Physikalisches Institut der ETH, Ziirich

(20. VI. 62)

Summary. Using LSZ interpolation procedureitis (at least formally) shown that a TCP-invar-
iant S-matrix can be interpolated by weakly local fields. Recent papers by HENRY P. STAPP
are critizised.

1. Die vorliegende Note greift nochmals den Zusammenhang zwischen der schwa-
chen Lokalitit und der TCP-Invarianz (im folgenden als §-Invarianz bezeichnet) der
Streumatrix auf. Dieser Zusammenhang wurde vom Verfasser zwar oft betont 2), die ein-
fache Rechnung dazu aber immer dem Leser iiberlassen. Der Anlass, auch diese
(tibrigens formale) Rechnung zu publizieren, gibt mir das Erscheinen einer in keiner
Hinsicht gliicklichen Arbeit von HENRY P. STAPP3), die den Eindruck erwecken kénnte,
das TCP-Theorem stehe im Zusammenhang mit den ungeldsten Existenzfragen der
axiomatischen Feldtheorie. Herr Stapp versucht dann, das TCP-Theorem und den
Satz von Spin und Statistik in seiner sogenannten «Axiomatischen S-Matrix-Theorie»
zu beweisen. Dieses Unternehmen soll im weiteren in dieser Note kritisiert werden.

2. In diesem Abschnitt werden wir das Interpolationsverfahren, das LEHMANN,
SymMANzIK und ZIMMERMANN!) zur Abklirung der Grundbegriffe einer S-Matrix-
Theorie eingefiihrt haben, verwenden, um plausibel zu machen, dass die Wightman-
schen Axiome ohne Lokalitdt mit der schwachen Lokalitidt der Felder nicht im Wider-
spruch stehen. Wie tiblich dispensieren wir uns von den rein algebraischen Komplika-
tionen und behandeln nur den Fall einer einzigen Teilchensorte mit nicht verschwin-
dender Masse, die ungeladen ist und den Spin 0 hat.

A4;, (x) und 4, (x) stellen die reellen, skalaren asymptotischen freien Felder dar.
Diese sind durch die Gleichungen

Ay (%) = ST A4;, (%) S (1)
und
0 Ain (x) 0 = Aout (ﬁ x)’ (2)

wobei 0 eine antiunitdre Involution ist, miteinander verkniipft. Der Vektor {2 gehore
zum Vakuum und sei so normiert, dass

L2=20. (3)
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Fiir S machen wir den Ansatz S = ¢'7, und 5 wird nach Wickschen Produktenin 4,, (x)
entwickelt:

v !
n= 3 [ B ) A (). Ay, (1) e,

n =4

Da S-1S5 S = Sist, muss auch
S = eiout (5)
mit

o 1
o = 2 i [ Wl )t Ay (). A (1) 2 ... d, ©)

n =4

gelten. Wir denken uns %(x,, ... x,) so normiert, dass auserdem n = 7,,, gilt.

(4) fiihrt zu einer lorentzinvarianten unitdren S-Matrix, falls 4 (x,,... x,) den
folgenden Bedingungen geniigt:

(a) Symmetrie in x, ... %,

(b) A (x4,... x,) = & (%4,... %,) : Realitdt

(c) Invarianz beziiglich der Einskomponente der inhomogenen Lorentzgruppe.

Wir prizisieren nun die Bedingungen, die die f-Invarianz von S garantieren.
Offenbar gilt

0S-10A4,,(x)0S0=A4, (x), (7)

woraus, wegen der Vollstandigkeit des Feldes 4,,(x), die wohlbekannte Gleichung
65 0=5* (8)

folgt. Diese Gleichung ist erfiillt, falls 6 # 6 = # ist. Nun ist, dank des antiunitdren
Charakters von 0,

9 : Airz (xl) s Ain (xn): 0 = Aout (_ xl) .. ‘Aout (— xn) - (9)
Daher ist 0 n 6 = » erfiillt, falls noch

(d) h(%y...%,) =h(—2,... — Xx,)
erfiillt ist.

Die Bedingungen (a) bis (d) lassen sich natiirlich auch fiir die Fouriertransformierte
von A (%4,... %,) schreiben. Sie sind, wegen der Struktur von (4), dann nur auf den
Massenschalen relevant. Wir denken uns aber diese Fouriertransformierten so fortge-
setzt, dass die Eigenschaften (a) bis (d) fiir die Fourierinversen immer gelten. Gleich-
zeitig fiihren wir noch eine Funktion % (x,, #,, %3) von 3 Variablen ein, die ebenso die
Bedingungen (a) bis (d) erfiillen soll.

Die LSZ-Interpolation zwischen 4, (x) und 4,,, (¥) geht nun von der Formel

out

Apy () = 571 A5, () S= Ay, () + 4 f e " [Ay, (%), 7] €77 dA (10)

0
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aus. Fiihrt man die Kommutation im Integranden aus, so findet man

Aaut (x) = Ain (x) - fA (x“' (fd}‘e =3 ?'9 M:’1) (11)
wobei als Abkiirzung
1
00) = 3 o [0 e m) Ay () A ()

steht. Jetzt fithrt man den interpolierenden Feldoperator durch
1
A (x) = 4;, (x) + f dy 4,,, (x —v) f dl e~ 9 (¥) gl (2)
0

ein. Dieser hdngt natiirlich von der speziellen Art der Extrapolation der Fouriertrans-

formierten von £ (x,,... #,) ausserhalb der Massenschalen ab. () kann wegen (11) auch
durch

A0 = Aui () + [ dyd / pemegen @

ersetzt werden. Schliesslich kann in den beiden letzten Gleichungen an Stelle von 4 die
Grosse 1 — 4 als Integrationsvariable substituiert werden. Dies ergibt mlt (1) die
beiden Formeln

A(x) = A + f dyAret /‘dﬂ' e”»"] 79'0111‘( ) ~34% ('}’)

und
1
A (x) == Aout (X) + / dy Aav (x - y) f dz eiln ﬁout(y) 6_””71 ((S)
h
wobei
ﬁout (y) T 7-9' ( )
ey 1
- X [ 100 20 Ay (52) . A (5): . i,

bedeutet.

Nun sind wir in der Lage nachzuweisen, dass der Operator @ die Eigenschaft
6A(x)0=A(—x) (12)

hat. In der Tat findet man aus («) dank der Realitit von 4,,,(x) den Ausdruck

0A(X) 6 = A4, (— +fdydm /dle””ﬂﬁ( )Be~itn.  (13)
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Es ist jedoch wegen (2) und der Eigenschaften (b) und (d) der Funktionen A(x,,... x,)
6 ﬁ(y) 0 = lﬁout (m y)’ (14)

so dass
1

0 A() 0= Ay (~ 1)+ [(dy Ayl +9) [ dheP 8, 0) e (15)

0

wird. Da aber 4,,,(— x) = A,,(x) ist, ist gemiss (d) die Formel (12) verifiziert.

Das Feld A (x) erfiillt wenigstens in formaler Weise alle Eigenschaften eines reellen
skalaren Wightmanfeldes ausser der Lokalitit. Es erfiillt auch die LSZ-Asymptoten-
bedingung. Weiter gelten die Relationen

(Q, A(x). . . A(x,) Q) = (02, AW),...A(x,) 0 Q)
= (0 A(xy)... A(x,) 002, 2)= (2, A(— x,)...4 (— %) Q) (16)

zwischen Wightmanfunktionen. Daraus aber folgt die schwache Lokalitit.

Soweit man diesen formalen Uberlegungen eine Uberzeugungskraft zugesteht,
wird man mit dem Autor einig sein, dass im Rahmen der Wightmanaxiome ohne Lokali-
tdt die schwache Lokalitdt mit einer von der Identitdt verschiedenen S-Matrix ver-
triglich ist, und man folgt vielleicht sogar dem Verfasser in der Auffassung, dass die
schwache Lokalitdt sich im wesentlichen in der 0-Invarianz der S-Matrix erschopft.
In diesem Sinn wire dann der wesentliche Kern des TCP-Theorems ausschliesslich eine
Aussage iiber die S-Matrix.

3. Man kann den im vorigen Abschnitt dargestellten Zusammenhang zwischen
einer f-invarianten S-Matrix und der Existenz von schwach lokalen interpolierenden
Feldern, jenach Standpunkt, interessant oderirrelevant finden. Dieletztere Auffassung
diirfte von den Physikern um GEOFFREY F. CHEW geteilt werden?®). Diese scheinen der
Meinung zu sein, dass schon lingst alle niitzlichen und erreichbaren Folgerungen iiber
die S-Matrix aus der lokalen Feldtheorie hergeleitet worden seien und dass es jetzt
darum gehe, diese Eigenschaften in verniinftiger Weise zu ergdnzen und als Postulate
an die Spitze einer S-Matrix-Theorie zu stellen. Sie bekennen sich damit zu einem alten
Programm von W. HEISENBERG®), das, oft bekdmpft, als ausserordentlich wirksames
Ferment aus der Entwicklung der Elementarteilchenphysik der letzten 20 Jahre nicht
wegzudenken ist.

Das alte Heisenbergsche Programm wird in erster Linie durch Annahmen iiber die
analytische Fortsetzung von S-Matrixelementen ergdnzt. Dadurch werden Resultate
aus der Theorie der lokalen Felder (Dispersionsrelationen u.d.) und Vermutungen
(Mandelstamsche Vermutung) mit Ideen von L. LANDAU?) kombiniert und in nicht
sehr iiberzeugender Weise durch metaphysische Grundsitze untermauert *).

Es sind gerade diese, dem unbefangenen Betrachter am meisten spekulativ er-
scheinenden Analytizitdtseigenschaften, die zum eigentlichen Fundament der Theorie
ausersehen werden. Es stellt sich dann das Problem, etwa die §-Invarianz der S-Matrix

*) Die aus der REGGE’schen Analyse der Potentialstreuung entnommenen Elemente brauchen
hier nicht diskutiert zu werden.
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(an der bisher niemand im Ernst gezweifelt hat) aus den unsicheren Analytizitdtseigen-
schaften herzuleiten. Dem laienhaften Beobachter wiirde es freilich verniinftiger vor-
kommen, die analytische Fortsetzung (im sogenannten physikalischen Blatt) durch die
Annahme der §-Invarianz einzuschrinken.

Dass ndmlich zwischen der 0-Invarianz — die eine Beziehung zwischen Elementen
der Matrix beinhaltet — und den Analytizitdtseigenschaften der S-Matrix — die gewisse
Matrixelemente durch analytische Fortsetzung miteinander verbindet — im allge-
meinen ein Zusammenhang bestehen muss, ist von vornherein klar.

Nun ist HENRY P. STAPP?) vor einiger Zeit mit einer eigentlichen Axiomatisierung
der Chewschen S-Matrix-Theorie hervorgetreten, wobei er als erste Anwendung das
TCP-Theorem und den Satz von Spin und Statistik herzuleiten versucht. Uns scheint,
dass Herr Stapp, der es andern Physikern gegeniiber an wahlloser Kritik nicht fehlen
lisst, in eigener Sache auch diejenige Selbstkritik und Schérfe der Formulierung ver-
missen ldsst, die man von einer physikalischen Arbeit zu verlangen gewohnt ist und die
man zu verlangen ein Recht hat, wenn die Arbeit sich als axiomatische Untersuchung
anpreist ¥).

4. Wir méchten diesen Sachverhalt am Beispiel des Beweises fiir das TCP-Theorem
illustrieren.

Wie iiblich versucht Herr STAPP die Tatsache, dass die Operation PT zur Einskom-
ponente der komplexen Lorentzgruppe gehort, nutzbar zu machen. Er muss daher die
Kovarianz der Streuamplituden auch hinsichtlich der komplexen Lorentzgruppe nach-
weisen. Dies ist, bei vorausgesetzter Analytizitit, im Kleinen bekanntlich trivial. Im
Grossen dagegen ergeben sich durchaus nicht triviale Eindeutigkeitsfragen, die fiir den
Fall der «forward tubes» von V. BARGMANN, D, HALL und A. WIGHTMAN?) in bewun-
dernswiirdiger Weise beantwortet werden konnten.

Herr Stapp erledigt diese Fragen in dem Satz: “By the method of HALL and
WIGHTMAN one can show that the validity of Eq. (5.1) [Li-Kovarianz der Streu-
amplitude] for real £; and real orthochronous proper homogeneous Lorentz trans-
formations implies its validity also for the complex Lorentz transformations conti-
nuously connected to unity, the %, ranging then over the domain generated from
the original one by the complex Lorentz transformations’.

Es ist kaum moglich aus diesem Satz klug zu werden. '

Nun vermuten wir freilich, dass die Postulate der kritisierten Arbeit so zu inter-
pretieren sind, dass das TCP-Theorem tatsichlich trivial wahr ist. Doch'scheint es nicht
angezeigt, in dieser unklaren Angelegenheit sich auf Déutungsversuche einzulassen.

Das Hauptiibel besteht bei Herrn STAPP eben darin, dass er sich die Probleme nicht
eigentlich tiberlegt hat, sondern sklavisch die bekannten Beweismethoden nachmacht,
wobei er offenbar hofft, dass sich dann der Erfolg auch einstellen werde.

5. Mit wenig Worten lisst sich der zweite Programmpunkt der Stappschen Arbeit,
die Herleitung des Satzes von Spin und Statistik, behandeln. Hier wird das erstrebte
Ziel, wie der Autor selber bemerkt, nicht erreicht. Die Spaltung eines komplexen Feldes

*) Der Titel «Axiomatic S-Matrix Theory» wurde von Herrn StaPpp fiir sein «invited paper»
am New York Meeting der A.P.S. gewihlt. Ich danke Herrn Stapp fiir die Zustellung seines
Vortrages vor dessen Publikation.

6 H, P, A, 36, 1 (1963)
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in Real- und Imaginirteil ist beim Vorhandensein einer Eichgruppe unphysikalisch
und in einer Theorie, die den Ehrgeiz hat, nur mit messbaren Grdssen zu arbeiten, un-
statthaft. Bekanntlich konnte G. F. DELL’ANTONIO®) in der Wightmanschen Feld-
theorie den Satz von Spin und Statistik ohne diese Spaltung beweisen.

Man mag daraus immerhin entnehmen, dass sich die axiomatische Feldtheorie in
den letzten Jahren weiterentwickelt hat. Hier muss besonders eine Arbeit von
D. RUELLE!) erwihnt werden, da durch sie der schwerwiegendste Einwand gegen die
bisherige Behandlung von Spin und Statistik in der axiomatischen Feldtheorie be-
hobenist :man kann jetzt,was zuvor nicht méglich war, unter natiirlichen Bedingungen,
Teilchen und eine S-Matrix in eine Wightmansche Feldtheorie einfithren. Fiir diese
Teilchen gilt dann der Satz von Spin und Statistik.

6. Die Stappsche Arbeit gipfelt schliesslich in dem Nachweis, dass die Singulari-
titen der S-Matrix im physikalischen Blatt, die durch die Unitaritdt bestimmt sind,
identisch sind mit den Singularititen, die sich aus der Storungsreihe ergeben. Hier-
iiber wird man aber wohl lieber die Arbeiten eines andern Autors zu Rate ziehen!?).
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