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Der Schroteffekt und das Rauschen einer Gasentladung
in elementarer Behandlung

von F. Liudi

Brown, Boveri & Cie., Baden, Schweiz

(1. III. 1962)

Zusammenfassung. Die Schottky’sche Methode zur Behandlung des Schrot-
effektes (Darstellung des Einzelvorganges durch Fourierreihe und inkohérente
Summation der Amplitudenquadrate aller Einzelvorginge) wird auf das Gasent-
ladungsrauschen iibertragen. Fiir dichte Gase resultiert die Nyquistgleichung
(thermisches Rauschen); fiir diinne Gase eine der Schrotgleichung fiir Diodenrau-
schen dhnliche Gleichung.

Einleitung

Die Problemstellung entstand aus Messungen am Ionenmagnetron*).
Die hohen Rauschzahlen, bis 50000 %-7, entsprechend Elektronen-
temperaturen von 15 - 108 °K in einem relativ kalten Plasma drdngen zur
kritischen Frage, ob diese Rauschzahlen auch thermischen Ursprungs
sind. Doch seien zuerst einige Bemerkungen iiber die Messungen ange-
bracht, Gedanken, die bereits wiahrend den Experimenten entstanden,
aber in der Mitteilung nicht erwdhnt wurden. Der Umstand, dass die
Antenne zur Rauschmessung relativ gut angepasst ist SW.R. ~ 2,5),
trotzdem sie sich in einem Metallzylinder (dem Entladungsgefiss) befin-
det, fithrte uns auf die Schlussfolgerung, dass das Plasma sich nahezu
als schwarzer Korper verhdlt. Wiz ist das moglich bei seiner optischen
Diinne? Nun, wenn die Antenne achsenparallel zum Entladungsgefdss
gerichtet ist und durch ein Glasrohr vom Plasma isoliert linear polari-
sierte Strahlung aufnimmt, so wird diese Strahlung offenbar von der
metallischen Zylinderwand, welche das Plasma umgibt, hin- und her-
reflektiert, und durchsetzt jedesmal das optisch diinne Plasma. Trotz
kleinem Absorptionskoeffizient erscheint dann das Plasma infolge der

*) Mitteilung, eingereicht fiir die «Conference on Plasma Physics and Controlled
Nuclear Fusion Research», Salzburg, 4.-9. September 1961.
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wiederholten Strahlungsdurchdringung als schwarzer Korper, es spielt
gewissermassen die Rolle des Planck’schen Kohlestdubchens in einem
Hohlraum mit vollstindig reflektierenden Winden*). Ein experimen-
teller Umstand hélt uns jedoch von der Eindeutigkeit dieser Interpreta-
tion zuriick, dass nidmlich die Rauschzahl mit der radialen Lage der
Antenne im Entladungsgefiss bei gleichen Entladungsbedingungen
variiert.

Doch wenden wir uns jetzt der Frage nach der Realitit der Rausch-
temperatur zu. Trotzdem die Experimente die charakteristischen Eigen-
schatften des Rauschens zeigen, kann man sich doch fragen, ob es nicht ein
Schroteffekt ist, der mit der Elektronentemperatur nichts zu tun hat.
MumrorD?!) hat in seinen klassischen Experimenten iiber die Verwendung
von Gasentladungen als Rauschgeneratoren fiir das Mikrowellengebiet
bereits die Vermutung ausgedriickt, dass im Nichttemperaturgleichgewicht
die Elektronentemperatur die Rauschleistung nach der Nyquist’schen
Formel bestimmt. PARZEN und GoLDSTEIN?) haben dazu eine theoreti-
sche Ableitung gegeben.

Wir wollen hier eine Ableitung sowohl des Schroteffektes als auch des
thermischen Rauschens auf elementare Weise aus denselben Ausgangs-
gleichungen versuchen und hoffen, damit besser in den Mechanismus zu
blicken und zu verstehen, wo man von Schrot-Rauschen, das durch den
mittleren Strom bestimmt ist, und wo man von thermischem Rauschen
sprechen kann. Wenn es gelingt, die beiden Gleichungen, diejenige des
Schroteffektes und die Nyquist-Gleichung aus derselben Grundgleichung
abzuleiten, so wird man offenbar Vertrauen in die Ausgangshypothese
haben und auch noch eine dritte Konsequenz, das Rauschen in verdiinn-
ten Gasen (ein Mittelding zwischen beiden) akzeptieren.

1. Die Ausgangsgleichung

Die Schottky’sche Methode 3)**) zur Behandlung statistischer Vorgidnge
(Schroteffekt) beruht darauf, dass der Einzelvorgang, z. B. der Elektro-
neniibergang in der Diode mit Influenzstoss im Aussenkreis nach einer
Fourierreihe zerlegt wird. Die quadratische Mittelwertsbildung iiber alle
Ereignisse (Uberginge mit statistisch verteilten Startzeiten) geschieht
durch inkohdrente Superposition aller Elementarvorginge (Influenz-
stréme), d. h. Addition der Amplitudenquadrate der Fourierzerlegung.
Unsere Annahme zur Ubertragung dieser Methode auf das Gasentladungs-
rauschen besteht darin, dass der Flug eines Elektrons (oder Ions) zwi-

*) Denselben Gedanken fanden wir anlidsslich der Teilnahme an der Tagung in
Salzburg in einem Abstract Nr. 241 von LArIoNOV ausgedriickt.
**) Explizite Darstellung: F. L.t/n1, Helv. Phys. Acta 79, 355 (1946).
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schen zwel Zusammenstdssen mit neutralen Molekiilen einen (zusammen-
hiangenden) Elementarvorgang mit entsprechendem Influenzstrom im
Aussenkreis darstellt. Den statistisch verteilten Startzeiten bei der Diode
sollen die statistisch verteilten Stosszeiten ¢, mit den Gas-Molekiilen
entsprechen. In beiden Fillen sind die Ereignisse im Zeit-Intervall T
abzuzidhlen.

Um den Zusammenhang mit dem folgenden besser vor Augen zu haben,
sei die Ableitung der Grundgleichung in etwas modifizierter Weise kurz
wiederholt, vgl. dazu Figur 1.

= h s b
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Fig. 1a Fig. 1b

Die Fourierreihe fiir den Einzelvorgang, Influenzstrom des #n-ten
Elektrons im beliebigen Intervall 7 lautet
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Mit I, = e¢/d v und fiir Flugzeiten v € T/k werden die Fourierkoeffi-
zienten (fiir hohere harmonische tritt eine Schwichung auf, die hier nicht
beriicksichtigt wird):
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T n (1.2)
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Der quadratisc‘he Mittelwert (Effektivwert) des totalen Stromes ist,
wenn Z die Zahl der unabhingigen statistischen Ereignisse im Intervall T
bedeutet

4 Z

BT+ L+ == [ 3 Y Lo L0

n=1n=1

Mit Berticksichtigung von (1.1), (1.2) und der Orthogonalitéitseigen-
schaften folgt zunichst

= e, 1 &g H & 27k
P=gl Z —5—72%2 ZCOSA— (B —E.),
k=1 n=1n

Bei gleichwahrscheinlich verteilten Start- (resp. Stoss-) Zeiten ent-
sprechend statistisch unabhingiger Ereignisse kann die Doppelsumme
zerlegt werden, so dass

I_2=a(2,22+ . Za2 Z+22 Zcosznk zf—t).

k=1 n=1n=1

Das erste Glied bedeutet, wie noch naher ausgefiihrt wird, das Gleich-
stromquadrat J%, das zweite Glied das Wechselstrom- oder Schwan-
kungsquadrat § /2. Die Doppelsumme iiber alle Ereignisse ist wegen der
gleichwahrscheinlichen Verteilung von ¢,, £, Null. Also folgt fiir einen
Bereich der Frequenzen k,/T bis k,/T, innerhalb dessen @, nach (1.2)
unter den gemachten Voraussetzungen konstant ist, die Grundgleichung,
nach der die verschiedenen Fille behandelt werden:

B=J24o/i=a 20+ S a(by— k) Z. (1.3)

2. Das Diodenrauschen (Schroteffekt)

Hierzu folgt aus (1.2) wegen / = d

Die Zahl der statistischen Ereignisse in T ist gleich der Zahl der star-
tenden Elektronen J/e T (] mittlerer Elektronenstrom), also:

= 1 4
Iz:]2+“2"'T82‘(k2—k1)%“T
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da aber kT — k,|/T = f, — f; das Frequenzintervall A f ist, folgt die
bekannte Schrotgleichung

8J2=1>— J2=2¢ J Af.

3. Gasentladungsrauschen

Wir unterscheiden zwei Grenzfille. a) dichte Gase, d. h. die thermische
Geschwindigkeit der Elektronen (n/cm?®) bestimmt die Flugzeit auf der
freien Weglinge [/, der Geschwindigkeitszuwachs durch das elektrische
Feld ist klein gegen die thermische Geschwindigkeit. b) sehr diinne Gase,
d. h. der Geschwindigkeitszuwachs durch das Feld zwischen zwei Stéssen
ist viel grosser als die thermische Geschwindigkeit. Im Fall a) ist die
Elektronenbewegung und damit die Influenzstrome zur Hauptsache un-
geordnet, also thermischer Natur. In Fall b) dagegen nach dem Feld
gerichtet und nicht thermischer Natur.

2 a. Dichte Gase: Hierfiir ist nach (1.2)

tn+T
2e 1 A
== — o t
ak T d ) ./ v d )
tn

wobei jetzt
V=104 + Vg

aus einem thermischen und einem elektrischen Anteil vy, =e¢/m Et=at
zusammengesetzt ist. Statt der Maxwell’schen Geschwindigkeitsvertei-
lung nehmen wir dafiir die mittlere thermische Geschwindigkeit; damit
wird unter den gemachten Voraussetzungen

2 wyT 2e 1 at®  2e¢ vy
“=7 g tT T T a4 (2.1)
dagegen ist a, gemiss Definition als Mittelwert
T
T e 1 e — e 1 e
0

nur durch das angelegte Feld in der Entladung bestimmt. Bei der Schreib-
weise (2.2) ist zu bedenken, dass tiber die Stosszahl v T (v pro s) im Inter-
vall T gemittelt ist. Die Zahl dller Ereignisse (Stosse aller Elektronen N)
im Intervall T ist

Z=NyT=unFdvT, (2.3)
so dass fiir den ersten Summanden in (1.3) folgt

al 72 = (f;_ Fn d)2= 2. (2.4)
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Er bedeutet das Quadrat des mittleren Elektronenstromes. Fiir den
zweiten Summanden in (1.3) folgt mit (2.1) und (2.3)

1 42 vy e

6]23??T(k2—kl)anVT'

Setzt man wieder kT — k/T = Af und ausserdem 7 = 1/v so folgt
fiir das Stromschwankungsquadrat in der Gasentladung

6jr=22 2 uF ol 4. (2.5)

Hier interessiert nun die Leistung, welche durch das mittlere Strom-
quadrat 72 am Widerstand der Gasentladung hervorgerufen wird. Diese

1st _
L=RI?=R(J2+46]?. (2.6)

R J? ist die Gleichstromleistung (Erwirmung des Gases), R §J2 ist die
Rauschleistung, welche z. B. als hochfrequente Spannungsschwankung
an den Elektroden abgenommen werden kann. Setzen wir jetzt fiir R als
Realteil den gaskinetischen Wert

R=2 ", (2.7)

F net

so folgt mit (2.5) fiir die Rauschleistung
RoJ2=2mv; Af.

Weil nur die x-Komponente der Geschwindigkeit einen Influenzstrom
erzeugt, so erhalten wir schliesslich bei Anwendung des Aquipartions-
gesetzes

% m vy, = % kT,
fiir die Rauschleistung
ROJ2=2kRT,Af. | (2.8)

Diese Gleichung ist bis auf den Faktor 2 (ob durch die vereinfachende
Annahme iiber die mittlere Geschwindigkeit oder sonstwie, ist mir nicht
ersichtlich) mit der Nyquist-Gleichung identisch, und sie gilt auch bei
Nichtvorhandensein von Temperafurgleichgewicht,‘ eine Voraussetzung,
die bei der phinomenologischen Ableitung der Nyquistgleichung erfor-
derlich ist. Wenn kein &usseres elektrisches Feld vorhanden ist, ver-
schwindet natiirlich die Gleichstromleistung und man hat nur das Wider-
standsrauschen. Aus der Ableitung ist ersichtlich, dass fiir die Ionen in
~der Gasentladung der gleiche Ausdruck herauskommt, so dass die Rausch-
leistung proportional der Ionentemperatur 7', ist, vorausgesetzt, dass

15 H.P.A. 35, 3 (1962)
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auch die Ionen nur Zusammenstdsse mit neutralen Gasmolekiilen erfah-
ren. Nur weil die Elektronentemperatur in Gasentladungen im allgemei-
nen hoéher als die Ionentemperatur ist, wird das Rauschen durch erstere
bestimmt¥*).

2 b. Diinnes Gas: Hierfiir werden jetzt die Fourierkoeffizienten

2e I 1 e

T q Ev,

also wird das Stromschwankungsquadrat (zweiter Summand von (1.3))

2 e2 0% 72

afzzw (kz—kl)N'VT:
2 e2 v% 72
:_ﬁ TAfnFdvT. (2.9)
Es gilt auch hier
1 l
T=—=—,
14 VE
so dass
0Ji=2e — v.n F Af (2.10)
folgt. Ahnlich wie unter 2 a) wird
aOZ=ivEan=nFevE:]. (2.11)

d

(2.10) und (2.11) ergeben dann fiir das Stromschwankungsquadrat die

gleichung ;
6]2:257]Af, (2.12)

welche fiir / = d in die gewohnliche Schrotvergleichung fiir Vakuum-
Dioden iibergeht. Hier kann man also nicht von thermischem Rauschen
sprechen, ebensowenig von einer Rauschleistung, da im Falle diinner Gase
kein feldunabhingiger Widerstand existiert. Hingegen ist ¢ /2 proportional
z %),
*) Danach sollte man glauben, dass aus dem Mikrowellenrauschen bei Fusions-
plasmen iiber Gl. (2.8) die Ionenrempetatur bestimmt wird, welche in diesem Fall
meist hoher als die Elektronentemperatur ist. Doch diirfte diese Schlussfolgerung
nicht stimmen, da die Strahlung durch die Beschleunigung der Ladung bestimmt
wird und diese ist fiir die Elektronen wegen der kleinen Masse viel grosser als fiir
die Tonen, auch wenn die Temperatur der letzteren hoher ist. Wir sehen in dieser
Schlussfolgerung viel mehr die Grenze des vorliegenden Influenz-Mechanismus fiir
das Rauschen (vgl. auch die Schlussbemerkungen).
**) Aus dem Siattigungscharakter der Rauschleistung mit wachsendem Strom der
eingangs besprochenen Experimente schlossen wir zuerst, dass es thermisches Rau-
schen sei. Weitere Experimente zeigten jedoch, dass diese Schlussfolgerung nicht
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4. Schlussbemerkungen

Zusammenfassend stellen wir fest, dass beim Schroteffekt die Fourier-
koetfizienten von der Elektronengeschwindigkeit unabhéngig sind, nim-
lich gleich 2¢/T; die Zahl der statistisch unabhidngigen Ereignisse im
Zeitintervall T ist proportional dem mittleren Elektronenstrom, ndmlich
J e T. Bei der Gasentladung sind die Fourierkoeffizienten um den Faktor
l/d verkleinert und wegen [ = (v, + vg) 7T im Fall dichter Gase (v < vy,)
durch die thermische Geschwindigkeit, dagegen im Fall diinner Gase
(vg > vy,) durch die Feldgeschwindigkeit bestimmt. Die Zahl der Ereig-
nisse ist durch die Stosszahl aller Elektronen im Gasentladungsvolumen
bestimmt ; sie ist bei dichten Gasen unabhdngig vom Strom (Sittigungs-
charakter der Rauschleistung) und natiirlich viel grosser als beim Schrot-
effekt der Vakuumdiode. Bei diinnen Gasen resultiert dagegen fiir das
Stromschwankungsquadrat eine dem Schroteffekt dhnliche Gleichung
(Stromproportionalitit), welche nichts mit der Elektronentemperatur zu
tun hat.

Aus den Ableitungen ist ersichtlich, dass sowohl die Berechnung des
Rauschstromes als auch der Rauschleistung als Influenzproblem zwischen
den beiden begrenzenden Elektroden der Gasentladung behandelt wird.
Wenn dieselbe Rauschleistung vom Plasma abgestrahlt wird, so ist damit
nur gesagt, dass der Energiesatz erfiillt ist; &hnlich etwa der Abstrahlung
eines Mikrowellengenerators (Klystron, Magnetron), wo die im Generator
an den Hochfrequenzelektroden durch Elektronenpakete influenzierte
Leistung an die Antenne abgegeben wird. Auf den Strahlungsmechanis-
mus wie z. B. bei der Behandlung der Brems- und Zyklotronstrahlung
auf Grund der Gleichung fiir die sekundliche Strahlungsleistung einer

stimmt; das Rauschen besteht aus angefachten Stérschwingungen im Plasma,
welche sich {iber ein gemessenes Frequenzband von 300 bis 1500 MHz erstrecken.
Die in das Plasma getauchte Antenne als Verlingerung eines koaxialen Innen-
leiters eines Kabels wurde an einen Uberlagerungsempfianger angeschlossen. Nach
Zwischenfrequenzverstirkung auf 30 MHz wurden die Signale einem Kathoden-
strahloszillographen zugefiihrt. Bei Durchdrehung des Uberlagerungsoszillators
waren liber den ganzen Frequenzbereich gedimpfte Schwingungen mit stark ver-
rauschten Phasenlagen feststellbar; die Intensitit nahm mit héheren Frequenzen
allméhlich ab.

Damit ist auch der Widerspruch geklirt, der sich bei der Deutung des Rausch-
abfalles bei ca. 1000 MHz ergab. Aus der Grenzfrequenz kann niamlich die mittlere
Flugdauer 7 = 1/f, bestimmt werden und daraus mit der thermischen Geschwindig-
keit der gemessenen Temperatur die freie Weglidnge vy, - T = I; schliesslich findet
man mit / = 1/n #2n, die Dichte #n, der Neutralgasatome. Fiir einen Stossquer-
schnitt Elektron-Neutralgas von 10-1% cm? bekommt man mit den gemessenen
Daten #n, = 10'5/cm3 was bei einem Druck von 10-% Torr drei Gréssenordnungen zu
gross ist.

Den Mitarbeitern Herrn Notz und Herrn BuGMANN, welche diese experimentelle
Aufkldarung brachten, sei an dieser Stelle bestens gedankt.
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beschleunigten Ladung 2/3 2 92/C?® wird hier nicht eingegangen. Man
kann sich fiiglich fragen, worin eigentlich der Unterschied zwischen
Rauschstrahlung und Bremsstrahlung besteht, die ja ganz andere Tempe-
ratur- und Frequenzabhingigkeiten ergeben. Offenbar liegt der Grund
darin, dass die Rauschstrahlung schwarze Strahlung ist, denn man
kommt ja auf den Ausdruck 27 Af der aufgenommenen Leistung einer in
schwarze Strahlung getauchten Antenne eben aus dem Planck’schen
Strahlungsgesetz fiir kleine Frequenzen (RAYLEIGH-]JEANS) unter Be-
riicksichtigung des Strahlungswiderstandes der Antenne?). Bei der Be-
rechnung der Bremsstrahlung ohne Absorption ist das nicht der Fall.
Erst wenn diese fiir ein optisch dichtes Plasma geniigender Ausdehnung
beriicksichtigt wird, resultiert auch hier schwarze Strahlung5). Ein Ver-
such, die Rauschstrahlung eines Plasmas direkt, statt iiber den Umweg
der Influenz zu berechnen, wurde neuerdings von PARZEN unternommen€).
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