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Zur Frage der Vorzeichenumkehr des Magnetfeldes
beim Meissnereffekt

I1. Diffuse Oberflichenstreuung

von R.Sommerhalder und H. Thomas
IBM Forschungslaboratorium, Ziirich

(20. XI. 1960)

Abstract. Our recently published calculations of the penetration of a longitudinal
magnetic field through the wall of a superconducting hollow cylinder, according to
Pippard’s non-local theory with specular reflection of the electrons at the surfaces
have been extended to cover the case of diffuse scattering of the electrons at the
surfaces.

It is shown by numerical analysis that the wall thickness, above which the
magnetic fields inside and outside the hollow cylinder have different signs, is about
750 A larger, and the maximum field attenuation ratio available for experimental
detection of the sign reversal, about twice as low for diffuse as for specular surface
scattering. Both results do not depend upon the value of the coherence length.

Because of the strong similarity between the BCS and Pippard kernels, these
results should also be fairly representative for the BCS-theory.

I. Einleitung

In einer vorausgegangenen Arbeit (SOMMERHALDER und THOMAS 1961)
haben wir zur Priifung der nichtlokalen Theorie der Supraleitung Experi-
mente mit supraleitenden Hohlzylindern vorgeschlagen. An lange Hohl-
zylinder soll aussen ein homogenes longitudinales Magnetfeld H, ange-
legt werden, und es soll das in den Hohlraum eindringende Feld H; als
Funktion der Wandstidrke D des Hohlzylinders bestimmt werden. Dieser
Feldverlauf, insbesondere die minimal notwendige Wandstérke fiir nega-
tives Verhiltnis H;/H, (kritische Wandstirke), sowie die Wandstarke fiir
maximales negatives Verhiltnis H;/H, (optimale Wandstdrke) wurden
fiir den Fall des Pippardschen Kernes berechnet unter der Voraussetzung
spregelnder Reflexion der Elektronen an den Oberflichen.

Auf Grund der bisherigen Erfahrungen (REUTER und SONDHEIMER
1948) sollen die speziellen Reflexionsbedingungen an den Oberflichen
keinen wesentlichen Einfluss auf den Feldverlauf haben. Es ist aber qua-
litativ leicht einzusehen, dass im Fall diffuser Oberflichenstreuung die
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kritische wie auch die optimale Wandstdrke nach grosseren Wanddicken
verschoben werden. Da bereits verhiltnismissig geringe Anderungen die-
ser Werte zu experimentell unangenehm kleinen negativen Abschwich-
ungsverhéltnissen H;/H, fithren kénnten, schien uns die Ausdehnung der
Berechnungen der ersten Arbeit auf den Fall diffuser Streuung der Elek-
tronen an den Oberflichen angezeigt.

II. Berechnung der Feldabschwichung

Wir fithren die gleichen Symbole und Koordinaten ein wie in der ersten
Arbeit. Das Vektorpotential 4 (x) ist eine Losung der Integro-Differen-
tialgleichung

A%ﬂ=/ﬁqp_xp.ﬂm-w' (2.1)

und geniigt den Randbedingungen

A'00)=H,; AD)=H,. (2.2)

2

Die Voraussetzung diffuser Oberflichenreflexion kommt in den Inte-
grationsgrenzen von (2.1) zum Ausdruck. Die gesuchte Verkniipfung
zwischen H,; und H, erhdlt man aus der Bedingung

A(0)=RH,2. (2.3)

Die Rechnungen sollen hier fiir den Pippardschen Kern

. TR R |
KWU;ﬁﬁrzﬁ—ﬁye - di (2.4)

durchgefiihrt werden.
Fiihrt man dimensionslose Grossen

§ = &F,

4 = DJE,

o = RIS,

h = H,H,,

e e (2.5)
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ein, so transformieren sich (2.1) bis (2.4) in

pa|

F”(s)—-oc-fk(ys—sw)-F(s')-ds'=o, (2.6)
0
F(0)=1; F(d)=—, (2.7)
F0) =% (2.8)
und 55
k(ls[)zj(%—tis)-e—“"-dt. (2.9)
1
F(s) muss linear von den Randwerten abhédngen:
1

E(s) = @(s) + 5-v(s) - (2.10)

Dabei sind ¢(s) und o(s) Losungen von (2.6) und geniigen den Randbe-
dingungen

(2.11)
p(0) =0, ¢'d)=1
Daraus folgt
@) = —p(d —s) (2.12)
und somit lasst sich F(s) durch #(s) allein darstellen.
Fiir das Feldstidrkenverhiltnis % findet man
h—_ YO __ (2.13)

0/2+y(4)

Zur numerischen Berechnung der Losungsfunktion g im Intervall
0 < s < 4 approximieren wir y durch einen Polygonzug mit # gleichen
Intervallen der Linge / = A/n: Die Funktionswerte an den Stellen
s=%k-1(k=0,1,...,m) sind (k- l) =y,; dazwischen wird linear inter-
poliert. Ferner setzt man an allen inneren Punkten 2 =1,2,...,n — 1

”

1
Ye= 7 Wr1 — 29 + i_1) - (2.14)

A
Zur Darstellung von f k(|s—s"|) - w(s’) - ds’ durch die Werte g, fithrt
0

man folgende Funktionen ein*):

*) Wir verdanken diese Idee Herrn Prof. Dr. RUuTISHAUSER, Inst. fiir angew.
Mathematik ETH.
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3 6 6
26) = + 2= 2) = [ ylt) - dt = (2.15)
0
2 1 - 1 5 &% #° i x4
~gi—g—r [~xtmrtg-a—lr-w 20
fir x = 0, wobei
Xk
E(x) = %J . dt (2.16)

Dann i1st iberall &(s) = y'(s) = 2”(s).
Damit wird firs =¢-7(z =1,2,...,n — 1)

4 4 4

[ Bs—51) - pls) - ds' = (s = 5) 9ls) | = [ 9l = 5) (s - =

o/
0

0 0
n—1 1
=Vn—i Vo= V=i Yo _2 T (Wre1— W) * (Zr1—i — zk—i)' (2-17)
E=0

da 9'(s’) ja im Intervall 2-7 < s’ < (k + 1) - / konstant ist. Die Singu-
laritit von k(|s — s|) an der Stelle s = s’ macht bei der partiellen Inte-
gration wegen der Stetigkeit der Funktionen y(s — s’) und z(s — s')
keine Schwierigkeiten.

Mit (2.14) und (2.17) ergeben sich aus der Integrodifferentialgleichung
(2.6) daher die # — 1 linearen Gleichungen

1 1
o B Wiv1 =29+ 9ial =9 [— Yt (#1-4 — z—i)] e

n—1

1
+ZT"Pk'[2k+1—i_2zk—i+zk—1—i]+ (2.18)

k=1

T Y, [yn—i - % (i = Zn—l—i)] .
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Die Randbedingungen (2.11) werden durch

" 1
"P(O):“Z—l‘ =3+ 4y — 9] =0,
) (2.19)
VA =57 By =4ty el =1

approximiert, Durch (2.18) und (2.19) ist ein lineares Gleichungssystem
fiir die # + 1 Funktionswerte v, gegeben. Es wurde fiir n = 25 Teilinter-
valle auf der elektronischen Rechenmaschine ERMETH aufgeltst, in
einigen Beispielen zur Uberpriifung der Rechengenauigkeit fiir # = 45.

Im Giiltigkeitsbereich des von PETER 1958 angegebenen Iterations-
verfahrens stimmen die Losungen unseres Gleichungssystems sehr gut mit
seiner Formel iiberein.

111 . Resultate

Das Verhiltnis H,;/H , des in den Hohlraum eindringenden Magnetfeldes
H; zum dusseren angelegten Feld H ,in Abhingigkeit von der Wandstarke
D des Hohlzylinders ist in Figur 1 aufgezeichnet fiir die gleichen zwei
Parametersitze wie im Fall der elastischen Oberflachenstreuung:

a) Radius des Hohlzylinders R = 1 cm, Eindringtiefe der Londontheorie
A =500 A, Kohirenzlinge & = & = 2500 A (BARDEEN, COOPER und
SCHRIEFFER 1957). Dies entspricht dem Fall einer ungestérten Zinn-
schicht.

b) R=1cm, A =500 A, £= 1000 A. Dies entspricht dem Fall einer
Zinnschicht mit einem Stérungsgehalt, wie er in realen Schichten vor-
handen ist (ScHaAwLow 1958, JAGGI und SOMMERHALDER 1960).

Negative Verhdltnisse H;/H , treten in der ungestorten Schicht erstmals
fiir Schichtdicken D a 2150 A auf, in der gestérten fiir D ~ 5400 A.
Diese kritischen Wandstarken sind zu vergleichen mit den entsprechenden
Schichtdicken D a 1400 A resp. D a2 4650 A im Fall der spiegelnden
Reflexion der Elektronen an den Oberflichen. Es ergibt sich somit, dass
unabhdngig von der Kohdrenzliange die kritische Wandstédrke bei diffuser
Oberflichenreflexion um rund 750 A grésser ist als bei spiegelnder Ober-
flichenreflexion.

Das optimale Feldstidrkenverhiltnis H;/H ,ist in der ungestérten Schicht
H,H, ~ — 5-1077, in der gestérten H;/H, ~ — 4 - 10~%. Die entspre-
chenden Feldstarkenverhiltnisse bei spiegelnder Oberflichenreflexion
sind H;,/[H, ~ — 1-10"%resp. H,/H, ~ — 8+ 107°, also unabhingig von
der Kohirenzlinge etwa zweimal kleiner bei diffuser Oberflichenstreuung
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Die starke Ahnlichkeit des Pippardschen Kerns mit demjenigen der
BCS-Theorie ldsst erwarten, dass die speziellen Annahmen {iber die Re-
flexion der Elektronen in den Oberflichen auch dort nicht von grésserem

Einfluss auf den Vorzeichenwechsel des Magnetfeldes in diinnen supra-
leitenden Schichten sind.
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Fig. 1

Verhiltnis der inneren zur dusseren Feldstarke H /H
in Funktion der Schichtdicke D. Radius des Hohlzylinders R = 1 cm.

~+—.—. Londonsche Theorie (4 = 500 A).
— — — Pippardsche Theorie (§ = & = 2500 A, 4 = 500 A).
-——— Pippardsche Theorie (&, = 2500 A, & = 1000 A, 1 = 500 A).

In Figur 2 ist die Ortsabhédngigkeit des Feldverlaufs fiir die Schicht-
dicke D = 6000 A und fiir die Parameterwerte &, = 2500 A &= 2500 A
bzw. & = 1000 A aufgezeichnet. Im ersteren Fall wechselt das Magnet-
feld sein Vorzeichen grossenordnungsmassig in der Schichtmitte, im letz-
teren Fall innerhalb der ersten 100 A vom Innenrand des Hohlzylinders
aus gerechnet.

Fiir wesentlich diinnere Schichten kann der entsprechende Kurvenver-
lauf der Formel von PETER 1958 entnommen werden.
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Fig. 2

Ortsabhingigkeit des Magnetfeldes H(x) in der Wand des Hohlzylinders. H, = an-
gelegtes dusseres Magnetfeld; Wandstirke D = 6000 A, Anzahl der Teilintervalle

#n = 45, Radius des Hohlzylinders # = 1 cm.

— — — Pippardsche Theorie (A = 500 A, & = &, = 2500 A),
——— Pippardsche Theorie (1 — 500 A, &y = 2500 A & =1000A4).

Wir danken Herrn Prof. Dr. RUTISHAUSER, Institut fiir angewandte

Mathematik ETH, fiir seine wertvolle Unterstiitzung herzlich.
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