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Nullpunktsenergie und Anordnung nicht vertauschbarer
Faktoren im Hamiltonoperator

von C. P. Enz
The Institute for Advanced Study, Princeton, N. J.

und A. Thellung
Institut fiir Theoretische Physik der Universitdat Ziirich

Summary. In general the arrangement of non-commuting factors in a Hamil-
tonian H is not completely determined by the requirement that A must be Hermi-
tian. In the case of the harmonic oscillator the zero point energy can be removed
by a perfectly legitimate reordering of the factors p and ¢ (i. e. by writing H as
a ‘normal product’). This raises the question whether physical effects that confirm
the existence of a zero point energy mean that only one particular choice of the
order of the p’s and ¢’s in H is correct. For the case of the sublimation pressure of
isotopes and of the Casimir effect this is discussed in full detail. It is shown that
the general principles of quantum mechanics (without the addition of any empirical
prescriptions about the order of factors) lead to a unique result for such measurable
effects, although the Hamiltonian itself is not uniquely defined.

§ 1. Einleitung

Eines der Probleme, die sich beim Ubergang von der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik stellen, ist die Anordnung nicht ver-
tauschbarer Faktoren im Hamiltonoperator H. Sie wird im allgemeinen
durch die Vorschrift der Hermitezitéit (und eventuell gewisser Invarianz-
eigenschaften) nicht eindeutig festgelegt!). Solange H quadratisch von
den Koordinaten ¢ und Impulsen $ abhingt (dieser Fall entspricht
physikalisch immer gewissen Elementaranregungen), unterscheiden sich
verschiedene Faktorenanordnungen nur um eine additive Konstante *).
Es hat aber den Anschein, als wire diese Konstante nicht belanglos, da
sie mit der Nullpunktsenergie zusammenhingt. Die Hamiltonfunktion
eines harmonischen Oszillators konnen wir zum Beispiel in der konven-

tionellen Form
1

2m

H =

(p? + m* w ¢*) (1)

oder in der Wickschen Normalform 3)

1

Hee o imod) (o ma )

*) Bei Hamiltonoperatoren von héherem als 2. Grad in p, ¢ sind die Unterschiede
weniger trivial. Ein Beispiel hierfiir findet sich in der Quantenhydrodynamik?).
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schreiben, was klassisch auf dasselbe herauskommt. Quantenmechanisch
unterscheiden sich H und : H: durch eine Verschiebung aller Eigenwerte
um die Nullpunktsenergie 1/2 % w; es ist

EW H=ﬁw(n+—g_), n=01,2 ... 2)
EW ‘H:=hon (2')

Da H und :H: hermitesche Operatoren sind, entsprechen sie, wie auch
jede Linearkombination o« H + B:H: («, § reell, « + = 1), den allge-
meinen Prinzipien der Quantenmechanik.

Der interessante Punkt ist nun, dass es Effekte gibt, bei denen die
Nullpunktsenergie von Elementaranregungen physikalisch eine Rolle
spielt. Hier werden wir vor allem zwei Beispiele eingehend diskutieren:
den Sublimationsdruck (Phononen als Elementaranregungen) und den
Casimir-Effekt (Photonen als Elementaranregungen). Weitere Beispiele
sind in § 4 erwédhnt.

Die Diskussionen um die Nullpunktsenergie (NPE) sind seit PLANCKS
grundlegender Arbeit aus dem Jahre 1911¢) nie ganz verstummt und er-
hielten erst vor kurzem neuen Auftrieb durch die experimentelle Bestiti-
gung des Casimir-Effekts durch SPArRNAAY3). Auch PAULI selbst war an
dieser Frage mannigfach interessiert. Anfang der zwanziger Jahre hatte er
in Hamburg lange Diskussionen mit OTTO STERN, der gegen PAULIs
schwere Bedenken zu kimpfen hatte *). Noch im Sommer vor PAuL1s Tod
wurde die Frage der NPE in Ziirich diskutiert, und PAULI steuerte ver-
schiedene Argumente und historische Episoden aus seinem unerschopf-
lichen Schatz von Erinnerungen bei.

STERN stiitzte seine Argumente in den Diskussionen mit PAULI auf
seine Berechnung der Dampfdruckunterschiede der Neonisotope 20 und
22, die leider nie publiziert worden ist**). Diese Sternsche Rechnung fand
spdter ihren Niederschlag in Pauris Kursvorlesung iiber statistische
Mechanik8). Wir geben hier die Paulische Formulierung wieder, da sie
den Ausgangspunkt fiir unsere Diskussion in § 2 bildet.

Fiir den Sublimationsdruck p eines einatomigen Gases gilt bei hohen
Temperaturen

*) Briefliche Mitteilung von O. STErRN. Wir sind Herrn Prof. STERN fiir seine
wertvollen biographischen Angaben aus dieser Zeit zu grossem Dank verpflichtet.
**) Siehe jedoch AsTon®). AsToN hatte vergeblich versucht, diese Isotope durch
Destillation zu trennen (genau genommen muss es sich um Adsorption gehandelt
haben. Nach einer freundlichen Bemerkung von Herrn Prof. CLUsIUS). Wenn man
ohne NPE rechnet, ergibt sich ein so grosser Unterschied, dass die Trennung ganz
leicht hétte sein miissen (nach O. STERN). Wie PAuLI vor allem betonte, war die
Sternsche Rechnung noch in der Zeit der Quantentheorie der Phasenintegrale,
d. h. vor der korrekten halbzahligen Quantisierung gemacht worden. Vgl. auch
F. A. LINDEMANN7).
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1 . —_— -
1og¢=_71ogT+z+3logf§+%(_zo+3eo(w)_%hw)
(3)

Hier bedeutet T die absolute Temperatur, + die chemische Konstante,

k die Boltzmannsche Konstante, f(w) den folgenden Mittelwert der
Funktion f(w)

_ %‘ f (@)

/ (@) ET ) (4)

7

wobeil iiber alle Gitteroszillatoren 2 mit der Kreisfrequenz w, zu sum-
mieren ist. — 4, ist die potentielle Gitterenergie pro Atom, wenn sich die
Atome in ihren klassischen Ruhelagen im Gitter befinden. e¢;(w,) ist die
Nullpunktsenergie des Gitteroszillators 2. Nun sind fiir Isotope der
Massen m und m' die Krifte und somit die potentiellen Energien gleich,
folglich auch 4,. Dagegen sind die Oszillatorfrequenzen verschieden:
oo’ = ]/m'/m in der harmonischen Niherung (vgl. § 2, Gl. (14)). Wenn
nun ey(w) *+ 1/2 ki w wire, so miisste sich der Term ~ 1/ kT in (3) fiir
Isotope unterscheiden. Experimentell findet man, dass dies nicht der Fall
ist, und schliesst daraus, dass die NPE

eo () = “2“ B @y (5)
betrigt.

Es stellt sich nun die Frage: Bedeutet dieses Resultat, dass nur die
Wahl (1) fiir den Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators richtig
ist? Und wenn ja, folgt dies aus irgendwelchen theoretischen Uber-
legungen, oder kann die richtige Faktoranordnung nur durch Vergleich
mit der Erfahrung bestimmt werden? Das letztere wiirde allerdings
heissen, dass die allgemeinen Prinzipien der Quantenmechanik nicht ge-
niigen, um beobachtbare Grossen wie den Sublimationsdruck eindeutig
zu bestimmen, sondern dass noch empirische Zusatzvorschriften nétig
sind. In § 2 werden wir diese Frage im negativen Sinne beantworten.
Dabei werden wir uns von der in 8) gemachten Debyeschen Nidherung
befreien, so dass das Resultat vollig allgemein gilt.

Dieselbe Frage stellt sich beim sogenannten Casimir-Effekt. Dabei
handelt es sich um Krifte elektromagnetischer Natur (Retardierungs-
korrektur zu den London-van-der-Waals-Kréften), die zwischen makro-
skopischen, elektrisch neutralen Kérpern wirksam sind und die Casi-
MIRY) aus der NPE des Strahlungsfeldes herleitete. Nach CAsIiMIR
denkt man sich die makroskopischen Kérper in einen Strahlungshohl-
raum eingeschlossen und berechnet die NPE des derart verstimmten
Hohlraumes. Die potentielle Energie der Korper ist dann einfach die
Differenz dieser NPE gegeniiber der NPE des leeren Hohlraumes. Nun
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erfolgte aber die urspriingliche Herleitung des Effekts durch CAsiMIR und
PoLDERYY) nach einer anderen Methode, ndmlich durch stérungstheo-
retische Berechnung des Austausches virtueller Photonen. Dies ldsst uns
jetzt schon vermuten, dass es beim Casimir-Effekt auf die Wahl zwischen
(1) und (1") nicht ankommen kann. In § 3 werden wir dies in voller All-
gemeinheit zeigen.

Die NPE der Strahlung hat nun aber im Vergleich zu derjenigen der
Gitterschwingungen noch einen besonderen Aspekt: das Problem ihrer
Gravitationswirkung. PAuLr hatte diese Frage frith erkannt und, wie er
uns sichtlich amiisiert mitteilte, in jungen Jahren auch eine entspre-
chende Rechnung angestellt. Das Resultat war, dass der Radius der Welt
(bei Abschneidung der kurzen Wellenldngen beim klassischen Elektronen-
radius) «nicht einmal bis zum Mond reichen wiirde». Diese Rechnung hat
unseres Wissens in PAULIS Arbeiten lediglich an einer Stelle eine schwa-
che Spur hinterlassen!!), war aber moglicherweise fiir die oben erwihnten
Bedenken gegen O. STERNS Argumente von Bedeutung gewesen.

§ 2. Der Sublimationsdruck

Wir betrachten eine Substanz, bestehend aus N gleichen Atomen der
Masse m. IThr Hamiltonoperator sei

H = 2 > m — TV (%1, oon, Fay). (6)

x, sind die kartesischen Koordinaten und p, die Komponenten der Im-
pulse der Atome. Ein Teil der Substanz sei im gasférmigen, der andere
im festen Zustand. Fiir die Atome im Gas, das wir einfachheitshalber als
einatomig voraussetzen, vernachlidssigen wir die potentielle Energie V,
wihrend wir fiir die Atome im festen Kérper in iiblicher Weise annehmen,
dass wir die potentielle Energie um ihren Minimalwert I/, herum nach den
Auslenkungen der Atome aus den Gleichgewichtslagen entwickeln
kénnen. Unter Vernachlidssigung von Oberflicheneffekten zwischen dem
Gas und dem festen Korper spaltet sich H dann auf in

H=H,+H, (7)

wobel mit einer geeigneten Umbenennung der Indices o

3INg
H, 2 = (8)
3Ny , 3Nf 3Ny
Hf—Z e+ ﬁ—--—ZZAﬁ& gt ... (9)

a=1 f=
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p, sind die Impulskomponenten der N, Teilchen im Gas und p, die-
jenigen der N, Teilchen im festen Korper. Die &, bezeichnen die karte-
sischen Koordinaten der Atome im festen Korper, von ihren Gleich-
gewichtslagen im Gitter aus gemessen, und es gelten natiirlich wie fiir die
urspriinglichen $, und x, die kanonischen Vertauschungsrelationen

(B €5) = < 0up- (10)

Durch eine orthogonale Transformation
3Ny 3Ny

‘Ea:ETaka: ?;IZTakPk»
k=1 k=1
2 Tak Tak’ — ‘5kkf ’ Z Tcxk T = 60:0:’ ’
x %
kénnen wir erreichen, dass in (9)

%% Aupbabp= ;Zk'“k O 2 b7 =2;P2 . (12)

wobei nun P, und Q, zueinander kanonisch konjugiert sind, das heisst
%
[Py, Q] =0 - (13)

Mit a, = m w} (a, > 0, da ¥, das Minimum von V ist), schreibt sich (9)
be1 Vernachldssigung der Terme hoheren als 2. Grades in den &,

1
Hy = kz: 5= (P +m2a Q) + Vo ; (14)
es ist die Hamiltonfunktion von 3 N, unabhidngigen harmonischen Oszil-
latoren mit den Eigenwerten
3:\7]" 1

EW H,- kz; ho(met—5 ) + Vo, m=012... (19
Die Anordnung der P, und Q, in (14) und damit das Auftreten der Null-
punkisenergie in (15) folgt divekt aus der urspriinglichen Stellung der Ope-
ratoven in (9) bzw. (6), da (14) durch die kanonische Transformation (11)
mit (9) und (6) verkniipft ist.

Wenden wir nun die Methoden der statistischen Mechanik auf unser
System an, so setzt sich seine freie Energie additiv zusammen aus der
freien Energie F,des festen Korpers und der freien Energie F, des Gases.
Fiir F, erhdlt man

hewp

Ff:kTZIOg(l —e AT )+2e0 () + Vo , (16)
k k
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wobei wir 1/2 % w = ¢y(w) gesetzt haben. Fiir hohe Temperaturen
(Awl/k T < 1 fiir alle Oszillatorfrequenzen w) entwickeln wir

hw
—— how 1 hw ho \2
l°g(1—e kT)ZIOgW—"zm""k_T”+O(k—T) - 19
Beniitzen wir noch die Definition (4) und setzen wir ;= — N+ 4, so wird
F;=3N{kTlog 22—~ hw N, 2 18
£ f{ f %71 — 2 w+eo(w)}- rto - (18)

Im Gleichgewicht zwischen fester und gasférmiger Phase gilt

0F, 0F;
ON,  ON; ° (19)

Verwenden wir fiir 0F,/ON, den Ausdruck fiir das ideale einatomige Gas

OF 5 ,
FeosT(osp-f st o).

1 = log[(2 7 m)3/2 k52 J,-3], so folgt aus (18), (19) und (20) die Gleichung
(3) fiir den Sublimationsdruck, wobei aber, im Gegensatz zu 8), die
Debyesche Naherung nicht gebraucht wurde.

Ausgehend vom festen Korper, hitte man aber auch eine andere An-
ordnung der Faktoren in H,, zum Beispiel die (1') entsprechende

3Ny

1 ; ;
Hy :kZl' S (Prt+imag Q) (Pr—imw, Q) = H,—3 N;ey(w), (21)

wihlen kénnen. Dann erhdlt man durch Umkehrung der kanonischen
Transformation (11) den Hamiltonoperator (9) mit dem Zusatz
— 3N, eo(w), das heisst, das Potential ¥ in (6) ist nun so normiert, dass
bel grossen Abstinden der Teilchen eine potentielle Energie — 3 ¢y(w)
pro Teilchen {ibrig bleibt. Da (6) symmetrisch in allen Teilchen sein muss,
tritt nun auch ein Term — 3 N, ¢y(w) in der Hamiltonfunktion des Gases
(8) auf. Der Term ~ ey(w) fillt also in F, weg, dafiir tritt aber ein Term
—3N,ey(w) mn F, auf, und man erhilt wieder den Ausdruck (3) fitr den
Sublimationsdruck. Die Verallgemeinerung auf eine beliebige Linear-
kombination o H,+ 8 :H,: (o + = 1) ist trivial.

§ 3. Der Casimir-Effekt

Es ist evident, dass durch Austausch virtueller Photonen im Prinzip
Krifte von makroskopischer Reichweite erzeugt werden. Dass diese in
gewissen Fillen eine Rolle spielen kénnen, wurde zuerst von CASIMIR und
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PoLDER) stérungstheoretisch gezeigt. Physikalisch durchsichtig wurde
der Effekt in der wenig spdter von CASIMIR®) beniitzten Methode der
Nullpunktsenergie, die wir in § 1 erwahnt haben *).

Die Casimirsche Methode ist indessen keineswegs auf Felder mit Masse
Null (Photonen, Phononen) beschrinkt. In der Tat hat WENTZEL3)
lange vor CasiMIr die Krifte in der Mesonpaar-Theorie fester Quellen mit
Hilfe der Nullpunktsenergie berechnet. Die vollstindige Analogie zwi-
schen dem Wentzelschen und dem Casimirschen Problem ist evident aus
der Feststellung, dass die Quantenelektrodynamik fester nicht-relativi-
stischer Ladungen wegen der 42-Wechselwirkung nichts anderes als eine
Paartheorie ist14).

Auf Grund der Formeln von 14) ist es ein leichtes, die Unabhingigkeit
der Wentzel-Casimir-Methode von der Stellung der Operatoren in der
Hamiltonfunktion des freien Feldes zu zeigen. Die zur Diskussion stehende
potentielle Energie ist in der Schreibweise von 14)

G D@ = O (P, Q) + Hy (P, Q) [ 0>~

(22)
— <0 IHU (P, Q') I 0" >.

H, ist die Hamiltonfunktion des freien Feldes (Operatoren P’, Q') in der
Form (1), H, dessen Wechselwirkung mit den Quellen. |0'> bzw. [0 ist
der Grundzustand von H, bzw. H, + H,, das heisst das Vakuum des
freien bzw. gekoppelten Feldes. % w, bzw. % 2, sind die Quanten des ent-
sprechenden Feldes (2 x die Eigenfrequenzen des Hohlraumes).

Nun besteht zwischen dem freien und dem gekoppelten Feld eine
kanonische Transformation /A, welche entsprechende Zustinde ineinander
iiberfiihrt ; insbesondere ist

|0>=A4]0">. (23)
Damit wird (22) |

5 @)= O |47 By A= Hy+ A H A |00, (29

Aus der expliziten Formel (siehe 14))

A =lim e —i (Hy+H) T , e 1 H,T (25)
T— 00

ist ersichtlich, dass (24) invariant ist gegeniiber der Transformation
Hy, >Hy+c | (26)

*) Fiir den Fall eines plattenférmigen, ideal reflektierenden Koérpers hat FIERz12)
eine elegante Ableitung nach der Casimirschen Methode gegeben.
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(c beliebige ¢-Zahl), welche die Eigenvektoren invariant ldsst. Von dieser
Form ist aber der Ubergang von H, zur Wickschen Ordnung :H,:. Die
Stellung der Operatoren in H ,ist also belanglos.

Anderseits ist aber (24) nicht invariant gegeniiber

H,—>H, +c, | (27)

so dass man H, zunichst nicht durch : H;: ersetzen kann*).

Der Zusammenhang mit der stérungstheoretischen Methode (CAsIMIR
und PoLDER?Y)) ergibt sich am einfachsten anhand der Schwingerschen
Entwicklung von (25)

o0 T by

z‘l
g —i(Ho+H)T ,iH,T :E(“ i) [ dty fdt2 oo fdt, Ho(t) ... Hy (8), (28)
"0 0 "0 :

n =0

WO
H, (t) = e~ "¢ H, ¢ Hd (29)

die Wechselwirkungsdarstellung von H, ist. Der Grundzustand in dieser
Darstellung, e~ |0’>, ist oszillierend, wenn H, von der Form (1) ist,
was die Interpretation der NPE als herrithrend von Vakuum-Fluktua-
tionen gestattet. Wihrend diese Vakuum-Fluktuationen, Figur 1a, aber
keinerlei physikalischen Effekt haben, tragen diejenigen der Wechsel-
wirkung H,, Figur 1b, zur Selbstenergie der Quellteilchen bei, genau so
wie die eigentlichen Selbstenergie-Graphen, Figur lc.

7
P e Y _——— / /
|/ N I/ e / f
\ /}'/é \ /> ’L/;f [ \
NooN
\\ N
~> 4
Fig.1a Fig.1b Fig.1c

Die Stellung der Operatoren in H, ist daher ebenfalls unwesentlich, insofern als
solche Selbstenergien unbeobachtbar sind, das heisst durch eine M assenrenor-
malisation eliminiert werden konnen.

Bei den obigen Betrachtungen hatten wir immer die Paartheorien mit
festen Quellen, insbesondere die Quantenelektrodynamik nicht-relativi-

*) Dies gilt fiir die Paartheorien. Bei einer 1-Photon- bzw. 1-Meson-Wechsel-
wirkung (z. B. Elektrodynamik relativistischer Ladungen) ist natiirlich H; = :H,:.
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stischer Ladungen, im Auge. Die Formulierung von (24), (25) ist jedoch
" so, dass sie fiir jede Feldtheorie mit kanonischen Vertauschungsrelationen
Geltung hat. Jedoch ist natiirlich die Frage nach den Kriften in einer
relativistischen Feldtheorie wegen der Riickstdsse nicht sehr sinnvoll.

§ 4. Weitere Beispiele

Mit den in § 2 und § 3 verwendeten Methoden l4sst sich auch in den
andern Fillen, wo die NPE harmonischer Oszillatoren experimentell
nachgewiesen werden kann*), zeigen, dass die Wahl zwischen (1) und (1)
(oder einer Linearkombination) keinen beobachtbaren Unterschied
macht. So ergibt zum Beispiel nach § 2 die Berechnung der Sublimations-
wdrme pro Atom am absoluten Nullpunkt immer 4, — 3/2 %2 w, da es
auch hier nur auf die Energiedifferenz zwischen den Teilchen im Gas und
den Teilchen im Kristall ankommt. Wenn die Krifte zwischen den
Atomen einigermassen bekannt sind, so kann man A, berechnen. Dann
lasst sich die Differenz zwischen der Sublimationswiarme und 4, experi-
mentell nachweisen (sofern 3/2 % w nicht allzu klein gegeniiber 4, ist).

Ein etwas anderer Fall ist die Strewung von Rontgenstrahlen oder Neu-
tronen an Kristallen. Die Tatsache, dass die von der thermischen Bewe-
gung des Gitters herriihrende Streuintensitit am absoluten Nullpunkt
nicht verschwindet, gibt keinen Aufschluss iiber die Energieeigenwerte
der Gitteroszillatoren im Grundzustand. Was in die Rechnung eingeht,
sind die Erwartungswerte <Q%> der Quadrate der Oszillatoramplituden?€);
diese sind auch im Grundzustand immer von Null verschieden und unab-
hédngig von der Wahl (1) oder (1') fiir H.

Wir sind Herrn Prof. K. Crusius fiir wertvolle historische Hinweise zu
grossem Dank verpflichtet. Herrn Dr. H. GRANICHER danken wir fiir eine
lehrreiche Diskussion iiber den Casimir-Effekt. Einer der Autoren
(C. P. E.) dankt ganz besonders Herrn Prof. J. R. OPPENHEIMER, Direktor
des Institute for Advanced Study, fiir die ihm gewéhrte Gastfreundschaft
und finanzielle Unterstiitzung sowie dem Schweizerischen Nationalfonds
fiir ein Forschungsstipendium.
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