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Hall-Effekt und Eigen-Hall-Effekt in Normal-
und Supraleitern

von R. Jaggi und R. Sommerhalder
Laboratorium fir Festkorperphysik ETH, Ziirich

(18. II1. 1959)

Zusammenfassung. Der Hall-Effekt (im dusseren Transversalfeld) und der Eigen-
Hall-Effekt (im Eigen-Magnetfeld des Primirstromes allein) wird phinomeno-
logisch behandelt. Fiir die zylinderférmige Probe wird das Hall-Potential sowohl
im Innen- als auch im Aussenraum berechnet. Sondenanordnungen fiir Platten und
Zylinder, eine Schaltung zur Messung von Hall- und Eigen-Hall-Effekt sowie eine
Wechselstrom-Kompensationsmethode zur Bestimmung von Widerstand, Hall-
Effekt und magnetischer Widerstandsinderung werden angegeben. Bei Zimmer-
temperatur ausgefiihrte Messungen an einem zylindrischen ¢-InSb-Einkristall
liefern fiir Hall- und Eigen-Hall-Effekt iibereinstimmende Resultate. Bei Helium-
temperaturen wird der Eigen-Hall-Effekt an polykristallinen Kupfer- und Queck-
silberproben untersucht.

Weiter wird das Problem des Hall-Effekts in Supraleitern diskutiert. Eigene
Experimente iiber den Hall-Effekt mit Abschirmstrémen an Blei und Zinn sowie
iiber den Eigen-Hall-Effekt an Quecksilber ergeben bis herab zu 2° K im rein
supraleitenden, isothermen Zustand keine Spannungen iiber 1-10-% V. Falls statio-
nére elektrische Felder im Innern von Supraleitern auftreten, so sind sie an deren
Aussenflache mit Hilfe von Sonden nicht beobachtbar.

I. Probenform und Anordnung der Potentialsonden bei der
Messung des Hall-Effekts mit und ohne Aussenmagnetfeld

1. Einleitung

Der Hall-Effekt wird heute noch vorwiegend in derselben Weise ge-
messen, wie er im Jahre 1879 entdeckt wurde: An den Seiten einer recht-
eckigen Platte, durch die in Lingsrichtung ein elektrischer Strom fliesst,
wird nach Anlegen eines zur Plattenfliche senkrechten, homogenen Ma-
gnetfeldes die entstehende Hall-Spannung abgegriffen. Bei dieser kon-
ventionellen Methode kénnen trotz ihrer Einfachheit gewisse Schwierig-
keiten auftreten. Es hat daher nicht an Versuchen gefehlt, den Hall-
Effekt in andersartigen Anordnungen zu untersuchen, bei denen die
Probe meistens Zylindersymmetrie besitzt; der Priméarstrom und ent-
sprechend das Magnetfeld konnen axial, radial oder zirkular gerichtet
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sein. (Betr. Einzelheiten sei auf die zusammenfassenden Artikel von
ME1sSNER 1935 und JaN 1957 verwiesen.)

Wir haben ein ballistisches Verfahren erprobt, bei dem in einer kreis-
férmigen Platte durch ein zeitlich verdnderliches axiales Magnetfeld ein
zirkularer Primarstrom induziert wurde, wodurch eine radiale Hall-
Feldstirke auftrat (BuscH, Jaccl und BRAUNSCHWEIG 1953). Im An-
schluss an diese Arbeit stiessen wir darauf, dass der Hall-Effekt auch ohne
dusseres Magnetfeld prinzipiell in jedem stromdurchflossenen Leiter als
Folge des Eigen-Magnetfeldes auftreten muss. Erstmals hat ROBERTS
1924 auf diese Tatsache hingewiesen und bei Zimmertemperatur Experi-
mente mit zylindrischen Proben aus Wismut durchgefiihrt, die in der
Mitte eine Einschniirung aufwiesen (vgl. Fig. 1d); nach seinen Angaben
betrugen die gemessenen Spannungen 10 bis 309, der fiir reines Wismut
zu erwartenden Hall-Spannungen.

Wihrend sich ROBERTS mit einer qualitativen Bestidtigung seiner
Uberlegungen begniigte, schien es uns wert, den Hall-Effekt infolge des
Eigen-Magnetfeldes — den wir «Eigen-Hall-Effekt» genannt haben — zu
einer quantitativen Messmethode auszubauen, vor allem im Hinblick auf
die Anwendung bei tiefen Temperaturen. Als erstes haben wir Messungen
an Wismut-Hohlzylindern durchgefiihrt, deren Resultat mit den auf
magnetische Induktion B = 0 extrapolierten Literaturwerten {iber-
einstimmen (BuscH und JaGai 1953, vgl. JAGGI 1959 Seite 190-193).

Des weiteren stellten wir uns die Aufgabe, an derselben Probe zu zeigen,
dass der Eigen-Hall-Effekt den gleichen Hall-Koeffizienten liefert wie
der Hall-Effekt im dusseren Magnetfeld. Wir wihlen fiir diesen Nachweis
nicht die herkémmliche plattenférmige Probe, sondern den Kreiszylinder,
da fiir diese Probenform hinsichtlich des Eigen-Hall-Effektes wegen der
Zylindersymmetrie des Eigen-Magnetfeldes die einfachsten Verhiltnisse
vorliegen. Auch fiir die Messung des Hall-Effekts im dusseren Magnet-
feld i1st die Verwendung zylindrischer Proben vorteilhaft und findet
immer weitere Verbreitung (vgl. z. B. MasoN, HEwITT und Wick 1953,
Borovik 1954, KoHNKE und EwALD 1956, KOsSTER und SCHULE 1957).

Die von der konventionellen Methode abweichende Probenform und
Anordnung der Potentialsonden gab Anlass zu einer kurzen Bemerkung
(Jacar 1956), die wir im nachstehenden erweitern werden.

2. Definition des Hall-Koeffizienten

Unserer phdnomenologischen Behandlung legen wir folgende Defini-
tion des Hall-Koeffizienten R zugrunde: Bedeutet J die Stromdichte
und B die magnetische Induktion in der Probe, so setzen wir fiir die Hall-

Feldstarke
E,—RBxJ. (2.1)
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In anisotropen Substanzen hat R Tensorcharakter, das Hall-Feld steht
aber immer senkrecht zur Stromdichte. Das Ohmsche Gesetz

E,=0J (2.2)

liefert mit einem tensoriellen spezifischen Widerstand o ebenfalls trans-
versale Feldstarke-Komponenten. Deren Trennung vom Hall-Feld kann
im Experiment durch Umkehr der magnetischen Induktion erfolgen.
Da die Komponenten von p und R gerade Funktionen von B sind, so
wechselt der Hall-Effekt nach Gleichung (2.1) mit B sein Vorzeichen,
nicht aber das Ohmsche Feld (2.2).

3. Probenform und Hall-Potential

Auf der Grundlage unserer Definition (2.1) kénnen wir das Hall-
Potential fiir beliebige Geometrie von Probe und Magnetfeld berechnen.
Wir fithren einige praktisch wichtige Fille vor; der Einfachheit halber
beschrinken wir uns auf homogene, isotrope und isotherme Korper der
Permeabilitit x4 ~ 1. Diese seien vorerst in Richtung einer Symmetrie-
achse, in die wir die Stromdichte legen, unendlich lang, so dass wir das
Ohmsche Feld (2.2) in der Rechnung nicht mitzufiihren brauchen.

3.1. Konventioneller Hall-Effekt in der rechteckigen Platte

Nach der konventionellen Methode wird der Hall-Effekt an einer recht-
eckigen Platte der Breite 24 und Dicke 2b = d in einem homogenen
Magnetfeld gemessen. Fithren wir ein kartesisches Koordinatensystem
(x, v, 2) ein (Langskanten x = - a,y = - b), so wird mit B= (0, B,, 0)
und J = (0, 0, J,) das Hall-Feld (2.1)

E.=RB, J.. | (3.1)
Dieses ldsst sich von einem Potential 7 ableiten

E =—gradV,
V=—Ex+C=—RB,J,x+C, (3.2)

C ist eine Integrationskonstante. Die zwischen den Seitenflichen der
Probe auftretende Hall-Spannung betrigt unabhingig von der Wahl des

Integrations-Weges
Veo=2V{a)=—2RB, [,a. (3.3)

Mit dem Strom [ = J,-2a-d erhidlt man den bekannten Ausdruck

Ve=—RB,[I]d. (3.4)
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Das negative Vorzeichen besagt, dass bei positivern Hall-Koeffizienten
die Probe bel x = 4 a negalive Ladungen tragt.

Es sel betont, dass sich bei Normalleitern das Hall-Feld in den Aussen-
raum der Platte fortsetzt, da in der Grenzfliche die Tangentialkompo-
nente von E und damit das Potential I stetig sein muss. Die Oberflichen-
werte des Potentials lassen sich nach Gleichung (3.2) angeben. Fiir den
Aussenraum ist ein Randwertproblem zu 16sen. Ist die Losung gefunden,
so kénnen aus dem Sprung der Normalkomponente der dielektrischen
Verschiebung die Oberflichenladungen auf den Seitenflichen der Hall-
Probe ermittelt werden. Raumladungen sind wegen der Konstanz von
E, nicht vorhanden. Wie wir anschliessend zeigen, lisst sich die voll-
standige Losung des Randwertproblems in einfacher Weise fiir den
Kreisquerschnitt angeben. Durch konforme Abbildung kann dann jeder
andere Querschnitt darauf zuriickgefithrt werden.

3.2. Hall-Effekt im Kreiszylinder

Wir fiilhren Zylinderkoordinaten (7, 9, 2) ein, wobel wir ¢ von unserer
bisherigen x-Achse aus zdhlen; der Radius des Zylinders sei a. Wieder
legen wir die magnetische Induktion in die y- und die Stromdichte in
die z-Richtung.

Im Innern der Probe fiir » < a ist die Hall-Feldstidrke gleich wie bei
der Platte nach Gleichung (3.1)

EBy;=RB, |, = E<= const
und das Potential
V=—FEx+C,

oder in Zylinderkoordinate ausgedriickt

V:VET’COS??—!—.C, (3.5)

L —=Ecos®d,  (3.6) E,— — Esin®. - (3.9)

Fiiy die Oberfldche r = a ist das Potential
Via,8) = — E acos ¥ (3.8)

wir normieren so, dass C = 0. Die Hall-Spannung zwischen den Punkten
(a, 0) und (a, 7) betragt
2RB, I

2V(a,0)=—2RB, J,a=——

T a

(3.9)

Im Aussenraum fiir r > a ist die Losung der Laplaceschen Potential-
leichun
& h Ay VotV 1 o
T +7ﬁ’7 0¥ + 2 092
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mit der unsere Randbedingung, die Stetigkeit von V(a, ), zu erfiillen ist

a2
V:~7Ecosﬁ, (3.10)

E, = j: E cos i, (3.11) E,=— -f—: E sin ¢. (3.12)

Wie man Siéht, verlduft in der Oberfliche die Tangentialkomponente
E, stetig. Der Sprung der Normalkomponente E, (die bei # = a ihr
Vorzeichen wechselt) liefert die Oberflichenladungsdichte

w, = — (&g, + &,) & E cos 2, (3.13)

a

wobel g; und ¢, die relativen Dielektrizititskonstanten der Probe bzw.
des Aussenraumes und g, die Dielektrizititskonstante des Vakuums be-
deuten. Die Gesamtladung der Probe ist Null.

3.3. Hall-Effekt im Hohlzylinder

Der Zylinder habe eine konzentrische Bohrung vom Radius b. Im
Probeminnern b < v < a ist das Hall-Feld E und das Potential IV wie
beim Vollzylinder mit der einen Anderung, dass in die Gleichungen die

Stromdichte im Hohlzylinder
I

Jo= iy (3.14)

einzusetzen ist. So wird z. B. die Hall-Spannung zwischen den Punkten
(@, 0) und (a, ) an Stelle Gleichung (3.9)
- 14
Fiir den Aussemvaum v > a konnen wir ebenfalls die Losung fiir den
Vollzylinder iibernehmen. Im Hohlraum r << b muss wegen der Stetig-
keit von E, fiir » = b das homogene Hall-Feld E auftreten. An der
Innentliche finden wir eine Oberflichenladungsdichte

wy, = (&; — &,) & E cos J. (3.16)

3.4. Eigen-Hall-Effekt tm Vollzylinder

Nun betrachten wir den Hall-Effekt, der durch das Eigen-Magnetfeld
des Primarstromes entsteht. Der Radius der Probe sei a, die Stromdichte
J .= I[ma® Der Innenradius der konzentrischen Stromriickleitung sei c.

Im Innern der Probe fiir » =< a betrigt das Eigen-Magnetfeld des
Stromes

Hy=—=].r. (3.17)
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Gemdiss Gleichung (2.1) entsteht hier eine Hall-Feldstdrke in radialer
Richtung

E,=RB,J.= ,uRJ:7, (3.18)

wenn wir die relative Permeabilitat der Probe u = 1 setzen, und y, die
Induktionskonstante bedeutet.

Das zugehorige Potential ist unter Voraussetzung eines konstanten
Hall-Koeffizienten

.1 |
V=—  mRIF1P+C. (3.19)

Wir normieren wie iiblich so, dass C = 0.
Fiir die Oberfliche r = a ist das Potential

. 1 5 Iz 9
wobei
I
H(L —_— —2":3—‘1 (3.17 a)

das Eigen-Magnetfeld in der Oberfliche ist. Die Feldstirke wird

(a)
.

E(a) =5 ugRJPa=—2" (3.21)

Im Aussenvaum a = v = ¢ lautet fiir das vorliegende rotationssymme-
trische Problem die Laplacesche Differentialgleichung

az v 1 4V

av = drz._}- v drv

TO'

2

deren allgemeine Losung ist V' = 4 Inr 4 B.
Mit den Randbedingungen V = V(a) fir r =a und V =0 fiir r = ¢
wird das Potential
V="V(@h " / In * (3.22)
und die Feldstarke
. 1 c
E, = V(a) y—/ln c. (3.23)

Nun kénnen wir aus den Flichendivergenzen der dielektrischen Ver-
schiebung D die Oberflichenladungen pro Lingeneinheit bestimmen

fir r = a Zna,wa:(26i+8a/1n-;)802nV(a), (3.24)
ffir = ¢ 2mem, = — &, & 2aV(a)/ln- (3.25)

Im Innern des Zylinders haben wir eine Raumladungsdichte

o=divD=¢;z¢, % ddE’j/T = — &8 * T/;?-)-- = const. (3.26)
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Die gesamte Raumladung pro Lingeneinheit bestimmt sich zu
pma = —g¢gegd4nlV(a). (3.27)

Auf der Probe sitzt also eine Ladunge, ¢y 2 #V (a)/In c/a, der eine gleich
grosse von entgegengesetztem Vorzeichen auf der Riickleitung gegen-
iibersteht. Die Anordnung, Probe samt konzentrischer Riickleitung, stellt
einen Zylinderkondensator dar mit der Kapazitit pro Lingeneinheit

Cll=2me eo/lncla. (3.28)

Die Hall-Spannung V(a) nach Gleichung (3.20) kénnten wir im Prinzip
abgreifen zwischen der Achse der Probe und ihrer Oberfliche, aber auch
zwischen der Probenoberfliche und der Stromriickleitung. Gerade letz-
teres wird fiir unsere Uberlegungen zur Anordnung der Hall-Potential-
sonden wichtig werden.

3.5. Eigen-Hall-Effekt im Hohlzylinder

Fiir einen Hohlzylinder vom Aussenradius @ und Innenradius b ist das
Eigen-Magnetfeld

A e aly (3.29)
-und die Eigen-Hall-Feldstirke
E =R (3.30)

mit der Bedeutung von [, nach Gleichung (3.14). Damit wird die Hall-
Spannung zwischen Innen- und Aussenmantel (vgl. BuscH und JAGGI

1953) b\2 b b
p () 2) me

42 a2 T b\212
A [1_(_)
a

V= —pgR (3.31)

Die weitere Diskussion des Potential- und Feldverlaufs gestaltet sich
wie beim Vollzylinder. Es sei nur noch erwihnt, dass I nach Gleichung
(3.31) bei wachsendem b/a monoton abnimmt ; geht b/a gegen 1, so ndhert
sich die Eigen-Hall-Spannung dem Wert

1 2 1 ,
By = iy B g = ety L (3.32)

also der Hilfte der Spannung nach Gleichung (3.20) im Vollzylinder.
Gleichung (3.32) gilt fiir den Fall, dass der Strom 7 in einer sehr diinnen
Zylinderschale (wie in einem Supraleiter) fliesst.
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3.6. Eigen-Hall-Effekt in der vechteckigen Platte

Die Breite der Platte sei 2a und ihre Dicke 2. Das Eigen-Magnetfeld
berechnen wir nach B1oT-SAVART und erhalten fiir die Komponente

+a)?t (y+0)° (x—a)+ (y—b)*

_Jz (¥ _
Hy =52 |0+ DGy + 0 = D I g
b —-b
+ 2(x + a) { arctg ;% — arctg 1_4-?}
+ 2(x— a) {arctg z—:—z — arctgi—i%}] : (3.33)

H , ergibt sich aus (3.33), indem man x, v, a, b ersetzt durch —y, —x, — b,
— a. Die Eigen-Hall-Spannung zwischen den Punkten (0, 0) und (a, 0)
wird fiir 4 = 1 und R = const

V= —po RJ, [ H,(x,0) dx
0

. Ko 2 4 a2+ b2 b b
= _Z_aER]Z [2 ab ln—a2+—b2— + 2a® (221rctgE - arctg-—a—)
+ b% (arctg %‘3 — 2arctg :) ] . (3.34)

Schliesslich ergibt sich unter der Voraussetzung b << a

In 4 Iz

V=— " MR . (3-32)

4, Anordnung der Potentialsonden

Die in Fig. 1 gezeigten Sondenanordnungen sind fiir Platten wie fiir
Zylinder brauchbar. Bei der Messung des Hall-Effekts mit einem &dusseren
Magnetfeld ist ein Feld B, senkrecht zur Zeichenebene angelegt zu
denken.

4.1. Hall-Effekt. Gleichzeitig mit der Hall-Spannung tritt der primére
ohmsche Spannungsabfall lings der Probe auf. Damit dieser nicht mit-
gemessen wird, sollten zwei Hall-Sonden im Magnetfeld Null auf eine
Aquipotentialfliche zu liegen kommen, was sich praktisch kaum rea-
lisieren ldsst. Eine weit verbreitete Methode bedient sich der drei Sonden
A’, B und C’ in Fig. 1a. Mit einem gegeniiber dem Probenwiderstand
hochohmigen Potentiometer P wird der sogenannte «isoelektrische
Punkt» festgelegt, der sich auf demselben Primédrpotential wie die Sonde
B befindet. Diese Methode geht unseres Wissens auf KOLACEK 1912
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zuriick, der ferner darauf hinweist, dass die Hall-Spannung auf die Hilfte
abnimmt, wenn die Sonden 4’ und C’ aus der Mitte der Probe gegen die
Stromzufithrungen hin verschoben werden.

Im Abschnitt 3.1 haben wir fiir die Platte und im Abschnitt 3.2 fir
den Zylinder gezeigt, dass sich die Sonden A’ und C’ auf dem Hall-
Potential V(a) = — RB, J.a befinden. Aus Symmetriegriinden haben
die Stromzufithrungen das Hall-Potential Null. Wihrend man mit den
Sonden A’ B C’ in Fig. 1a die Hall-Spannung 2 V(a) nach Gleichung
(3.4) bzw. (3.9) misst, erhdlt man mit den Sonden 4 B C sowie A" B C”"
in Fig. 1b nur die Hilfte V(a), jedoch mit dem Vorteil, dass man zwi-
schen den Stromfiihrungen lediglich eine einzige Sonde B benétigt.

_2_{)4

-

2a

a b c d
Fig. 1

Anordnung der Potentialsonden bei Hall-Effektsmessungen

Da das Hall-Potential an den Stromzufithrungen Null ist, wird bei end-
lichem Abstand derselben das Hall-Potential in der Probenmitte kleiner
als das fiir unendlich lange Proben berechnete Potential V(a). Fiir
Platten bleibt die Abweichung unter 1%,, wenn das Verhéltnis Linge:
Breite > 4 ist. Zur Vermeidung von Korrekturen (vgl. die Zusammen-
stellung neuerer Publikationen bei Jan 1957) wird man also die Probe
moglichst lang machen und die benétigten Sonden nahe der Mitte an-
bringen.

4.2. Evgen-Hall-Effekt. Bei einem Kreiszylinder ist der Mantel beziiglich
der Eigen-Hall-Spannung eine Aquipotentialfliche, daher kann mit einer
Sondenanordnung nach Fig. 1a kein Eigen-Hall-Effekt gemessen werden.
ROBERTS 1924 verwendete eine rotationssymmetrische Probe nach Fig.
1d. Die Sonden A4’ und C’ befanden sich auf je einem Zylinder von
so grossem Radius, dass Vy, = V., <€ V. Wir arbeiteten bei unserer
ersten Messung mit einem Hohlzylinder (Fig. 1c), gingen dann aber
dazu iber, die Sonden 4 und C einfach auf der Probe ausserhalb der
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Stromzufithrungen anzubringen (Fig. 1b). Mit den Sonden A" und C”
auf den Stromzufithrungen kénnen sich dann Schwierigkeiten ergeben,
wenn sich der Kontakt Zufithrung-Probe nicht rein ohmisch verhalt.

Bei der Platte konnte die Eigen-Hall-Spannung zwischen dem Mittel-
punkt und dem Rand der Plattenflache abgegriffen werden, doch ist auch
hier eine Anordnung nach Fig. 1b vorzuziehen.

5. Wechselstrom als Primirstrom

5.1. Hall-Effekt. Die Hall-Spannung ist proportional dem Produkt B+ 1,
magnetische Induktion B und Primirstrom / kénnen unabhéngig von-
einander gewihlt werden. Die Verwendung von Gleich- und Wechsel-
feldern in Verbindung mit Gleich- und Wechselstrémen wurde in vielen
Abwandlungen untersucht. Reine Gleichstromverfahren sind wegen
stérender thermoelektrischer Effekte im Nachteil gegeniiber Wechsel-
strommethoden; Wechselfelder wiederum erzeugen in der Probe uner-
wiinschte Wirbelstréme. Wir nehmen fiir unsere Experimente ein Gleich-
feld sowie Wechselstrom mit einer vom Netz abweichenden Frequenz
und streben an, die auftretende Hall-Wechselspannung durch Kompen-
sation zu messen.

5.2. Eigen-Hall-Effekt. Die Eigen-Hall-Spannung ist proportional dem
Quadrat des Primdrstromes und daher unabhingig von der Strom-
richtung. Gleichstrom kommt aus praktischen Griinden nicht in Betracht,
da der ohmsche Spannungsabfall nicht von der Hall-Spannung getrennt
werden kann. Wir sind daher auf die Verwendung von Wechselstrom
angewiesen. Mit

I? = I} cos? wt = I%; (1 + cos 2 wi)

erhalten wir z. B. beim Vollzylinder nach Gleichung (3.20) eine Gleich-
spannung

54
Ieff

4 722

Vo= o R (5.1)
und gleichzeitig eine Wechselspannung von der doppelten Frequenz des
Priméarstromes, deren Effektivwert betrigt

2
= 1 Lo 24
I/eff - ’/é Ko R 4722 (:)2)

}

6. Schaltung zur Messung von Hall-Effekt und Eigen-Hall-Effekt

Fiir den Eigen-Hall-Effekt haben wir die in Fig. 2 gezeigte Schaltung
entwickelt, die sich auch fiir Messungen nach der konventionellen Methode
in einem dusseren Magnetfeld eignet.
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6.7. Aufbau der Schaltung

Der Primidrstrom wird von einem Niederfrequenz-Generator NF
(30 Watt Leistung, Klirrfaktor << 29,) geliefert, der iiber einen Anpas-
sungstransformator an die Probe angeschlossen wird. Zur Einstellung
des isoelektrischen Punktes dient ein Prizisions-Potentiometer P von
50 Q2 Widerstand.

Als Anzeigeinstrumente G verwenden wir einen stdndig angeschlosse-
nen Kathodenstrahl-Oszillographen mit breitbandigem Vorverstirker
(Empfindlichkeit einige uVolt) und wahlweise dazu parallel geschaltet
je einen Galvanometer-Verstiarker fiir Wechsel- und Gleichspannungen.

Fig. 2
Schaltung zur Messung von Hall-Effekt und Eigen-Hall-Effekt

Die volle Spannungsempfindlichkeit des Vibrationsgalvanometer-Ver-
starkers nach Busca 1954 ist besser als 1-10~® Volt/mm-m bel einer
Bandbreite von 0,26 Hz, er ist fest auf 60 Hz abgestimmt. Die lichtelektri-
sche Verstirkung erfolgt mit einem Photomultiplier, beim Gleichstrom-
galvanometer-Verstirker mit einer Silizium-Differentialphotozelle;
Gleichspannungen von 1-10-# Volt sind mit Sicherheit nachweisbar.

Zwischen der Sonde B und der Plus-Klemme der Anzeigeinstrumente
geben wir zur Eichung bzw. Kompensation eine durch die Widerstdnde
W, =10"2Q und W, < 10% Q abgeschwichte Spannung.

Besondere Beachtung haben wir dem Problem der Erdung und der
Einstreuung von Stérspannungen geschenkt. Durch sorgfiltige Verdrah-
tung mit abgeschirmten und verdrillten Leitungen unter Beriicksichti-
gung der Symmetrie der Schaltung gelingt es, die Stérspannungen so
weit herabzusetzen, dass sie selbst bei unseren hochsten Empfindlich-
keiten die Messung nicht beeinflussen.

12
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6.2. Abgleich des isoelektrischen Punktes

6.21. Hall-Effekt. Der Primirstrom wird eingeschaltet und das Poten-
tiometer P so eingestellt, dass das Instrument G keinen Ausschlag zeigt.
Nach Anlegen des dusseren Magnetfeldes wird die auftretende Hall-
Spannung abgelesen bzw. kompensiert. Dies wird wiederholt bei umge-
poltem Magnetfeld, um eventuelle Unsymmetrien auszumitteln.

6.22. Eigen-Hall-Effekt. Messen wir die auftretende Gleichspannung
nach Gleichung (5.1) mit unserem Gleichstromgalvanometer-Verstarker,
so stellen wir den isoelektrischen Punkt mit Hilfe des Kathodenstrahl-
Oszillographen grob und mit dem Vibrationsgalvanometer-Verstirker
fein ein. Auf diese Weise konnen wir das Vorzeichen des Hall-Koeffi-
zienten einfach bestimmen; dessen Betrag erhalten wir genauer.durch
Messung der Wechselspannung nach Gleichung (5.2). Da der Spannungs-
abfall langs der Probe wegen der unvermeidlichen Harmonischen des
Primérstromes exakt kompensiert werden muss, sollten im Prinzip zwel
Instrumente derselben hohen Empfindlichkeit von einigen 10-® Volt zur
Verfiigung stehen. Mit dem ersten Instrument wire bei der Frequenz des
Primidrstromes der isoelektrische Punkt abzugleichen, wihrend das
zweite die Eigen-Hall-Spannung messen wiirde, welche die doppelte
Frequenz des Primirstromes aufweist. Wenn wir aber von dieser Ire-
quenzverdopplung Gebrauch machen, so geniigt ein einziges Instrument.

Unser Vibrationsgalvanometer-Verstirker ist unveranderlich auf die
Frequenz 60 Hz abgestimmt. Zur Einstellung des isoelektrischen Punktes
lassen wir einen Strom von 60 Hz durch die Probe fliessen und bringen
mit Hilfe des Potentiometers P den Galvanometerausschlag auf Null
Erniedrigen wir nun die Frequenz des Primirstromes auf 30 Hz, so zeigt
der Galvanometer-Verstiarker die Eigen-Hall-Spannung von 60 Hz an.

7. Wechselstrom-Kompensationsmethode zur Messung
von Widerstand und Hall-Effekt

7.1. Whiderstandsmessung

BuscH, KERN und WINKLER 1953 haben eine Wechselstrom-Kom-
pensationsmethode zur Messung von Halbleiter-Widerstanden angege-
ben. Den in jener Schaltung zur Phasenumkehr der Kompensations-
spannung dienenden Spannungswandler ersetzen wir durch einen Strom-
wandler der Klasse 0,1. Wie Fig. 3 zeigt, durchfliesst der MeBstrom I den
Widerstand Wy und die Primdrwicklung des Stromwandlers ([ mae:
I punase = 1), dessen Sekundirseite durch einen kalibrierten und mit
Nonius versehenen Manganin-Schleifdraht W, von 1020 Gesamt-
widerstand kurzgeschlossen ist. Mit der am Schleifdraht abgegriffenen
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Spannung Wy I/ii wird die Spannung Wy I am Widerstand kompensiert.
Zeigt das Nullinstrument G den erfolgten Abgleich an, so ist unabhingig
von [

Wy= o Wy . (7.1)

Das Ubersetzungsverhiltnis # lisst sich mit kduflichen Stromwandlern
in weiten Grenzen verindern. Mit unserer Anordnung messen wir Wider-
stinde zwischen 10~% und 0,5 2 mit einer Genauigkeit von einigen /.
Als Anzeigeinstrumente verwenden wir die in Abschnitt 6.1 erwihnten.
Die Kompensation kleiner Phasenverschiebungen erfolgt mit einer Wider-
stand-Kapazitdt-Spannungsteilung an W .

Fig. 3
Wechselstrom-Kompensations-Schaltung
zur Messung von Widerstand und Hall-Effekt

7.2. Messung von Hall-Effekt und magnetischer Widerstandsinderung

Die Schaltung nach Fig. 3 ldsst sich weiter als Kompensationsmethode
zur Messung von Hall-Effekt und magnetischer Widerstandsidnderung
beniitzen. Hier geniigen zwei Sonden, beispielsweise 4 und B.

Wir bezeichnen die entsprechend Gleichung (7.1) ermittelten Able-
sungen mit 4. Ohne Magnetfeld messen wir den ohmschen Widerstand
Ay = W(0) zwischen den beiden Sonden. Legen wir ein transversales
Magnetfeld an die Probe, so erhalten wir die Summe von Widerstand
W(B) und dem Verhidltnis Hall-Spannung V' zu MeBstrom I:

A=W(B) + . (7.2)

Polen wir das Magnetfeld um, so kehrt nur die Hall-Spannung ihr Vor-
zeichen:

A =W(B) ——. (7.3)
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Aus der Differenz von (7.2) und (7.3) erhalten wir die Hall-Spannung:
-['7 —
A—A =2 —+; (7.4)
die Summe liefert die magnetische Widerstandsdnderung:

A+A —-24 _
1 o o(B)—e(0)
24, (0 . \4:3)
Den bei obigen Messungen auftretenden Quotienten Hall-Spannung:
Primirstrom kann man im Anschluss an PERRIER 1958 kurz als «Hall-

Widerstand» bezeichnen.

8. Hinweis auf Fehlerquellen

Die Probe darf keine Inhomogcnititen (Konzentrationsunterschiede,
Einschliisse, Risse usw.) aufweisen. Die Probenform muss mit der nétigen
Genauigkeit hergestellt werden, wobei die Linge moéglichst gross zu
wihlen ist (vgl. Abschnitt 4.1). Beim Hall-Effekt haben die Sonden
zwischen den Stromzufithrungen in einer Ebene senkrecht zum Magnet-
feld zu liegen, das homogen iiber die ganze Probe sein muss. Wegen pon-
deromotorischer Krifte sind Probe und Zuleitungen starr zu befestigen.
Auch wenn Wechselstrom als Primérstrom verwendet wird und damit
thermoelektrische Effekte weitgehend eliminiert werden, so empfiehlt
es sich, die Belastung unter 10-2 Watt zu halten und mit Temperatur-
bddern zu arbeiten. Auf induktiv und kapazitiv eingestreute Stérspan-
nungen ist zu achten. Eine hohe Symmetrisierung der Schaltung ist von
grossem Nutzen.

Das Magnetfeld der Erde ist beim Hall-Effekt meist viel zu klein, um
als Storung in Betracht zu kommen, andernfalls wird sein Einfluss beim
Umpolen des angelegten Feldes ausgeschaltet. Beim Eigen-Hall-Effekt
ruft das Erdfeld Spannungen mit der Frequenz w des Priméirstromes
hervor, die beim Abgleich des isoelektrischen Punktes wegkompensiert
werden, dessen Bedeutung in Abschnitt 6.2 betont wurde.

Beim Eigen-Hall-Effekt stellen insbesondere Magnetfelder der Strom-
zufithrungen, Erwdrmung der Probe und nicht-ohmsche Kontakte die
gefiahrlichsten Fehlerquellen dar; wir verweisen auf die ausfiihrliche Dis-
kussion bei Busch und Jacacr 1953.

Eine Kontrolle der Kontakte gelingt einfach mit Hilfe des Kathoden-
strahl-Oszillographen, dessen y-Platten wir stindig parallel zu unseren
Galvanometern geschaltet haben. Geben wir auf die x-Platten die Primér-
spannung, so erhalten wir als Lissajous-Figur eine Art Parabel 3. Ordnung
oder gar typische Gleichrichterkennlinien, wenn die Kontakte kein li-
neares Verhalten zeigen. Mit den Vibrationsgalvanometern beobachten
wir dann grosse Spannungen mit der Frequenz 3 w.
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9. Experimente

Aufbauend auf den bisherigen Uberlegungen haben wir mit den in
Abschnitt 6 und 7 erlduterten Schaltungen Experimente durchgefiihrt

mit dem Ziel, Hall-Effekt und Eigen-Hall-Effekt an derselben Probe und
Sondenanordnung zu vergleichen.

9.1. Zylinderformige InSb-Probe

Wir teilen Resultate mit, die wir an einem zylindrischen p-Typ-InSb-
Einkristall von 45 mm Lidnge und (4,89 -+ 0,01) mm Durchmesser ge-
wonnen haben (Achse || [111]).

Der Kristall war aus einer Schmelze von zonengereinigtem InSb ge-
zogen. Nach dem Rundschleifen war er zum Homogenisieren 4 Wochen
bei 475°C im Vakuum getempert und abschliessend in Eiswasser ab-
geschreckt worden. Der in verdiinntem Konigswasser gedtzte Kristall

20
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Fig. 4

Verhiltnis Hall-Spannung V zu Primdrstrom I als Funktion der magnetischen
Induktion B fiir einen p-Typ-InSb-Einkristall bei T = 290° K

a0 1S o

wurde in die Kupfer-Stromzufithrungen unseres symmetrisch gebauten
Probenhalters mit Indium eingelétet. Die Stromzufithrungen waren kon-
zentrisch ausgebildet, so dass keine stérenden Magnetfelder auftreten
konnten. Die Spannungssonden aus Kupfer wurden mit Indium punkt-
féormig angelotet; sie waren symmetrisch zur Probenmitte angebracht,
wobel Induktionsfldichen moglichst klein gehalten wurden.

Der Probenhalter war starr in einem mit destilliertem Wasser gefiillten

Dewargefiss befestigt, das in einem Solenoid Platz fand, dessen Feld im
Bereich der Probe besser als 19/, homogen war. Bei unserer Messtempe-
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ratur 7 = (290,0 & 0,5)°K betrug der spezifische Widerstand p(0) =
(247 + 1)-10-6 Qm.

9.11. Hall-Effekt. Fig. 4 zeigt die Messung des Hall-Effekts. Die Mess-
punkte, die durch leere Kreise dargestellt sind, erhielten wir mit der
Schaltung nach Fig. 2 als Mittel von mehreren Spannungsmessungen bei
Umpolen des jeweiligen Magnetfeldes. Wir tragen die Quotienten Hall-
Spannung V: Primdrstrom [ auf; diese vergleichen wir mit den «Hall-
Widerstinden» V71, die sich gemiss Gleichung (7.4) mit der Kompen-
sationsschaltung nach Fig. 3 direkt ergeben (schwarz ausgefiillte Mess-
punkte).

Die iiber der magnetischen Induktion B aufgetragenen Messwerte
liegen innerhalb der Fehlergrenzen auf Geraden; der Hall-Koeffizient R
ist also in diesem Fall fiir B < 0,1 Vs/m? (1 Vs/m? .~ 10* Gauss) von B
unabhingig, ebenso vom Primérstrom zwischen 5 und 150 mA. Die obere
Gerade haben wir mit den Sondensystemen A’ B C’ (vgl. Fig. 3a) bzw.
A" B bestimmt (die kleine systematische Abweichung der schwarzen
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Fig. 5

Magnetische Widerstandsanderung [o (B)—p (0)]/o (0) als Funktion von B? fiir
einen p-Typ-InSb-Einkristall bei T = 290° K

Messpunkte rithrt von einer Temperaturschwankung her). Die untere
Gerade wurde mit den Sonden 4 B C (vgl. Fig. 1b und 2) bzw. 4 B (vgl.
Fig. 3) gemessen. Wir sehen, dass unsere beiden Schaltungen {iberein-
stimmende Resultate liefern, und dass die Hall-Spannung 2 V (a, 0) nach
Gleichung (3.9) auf die Hilfte abnimmt, wenn die Sonden A’ und C’auf
das Hall-Potential Null gebracht werden. Der Hall-Koeffizient wird

mit den Sonden A'B C’ R=— (791 4+ 9)-10-¢ m3/As,
mit den Sonden 4 B C und 4B R = — (798 4 17)-10-% m?/As.
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9.12. Magnetische Widerstandsanderung. In Fig. 5 ist die mit unserer
Wechselstrom-Kompensationsschaltung nach Gleichung (7.5) mit den
Sonden 4'B und A'C’ gemessene magnetische Widerstandsianderung als
Funktion von B? aufgetragen. Fiir B < 0,1 Vs/m?2 ist in guter Ndherung
ein quadratisches Gesetz erfiillt

e(B)—e(0) 5

Tewm AP
wir erhalten fiir die Konstante 4 = 2,0 (m2?/Vs)? in grossenordnungs-
missiger Ubereinstimmung mit Beweglichkeitswerten.

9.13. Eigen-Hall-Effekt. In Fig. 6 ist die in der Schaltung nach Fig. 2
mit den Sonden 4 B C gemessene Eigen-Hall-Spannung V4 als Funktion’
von IZ% autgetragen. Durch die Messpunkte kann eine Gerade gelegt
werden, damit ist die quadratische Abhidngigkeit der Eigen-Hall-Span-
nung vom Primérstrom gemdss Gleichung (3.20) bzw. (5.2) erfiillt. Das
Vorzeichen des Effekts wurde mit dem Gleichstromgalvanometer-
Verstiarker bestimmt. Die Auswertung ergibt einen Hall-Koeffizienten

R = — (768 - 31) - 10-6 m?/As,

i/ 1

A% //“
25 ‘

0 2 4, &  gUFW
L
Fig. 6
FEigen-Hall-Spannung V_; als Funktion von IEH fiir einen p-Typ-InSh-
Einkristall bei T = 290° K

innerhalb der Fehlergrenzen finden wir Ubereinstimmung mit den Mes-
sungen in einem &dusseren Magnetfeld. Dabei méchten wir darauf hin-
weisen, dass die Eigen-Hall-Spannungen von max. einigen 10-7 Volt mit
magnetischen Induktionen B < 0,25-10~* Vs/m2, also in der Grosse des
Erdfeldes, erzeugt wurden. Im Vergleich hierzu waren beim Hall-Effekt
die Felder und damit die Hall-Spannungen um mehr als 3 Gréssenord-
- nungen héher.
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9.14. Kompensation des Hall-Effekts mut dem Eigen-Hall-Effekt

Einen weiteren Beweis, dass Hall-Effekt und Eigen-Hall-Effekt dqui-
valent sind, kénnen wir in einem einzigen Experiment fithren. Die an den
Sonden A B C auftretende Hall-Spannung 1/(a, 0) nach Gleichung (3.9)
wird durch die Eigen-Hall-Spannung V(a) nach Gleichung (3.20) kom-
pensiert, wenn das dussere Magnetfeld H, = — [[4Ama= — H,|2 ist,
Wir fanden dies bei einem Versuch bestitigt, bei dem das Magnetfeld H ,
in einer Helmholtz-Spule durch den Primérstrom von 30 Hz erzeugt
wurde.

9.2. Eigen-Hall-Iffekt in einer Kupferplatte

Wir kénnen den Eigen-Hall-Effekt auch in Metallen mit kleinen Hall-
Koeffizienten nachweisen; als Beispiel erwdhnen wir Kupfer. Die Probe
samt Sonden A B C war aus einer Folie (Cu technisch rein, Dicke 26 =
2,25-107% m, Breite 2a = 2,3-10-3 m, Entfernung der Stromzufiithrun-
gen [ = 2-1072 m) geschnitten. Zu diesem Versuch stand nur der Gleich-
stromgalvanometer-Verstirker zur Verfiigung. Um messbare Ausschlige
zu erhalten, mussten wir die Probe ungewohnlich hoch belasten. Deshalb
leiteten wir die Joulesche Wirme mit einem Bad von He II ab. Bei
T = 2,0°K bestimmten wir fiir I = 50 A eine Gleichspannung V =
+ (3,4 £+ 0,5)-10% Volt und damit nach Gleichung (3.35) einen Hall-
Koeffizienten R = — (0,51 + 0,08)-10- m3/As, der sich innerhalb der
Fehlergrenzen mit den Angaben anderer Autoren deckt.

10. Folgerungen

Im voranstehenden haben wir gezeigt, dass sich die angegebenen
Probenformen, Sondenanordnungen und Schaltungen zur Messung des
Hall-Effektes eignen.

Der Eigen-Hall-Effekt ldsst sich fiir quantitative Untersuchungen mit
dem Vorteil verwenden, dass man ohne ein dusseres Magnetfeld aus-
kommt. Die Einschrinkung, dass die Belastung der Probe durch den
Primérstrom niedrig zu halten ist, bringt keine Nachteile, wenn man
darauf angewiesen ist, mit kleinen Magnetfeldern zu arbeiten, wie z. B.
bei Abhidngigkeit des Hall-Effekts von der magnetischen Induktion und
der Bestimmung des Hall-Koeffizienten R;_, (BuscH, Jacer und KERN
1955; Jacer 1957). Von Bedeutung ist der Eigen-Hall-Effekt fiir das
Problem des Hall-Effekts in Supraleitern.
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II. Der Hall-Effekt in Supraleitern

11. Historische Entwicklung

Seit der Entdeckung der Supraleitung wurde immer wieder die Frage
aufgeworfen, ob unterhalb der kritischen Temperatur der Hall-Effekt
auftritt, oder ob er wie der elektrische Widerstand und die thermo-
elektrischen Effekte sprunghaft gegen Null geht.

Die ersten Versuche, den Hall-Effekt in Supraleitern nachzuweisen,
wurden von KAMERLINGH ONNES und Hor 1914 ausgefithrt. Sie ar-
beiteten mit einer Gleichstrommethode an runden Platten (ca. 10 mm &)
aus Zinn und Blei in einem transversalen Magnetfeld. Bei 2,8 und 4,2°K
konnte in einem Feld von 0,03 Vs/m? bei einer Empfindlichkeit von
5-10-% V an beiden Substanzen keine Hall-Spannung beobachtet werden.
Fir supraleitendes Blei wird als obere Grenze des Hall-Koeffizienten
Rg < 6:1072 m3/As angegeben. In iiberkritischen Feldern von 0,5 und
1,13 Vs/m?® war ein Hall-Effekt messbar. ONNES und Hor erkldren:
«Solange das Feld so klein ist, dass das Metall supraleitend bleibt, ver-
schwindet der Hall-Effekt gleich wie der gewthnliche Widerstand.»

Nun war zu jener Zeit noch nicht bekannt, dass ein Transversalfeld
der Grossenordnung 0,01 Vs/m? gentigt, um das Hall-Pliattchen in den
Zwischenzustand zu bringen. Daher erlauben diese Untersuchungen keine
sicheren Schliisse auf den rein supraleitenden Zustand.

LoreENTZ dusserte 1924 die Ansicht, dass in Supraleitern ebenso wie in
Normalleitern ein elektrisches Feld der Lorentz-Kraft das Gleichgewicht
hilt.

Wir formulieren diese Aussage fiir den Fall freier Elektronen:

E--vxB= "_BxJ=RBxJ. (11.1)
E = Elektrisches Feld, B — Magnetische Induktion,
J = Stromdichte, n = Elektronenkonzentration,
U = Driftgeschwindigkeit, e=—1,60:-10"1% Ag,

R = 1/ne = Hall-Koeffizient.

Demnach bestiinde auch in Supraleitern trotz der hohen Leitfihigkeit ein
Hall-Feld senkrecht zur Stromdichte.

Harr, der Entdecker des nach ihm benannten Effekts, hidlt 1933 in
einer Diskussion der Messungen von ONNES und Hor das Auftreten eines
Hall-Effekts in Supraleitern durchaus fiir moglich.

Auch bei Beachtung des Meissner-Effekts und Zugrundelegung der
London-von-Laue-Theorie finden wir innerhalb einer Schicht von der
Dicke der Eindringtiefe sowohl Strom als auch Magnetfeld und damit
Voraussetzungen fiir den Hall-Effekt.



186 | R. Jaggi und R. Sommerhalder H.P A

Lonpon 1950, S. 70, bemerkt demgegeniiber, dass die Lorentz-Kraft
durch die Londonschen Spannungen kompensiert wird; seine Theorie
verbietet jedes elektrostatische Feld im Supraleiter. Darauf werden wir
am Schluss bei der Diskussion der Theorie von Bopp 1937 zuriick-
kommen, der die Londonschen Gleichungen aus dem Modell einer rei-
bungsfreien Elektronenfliussigkeit entwickelt und dabei ein elektrisches
Feld im stationdren Zustand ableitet. Cook 1940 zeigt, dass ein Varia-
tionsprinzip die Londonschen Gleichungen liefert, wobei sich zusitzlich
dasselbe stationidre Potential wie bei Bopp ergibt, das auch GINSBURG
1951 beibehilt.

PipPARD (s. SHOENBERG 1952, S. 49) fiihrt folgendes Argument an:
Beim Anlegen eines homogenen Magnetfeldes an eine supraleitende
Kugel treten die Londonschen Abschirmstréme auf. Gibt es eine Hall-
Spannung, so ist sie proportional zum Quadrat des Feldes (s. Gl. 12.4);
ihr Betrag ist am gréssten am Aquator und Null am Pol. Verbindet man
diese Gebiete tuber einen ohmschen Widerstand, so konnte ein Strom
fliessen und dadurch dem statischen Magnetfeld ununterbrochen Energie
entzogen werden. Dies ist unvereinbar mit dem Energiesatz, und man
muss ein derart feldabhingiges Kontaktpotential annehmen, dass die
Hall-Spannung exakt kompensiert wird.

Lewis 1953 machte Experimente an einem verlingerten Sphéroid
aus duktilem, polykristallinem Vanadium von 99,7%, Reinheit in longi-
tudinalen Wechselfeldern von 80 bis 800 Hz bei Temperaturen von 1,5
bis 4,2°K. Zwischen Pol und Aquator war in unterkritischen Feldern bei
einer Empfindlichkeit <C 108 V keine Hall-Spannung nachweisbar; fiir
supraleitendes Vanadium wird als obere Grenze des Hall-Koeffizienten
Rg < 15-10712m?/As festgelegt. In einer weiteren Arbeit befasst sich
Lewis 1955 mit den bisher gegen den Hall-Effekt in Supraleitern an-
gefithrten Argumenten, von denen er keines iiberzeugend findet. U. a.
macht er die Bemerkung, dass beim Auftreten eines Hall-Stromes in
einem Aussenwiderstand das angelegte Magnetfeld vollstindig in den
Supraleiter eindringt; demnach wire der Meissner-Effekt metastabil,
jedoch mit einer Lebensdauer von ca. 1014 sec. Er vertritt ferner die
Meinung, dass bei einem Zwei-Fluida-Modell die normalleitenden Elek-
tronen den Hall-Effekt nicht zum Verschwinden bringen.

BArRDEEN 1956, S. 290 erwdhnt, dass in einem einfach zusammen-
hiangenden Supraleiter kein Hall-Feld auftritt, wenn die diamagnetische
Niherung LoNDoONs als richtig vorausgesetzt wird. Da in einem statischen
Magnetfeld die Verteilung der diamagnetischen Abschirmstréme ein-
deutig ist, so kénnen sie nicht unter Energieabgabe an einen dusseren
Kreis absterben. Dieses Argument gilt nicht fiir den metastabilen Strom
in einem Ring ohne Fremdfeld.
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12. Eigene Experimente

Bei der geschilderten Situation schien es uns moglich, einen experimen-
tellen Beitrag zu leisten. Dank des hochempfindlichen Vibrationsgalvano-
meter-Verstirkers nach BuscH 1954 sind wir in der Lage, mit einer um
ca. eine Zehnerpotenz gesteigerten Empfindlichkeit noch Spannungen
von 1-10~? V nachzuweisen.

Der Hall-Effekt infolge Abschirmstrémen ist dem PipPARD-Argument
ausgesetzt. Dieses macht keine zwingende Aussage bei der Erzeugung
des Hall-Effekts mit Hilfe von Leitungsstrémen; die gebrauchliche An-
ordnung von Platten in einem Transversalfeld scheidet wegen der Gefahr
des Zwischenzustandes aus.

Fiir das vorliegende Problem ist aber der ohne ein dusseres Magnetfeld
durch das Eigen-Magnetfeld des Primidrstromes entstehende Eigen-Hall-
Effekt besonders geeignet. In Zylindern ist die Strom- und Feldverteilung
wohldefiniert und von hoher Symmetrie. Die Eigen-Magnetfelder kénnen
im Supraleiter ohne Schwierigkeiten bis zu den kritischen Feldstirken
gesteigert werden ; ein unkontrolliert einsetzender Zwischenzustand kann
mit Sicherheit vermieden werden. Tritt eine Hall-Spannung und ihr
zufolge ein Hall-Strom in einem #dusseren Widerstand auf, so wird die
Leistung von der Primdrstromquelle nachgeliefert. Im Prinzip koénnte
eine Batterie durch einen supraleitenden Kurzschluss und damit der
Leitungsstrom durch den Dauerstrom in dem so entstandenen Ring er-
setzt werden; doch ist der Dauerstrom als metastabil anzusehen.

12.7. Abschitzung der zu erwartenden Hall-Spannungen

Wir setzen voraus, dass im Supraleiter unter stationdren Bedingungen
ein Hall-Feld nach Gleichung (11.1) vorhanden ist. Sowohl fiir Abschirm-
wie fiir Leitungsstrome gilt die Maxwellsche Gleichung

rot H=J. (12.1)
Es ist
H x rot H— grad H® — (Hgrad) H; (12.2)

fur dicke Supraleiter fallt das letzte Glied weg. Mit der Permeabilitat
© =1 wird das Hall-Feld

E-——%‘uoRS grad H?. (12.3)

Die Hall-Spannung zwischen zwei Punkten, an denen das Magnetfeld
seine Extremwerte H, bzw. Null besitzt, ergibt sich unabhingig von der
gewidhlten Versuchsanordnung zu

1 o
Vs=—— uo Ry H?. (12.4)
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Dasselbe Resultat haben wir mit Gleichung (3.32) beim Eigen-Hall-Effekt
im Hohlzylinder durch den Grenziibergang zur Zylinderschale erhalten.
Mit einem Wechselfeld H,(¢f) = H, coswt erwarten wir eine Gleichspan-
nung V¢/2 und eine Wechselspannung der doppelten Frequenz 2 @ vom
Effektivwert

5 1 > 1

1 5 3
Vo= — Fom= o e g B =2 i R B2, 12.5
eff 2 l/z S 4 V2 MO S*Sa 4 VZ 1o S ( )

Den Hall-Koeffizienten Rg schitzen wir mit der Eindringtiefe A4 ab.
Die Supraleitkonstante /1 ist einerseits phdnomenologisch nach LoNpoN

A=py a2, (12.6)

anderseits nach modellmidssigen Beschleunigungstheorien von BECKER,
HeLLER und SAUTER 1933 sowie Bopp 1937

m

A —

¥ 5 m = Elektronenmasse (12.7)
’MS €

Mit Gleichung (12.6) und (12.7) erhidlt man die Konzentration der supra-
leitenden Elektronen im Giorgi-System

m 28,3-1012
Mg = e (12.8)
und fiir den Hall-Koeffizienten
Bt Pk post 1088, (12.9)
nge m )

Nun sind Eindringtiefe und kritisches Magnetfeld stark temperatur-
abhiingig. Ubernehmen wir fiir unsere Abschitzung

A T \2

;_(T)z e=] — (;;-)4 und Hf‘? =1 — (TC—) s (]2]0)

so bekommen wir als kritische Hall-Spannung 1/(7), die im supraleiten-
den Zustand nicht tiberschritten werden kann

Iy | (N ) I

So ¢ c

V(T) ist Null bei der kritischen Temperatur 7', und erreicht bei 7" = 0
seinen grossten Wert Vs ; wir miissen also bei moglichst tiefen Tempera-
turen experimentieren.
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In Tabelle 1 haben wir von einigen Supraleitern die Zahlenwerte fiir
T = 0 zusammengestellt. B, und 4, entnahmen wir aus SHOENBERG
1952, S. 226 und 188. Die mit Gleichung (12.8) berechnete Zahl der supra-
leitenden Elektronen pro Atom ist immer <C 1. Die nach Gleichung (12.9)
abgeschitzten Hall-Koeffizienten nehmen relativ hohe Werte an, die

Tabelle 1
Erwartete Zahlenwerte fiir T = 0
Kriti- Ein- Supra- ' Elektro- | Elek- | Hall- | Hall- | Hall-
sches dring- leit- nen- tronen; Koeffi- | Span-| Feld-
Supra- Magnet- | tiefe konst. konz. pro zient nung | stirke
leiter | fe1d Atom

B, Ay Ay N ngfn, R Vs E,

10-4 Y2 1108 m [ 10-20 V™| 1028 m-3 fp-18 I8 gn ) X

m? A As m
Pb 805 3,9 1,91 1,86 0,55 — 336 867 | —44,5
Hg 413 4,1 2,11 1,68 0,38 — 372 253 | -12,3
Sn 305 5,2 3,39 185 0,28 — 596 221 |- 8,5
In 269 6,4 5,15 0,69 0,18 — 907 261 | — 8,2

zugehorigen Hall-Spannungen wiren von feststellbarer.Grosse. In der
letzten Reihe steht die Hall-Feldstirke an der Oberfliche des Supra-
leiters
2V
E,=——"%, (12.12)
Ao
Auffallend ist der systematische Gang in ‘allen Spalten ausgenommen bei
der Hall-Spannung.

12.2. Hall-Effekt mit Abschirmstromen

Als Fortsetzung einer Untersuchung des Hall-Effekts mit induzierten
Stromen in normalleitenden Kreisscheiben (BuscH, JacGl und BRAUN-
SCHWEIG 1953) fithrten wir einige Experimente iiber den Hall-Effekt mit
Abschirmstrémen aus. In beiden Fillen miissen wir lediglich ein Magnet-
feld an die Probe anlegen, ohne einen Primirstrom zuzufithren. Daher
sind die Versuche einfach, sie dienten der Verbesserung unserer Appara-
turen, insbesondere zum Senken des Sttrpegels unter 1-10-2 V.

Das Magnetfeld erzeugten wir mit einer kurzen Zylinderspule, die sich
ausserhalb des Helium-Dewargefisses befand. (Spulen im Heliumbad
konnen thermische Effekte verursachen.)

Wir verwendeten polykristallines, spektroskopisch reines Blei und
Zinn, Die Blei-Probe hatte die Form eines Rotationsellipsoids (5 mm &,
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15 mm lang); eine Potentialsonde war am Aquator angebracht, eine
zwelte war bis zum Mittelpunkt durch eine enge Bohrung in der langen
Achse gefiithrt, die in der Spulenachse lag. Dieselbe Stellung im Magnet-
feld hatte die zylinderférmige Zinn-Probe (2 mm &, 200 mm lang, ab-
gerundete Enden) ; ein Kontakt befand sich 50 mm ausserhalb der Proben-
mitte am Ort des maximalen Magnetfeldes, der zweite am entfernteren
Probenende, wo das Feld praktisch auf Null abgenommen hat.

Die Leitungen wurden mit kleinstmoglicher Induktionsfliche zum
Buscu-Vibrationsgalvanometer-Verstirker verlegt. Bei dessen fester
Resonanzfrequenz von 60 Hz erzeugten wir ein Wechselfeld an der supra-
leitenden Probe und kompensierten die restliche Induktionsspannung
mit Hilfe eines Variometers auf wenige 10~°V, so dass die vom Klirr
(total << 29,) des Generators herrithrenden Oberschwingungen die wei-
teren Messungen nicht beeinflussen. Beim Ubergang zur Feldfrequenz
30 Hz sollte unser Messinstrument die gesuchte Hall-Spannung anzeigen.
Weiter haben wir das Magnetfeld noch mit @ = 20 bzw. 15 Hz erregt, um
die Harmonischen mit 3 w bzw. 4 » aufzunehmen. In Fig. 7 ist eine
Messung an dem Zinnzylinder dargestellt. Erst beim Erreichen der kri-
tischen Feldstirke beobachteten wir ein sprunghaftes Einsetzen von
Spannungen, die durch die Phasenumwandlung bedingt sind.

Mit den beschriebenen Anordnungen wurden unter isothermen Be-
dingungen im supraleitenden Zustand bis herab zu 2°K weder bei der
Blei- noch bel der Zinn-Probe Hall-Spannungen iiber 10-° V angezeigt.
Gemaiss Gleichung (12.5) konnen wir eine experimentelle obere Grenze
des Hall-Koeffizienten definieren. Diese wird mit max. Feldern B, =
750-10-* Vs/m? bzw. 210-10~% Vs/m? fiir Pb R's << 2:10-12m3/As bzw.
fiir Sn R << 16-10-12 m3/As.

12.3. Eigen-Hall-Effekt mat Lettungsstromen

Der Eigen-Hall-Effekt erfordert grossere Sorgfalt in messtechnischer
Hinsicht, insbesondere weil wir der Probe im Heliumbad einen Strom
zufithren miissen. Doch erhalten wir einwandfreie Resultate, wenn wir
den Strom durch kleine Probenradien niedrig halten, auf gute elektrische
und thermische Kontakte achten, hohe Symmetrie von Probe und Schal-
tung anstreben sowie Storfelder vermeiden.

Wir haben eine Probenform nach Fig. 1d gewdhlt, um sicher zu sein,
dass die Zerstérung der Supraleitung nicht an den Stromzufithrungen
beginnt. Nach Vorversuchen mit Zinn arbeiteten wir mit Quecksilber 1n
einer rotationssymmetrischen Form aus Plexiglas. Eine enge axiale Boh-
rung (0,44 mm @, 10 mm lang) ging nach beiden Seiten in zwei weite
Hohlrdume (4 mm @, 8 mm lang) iiber. Deren Stirnseiten waren durch
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(40 mm) lange abnehmbare Messingzylinder verschlossen, die zusammen
mit einem koaxialen Hohlzylinder (28 mm ¢/ ) der Hin- und Riickleitung
des Stromes dienten. Die Sonden A’, B und C’ (sowie zwel weitere Son-
den zur Widerstandsmessung in 3,5 mm Entfernung von B) wurden durch
Kupferstifte (0,9 mm @) gebildet, die senkrecht zur Probenachse ein-
gesetzt und gemeinsam mit dem Plexiglas ausgebohrt worden waren.
A und C befanden sich ausserhalb der Probe auf den Stromzufithrungen.

Nach dem Amalgamieren der Kontakte fiillten wir mehrfach destillier-
tes Quecksilber in die Form und ermittelten mit Hilfe der Kompensa-
tionsschaltung nach Fig. 3 aus dem Zimmertemperatur-Widerstand und
einem spezifischen Widerstand gg5.c = 0,959-10-% £2m den Proben-
querschnitt. Innerhalb 15 min wurde das Quecksilber unter seinen Er-
starrungspunkt abgekiihlt und dabei das Widerstandsverhalten verfolgt.

4 -“ . 40 |
Y 4o || | Y |
iy
30 } 30
dw E
} |
L2 -~ 120
S &
18 16
- S (.
HBer— é_A_ LT 112 ;.4(: -
g o, 2w 0
a—-——ﬁ
_ Fig. 7 :
Spannung V.4 an einem Zinn-Zy-  Spannung V. als Funktion des
linder in einem inhomogenen  Stromes [ ; fiir polykristallines

Wechselfeld vom Scheitelwert B,
bei T = 2,00°K

Quecksilber im normal- und supra-
leitenden Zustand

Mit dem auf 0°C extrapolierten Widerstand des festen Quecksilbers ergab
sich fiir verschiedene Proben in engen Grenzen derselbe Restwiderstand
W 4 1726/ Wazs,00x = (1,50 = 1,75)-10-3.

In Fig. 8 ist eine Messung des Eigen-Hall-Effektes mit der Schaltung
nach Fig. 2 im normalleitenden Zustand bei 4,17° K wiedergegeben. Wie
gewohnt ist die Hall-Spannung proportional IZ;. Wir erhalten mit den
Sondensystemen A’ BC’ und A BC den Hall-Koeffizienten R =
— 2,0-1071 m3/As. Ein Effekt vergleichbarer Grosse wire nach Tab. 1
auch 1m supraleitenden Zustand zu erwarten. Fir T = 3,39°K ist das
Verhalten gezeigt, wie es unterhalb des Sprungpunktes typisch ist. Wir
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beobachteten keine Spannungen der doppelten Frequenz 2 o des Primir-
stromes, solange I << 8 4 blieb; dariiber traten solche Spannungen
auf, wobel der isoelektrische Punkt noch abgeglichen werden konnte.
Nach Durchlaufen eines Maximums wurden die Galvanometer durch
einige 107V iibersteuert; der Scheitelwert des Stromes hat hier den
kritischen Wert I, erreicht, der durch die Silsbee-Hypothese gefordert
wird.

Bei I = 8 A setzten aber auch Spannungen der Frequenzen 3 w und
4 » dhnlich wie in TFig. 7 ein. Ergdnzende Gleich- und Wechselstrom-
messungen zeigten, dass sie von einem nichtlinearen Spannungsabfall
lings der Probe begleitet sind, der max. 3%y, des normalen bei 4,17°K
betrug, ehe er bei 10 A steil anstieg. Bei 8 4 beginnt also bereits die
Phasenumwandlung; die auftretenden Effekte sind fiir den Zwischen-
zustand von Interesse.

Im rein supraleitenden, isothermen Zustand bei 2,00° K konnten mit
Gleichstrom an den Sonden 4’, B und C’ keine Spannungen iiber 1-10-3V
festgestellt werden; mit Wechselstromen [.; < 17 A waren an den
Sondensystemen 4" BC’ und 4 B C die Spannungen der doppelten
Frequenz V<< 1-10° V. Bei einem Eigen-Magnetfeld B, < 220-10-*
Vs/m? ergibt sich nach Gleichung (12.5) eine experimentelle obere Grenze
des Hall-Koeffizienten fiir Hg Ry << 15-10-12 m3/As.

Tabelle 2
Messungen des Hall-Effekts in Supraleitern

Max. :fr‘;‘; Hall-
5 = M t- | Koeffi- .
Supra Temp.| Magne empfind- oot Messmethode Literatur
leiter feld . ) zient
lichkeit
T B, av R
°K |10~ | 10-0v |10-12 2
Pb 2,8 u. ko.nvenuonell O~NNES und
4.2 300 50 <7 6 | mit Strom und Hor 1914
Magnetfeld
v o[ 137 ca 1000 | ca10 | <1 | TEEAbsehirmo 053
4,2 stromen
2,0 )
Pb 42 750 1 < 2 mit Abschirm-
- diese Arbeit
Sn | 2,0 210 1 <16 strémen
2,0~ , _ | Eigen-Hall- , ,
Hg 41 220 1 <15 E ffekt diese Arbeit
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Die Resultate der Messungen des Hall-Effekts in Supraleitern sind in
Tabelle 2 zusammengestellt. Beim Vergleich mit Tabelle 1 erkennt man,
dass die abgeschitzten Koeffizienten um 1 bis 2 Grossenordnungen
unterschritten wurden.

Dauerstromversuche zum Nachweis des Hall-Effekts wurden nicht
ausgefiihrt; sie lassen wohl nur eine weitere Tieferlegung der Messgrenze
erwarten.

13. Diskussion

Als Grundlage unserer Diskussion nehmen wir die Theorie von Bopp
1937, die im Supraleiter im stationdren Fall ein elektrisches Feld voraus-
sagt. Ausfiithrliche Erwdhnung findet diese Theorie bei LoNDON 1950
und LEwIs 1955; wir beschrianken uns hier auf das fiir den Hall-Effekt
wesentliche.

Borpp behandelt die supraleitenden Elektronen als reibungsfreie Fliis-
sigkeit, fiir deren Bewegungsgleichung er ansetzt

mng (g;’ + (v grad) v) =nse (E+0xB). (13.1)
Unter Verwendung von J = nev, Gleichung (12.2) und (12.7) erhalt man

49, 4 _J

Bezeichnet man die eckige Klammer mit W und bildet auf beiden Seiten
von Gleichung (13.2) die Rotation, so wird

w _ rot (J X W) ) : (13.3)

Ist W= 0 zur Zeit =0, so ist auch 0 W/d¢ = 0 und W bleibt Null fiir
alle Zeiten. Da sich der Meissner-Effekt unabhingig von den Anfangs-
bedingungen einstellt, muss man setzen

W=B-+ArotJ=0. : (13.4)

Dies 1st die 1. Londonsche Gleichung. Dann gilt aber weiter
0 A
E=4°%T 4 o Grad S = E, 4 Ey, (13.5)

13
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was der 2. Londonschen Gleichung E = E; mit einem zusitzlichen Feld
E; entspricht.

Wenn wir diese Ableitung verfolgen, so sehen wir, dass die mit /A ver-
kniipften Terme von der Beschleunigung in Gleichung (13.1) herriihren.
Mit Gleichung (13.4) bedeutet die rechte Seite von Gleichung (13.2), dass
die Lorentz-Kraft durch eine Trigheitskraft kompensiert wird — ganz
1m Sinne von LoNDON —, was einen Hall-Effekt im iiblichen Sinne aus-
schliessen wiirde. Doch zeigt die linke Seite von Gleichung (13.2), dass
noch ein elektrisches Ield analogen Trigheitskriften das Gleichgewicht
hilt, das im stationdren Fall fiir dicke Supraleiter genau gleich dem
Hall-Feld nach Gleichung (12.3) ist

A
21@53

E,= A;féu grad v¥= grad J? = 25; grad H?. (13.6)

Wie wir in Tabelle 1 zeigen, kann dieses Feld hohe Werte erreichen. Das
Londonsche Feld E; in der Oberfliche wird von gleicher Grésse erst bei
der Zyklotronfrequenz @ = e/m- B, die sich fiir Zinn mit dem kritischen
Feld bei T = O berechnet zu @ = 5,36-10” sec~!. Bei solchen Frequenzen
macht sich dann auch das Ohmsche Feld bemerkbar.

Borp zeigt weiter, dass seine Theorie im Gegensatz zur Londonschen
relativistisch invariant ist, was eine starke Stiitze fiir das Feld E; dar-
stellt. LoNpon 1950 (vgl. 1938) hilt es fiir méglich, dass die Theorie,
die durch Ej nichtlinear wird, eine konsequentere Elektrodynamik des
Supraleiters darstellen koénnte. Doch erklirt Borp, dass das Feld E,
nicht im Aussenraum beobachtbar ist. Er fiihrt ausser Oberflichen- und
Raumladungen wie im Normalleiter (vgl. Abschnitt 3) in der Oberfliche
des Supraleiters noch eine elektrische Doppelschicht ein, in der das
Potential von Vg auf Null springt. Diesem Potentialsprung entspricht
das Pippardsche Kontaktpotential.

Unsere Versuche ergaben im rein supraleitenden, isothermen Zustand
keine Spannungen iiber 1-10-?V, wihrend solche der Grissenordnung
10-7V zu erwarten wiren, wenn der Hall-Effekt wie in den normalleiten-
den Proben mit unseren Anordnungen messbar wire. Dieses Resultat
lasst fiir den stationdren Fall zwei Deutungen zu:

a) Ein elektrisches Feld ist im Innern des Supraleiters vorhanden, es
kann aber nicht an der Aussenfliche des Supraleiters mit Hilfe von Son-
den nachgewiesen werden. Man miisste weitere Konsequenzen eines der-
artigen IFeldes experimentell iiberpriifen.

b) Im Innern des Supraleiters besteht kein elektrisches Feld. Dies
sollte theoretisch niher begriindet werden.
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Aus unserer experimentellen oberen Grenze des Hall-Koeffizienten Rg
schliessen wir keinenfalls auf die Konzentration der supraleitenden Elek-
tronen ng. Um iiber ng Aussagen machen zu kénnen, sind wir weiterhin
auf indirekte Bestimmungsmethoden angewiesen. Wir erwdhnen die ab-
solute Messung der Eindringtiefe; eine solche fithren wir an Hohlkérpern
durch (vgl. JAGGI und SOMMERHALDER 1958).

Unserem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. G. BuscH, moéchten
wir auch an dieser Stelle fiir seine vielen wertvollen Anregungen und sein
férderndes Interesse herzlich danken, ebenso Herrn Dr. J.-P. JAN fiir
niitzliche Diskussionen und Literaturhinweise. Dem Schweizerischen
Nationalfonds zur Foérderung der wissenschaftlichen Forschung danken
wir bestens fiir finanzielle Unterstiitzung dieser Arbeit.
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