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Bifluidmodell und Schallabsorption in Helium I
von W. Czaja.*)
(6, VI. 1957.)

Zusammenfassung. Es werden die Voraussetzungen des Bifluidmodells des
Helium IT nach PrRicoeINE und Mazur erléutert sowie itber Rechnungen berichtet,
welche mit diesem Modell die Schwingungen von Helium IT in einem Kugel-
resonator behandeln. Eigenfrequenzen und Absorptionskoeffizienten werden an-
gegeben und die raumliche Verteilung der Geschwindigkeiten diskutiert.

Einleitung.

Der sogenannte superfluide Zustand des Helium, der bei Tempe-
raturen 1" < 2,186% K auftritt, kann bis jetzt nicht zufriedenstel-
lend gedeutet werden. Zwar darf heute als gesichert gelten, dass
dieser Zustand mit der Kondensation des Bose-Kinstein-Gases zu-
sammenh#ngt, aber das Fehlen einer befriedigenden statistischen
Theorie der Fliissigkeiten wird in absehbarer Zeit kaum mehr als
diese Aussage zulassen.

Es 1st daher als Fortschritt anzusehen, dass es vor elmger Zeit
PrrcociNe und Mazur?!) gelang, die makroskopische Theorie des
Helium II in plausibler Weise auszubauen. Kiirzlich ist als eine An-
wendung der genannten phanomenologlbchen Theorie die Damp-
fung akustischer Eigenschwingungen in einem mit Helium II ge-
fullten Kugelresonator behandelt worden?). Die experimentelle Be-
stimmung des Frequenzganges der Absorptionsskoeffizienten scheint
geeignet zu sein, die Relaxationszeit fiir die Einstellung des Gleich-
gewichts der Umwandlung von Normal- in Superfluid des Helium II
zu bestimmen. Die Kenntnis dieser Relaxationszeiten wird ihrerseits
Aufschliisse iiber den Reaktionsmechanismus geben kénnen.

Im folgenden wird tiber die Berechnung der Absorptionskoeffi-
zienten berichtet und die in die Rechnungen eingehenden Voraus-
setzungen diskutiert. Unter Hinweis auf die ausfiithrlichen Darstel-
lungen 1n 2) verzichten wir auf Einzelheiten der Rechnung.

*) Jetzige Adresse: Universitit Basel, Abteilung fiir angewandte Physik der
physikalischen Anstalt.
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Bifluidmodell des Helium 1I.

Beim Bifluidmodell des Helium II handelt es sich um ein makro-
skopisches Modell, dem die Annahme zugrunde liegt, dass Helium II
aus einer superfluiden und einer normalen Komponente besteht.
Auf Helium IT lésst sich dann die Thermodynamik bindrer Mischun-
gen anwenden. Dieses ,,Zwei-Komponenten-Modell*“ des Helium II
ist von DE Groor, JANSEN und Mazur?®) und von DE Groor?) aus-
fihrlich diskutiert worden.

Nach PricociNe und Mazur?) soll sich Helium II aber gleich-
zeitig auch durch ein ,,Zwei-Phasen-Modell* beschreiben lassen®),
derart, dass die einzelnen ,,Komponenten‘* als selbsténdige, aber
nicht rdumlich getrennte ,,Phasen‘* aufgefasst werden. Ihre thermo-
dynamischen Funktionen sollen nur von der Temperatur und dem
Partialdruck der einzelnen ,,Phasen‘‘ abhéingen und sich additiv aus
den thermodynamischen Funktionen der einzelnen ,,Phasen® zu-
sammensetzen. Im folgenden werden wir nun das Modell, welches
Helium II sowohl als ,,Zwei-Komponenten-“ als auch als ,,Zwei-
Phasen-Mischung‘‘ auffasst, als ,,Bifluidmodell’* bezeichnen. Die
Einfihrung dieses Bifluidmodells begriindet man wie folgt (vgl. 1)
sowie die Diskussion der Voraussetzungen des Bifluidmodells in 2)):
Erst mit dem Postulat der Gleichheit der beiden Darstellungen und
mit der Annahme, dass der Impulsaustausch zwischen den Fluids
sehr klein ist, lassen sich hydrodynamische Gleichungen fiir He-
lium IT herleiten, die mit den experimentell bestiitigten GorrERschen
Gleichungen®) in allen wesentlichen Punkten tibereinstimmen.

Thermodynamik des Bifluidmodells.

Ziwischen der Normalfluid mit der Konzentration (1 — &) und der
Superfluid des Helium II nehmen wir eine Umwandlung N == S
an. & und T befolgen eine dem Experiment zu entnehmende Ab-
hangigkeit & = & (T), welche die Form (1 — &) = (T/T,)° mit
o ~ 5,37 fur 1,5°K < T < T, besitzt. Der Einfachheit halber
wird die schwache Druckabhéngigkeit der A-Temperatur vernach-
lassigt, d. h. (0&/0p)p 4 = O gesetzt.

Wir fragen nun nach den Beziehungen zwischen der (T, p, &)-Ther-
modynamik (bindre Mischung) des Helium IT und der (7', p,, p,)-*¥*)
Thermodynamik (Zwei-Phasen-Mischung), wobei uns besonders die
Funktionen

Po=Pa(T,p,8), Ps =ps(T' p,€)
interessieren. Die gleichzeitige Giiltigkeit der erwihnten Darstel-

*) Eine derartige Bemerkung findet sich bereits bei T1sza?3).
**) Der Index n» bezieht sich auf die Normalfluid, s auf die Superfluid.



Vol. 30, 1957. Bifluidmodell und Schallabsorption in Helium IT. 449

lungen fiir Heltum II soll sich in der Gleichheit der Gibbsschen
Potentiale ausdriicken

g (T,p,&) =g(T, pu, ps)- | (1)

Die mit * gekennzeichneten partiellen Grossen beziehen sich auf die
Mischung aus zwei Komponenten, die iibrigen, spezifischen Grossen
auf die Mischung aus zwei Phasen. Aus dem Differential von (1)
folgert man (0(p, + ps)/0p)pe= 1, die Summe der Partialdrucke
unterscheidet sich also vom Gesamtdruck nur durch eine Funktion
in T'und &. Man macht nun die weitergehende Annahme, dass sogar

| P =Du+Ds (2)
gelten und ausserdem

(0p,/oT), =0, fira=nodera=s (3)

erfiillt sein soll. Setzt man (3) fir « = n voraus, so folgt aus (2)
sofort, dass (3) auch fir « = s gilt und umgekehrt. PricocINe und
Mazur versuchen in 1) die Annahmen (2) und (3) durch die weitere
Voraussetzung

,,Der Impulsaustausch zwischen den Fluids ist sehr klein®  (4)

plausibel zu machen. Wir wollen auf eine derartige Begriindung ver-
zichten, bemerken aber bereits hier, dass (4) eine wesentliche Vor-
aussetzung fiir die Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen
des Helium IT 1st.

Mit (1) bis (3) kann man zeigen, dass fiir
die spez. Entropie s, (T,p,)=s (T, p,&,
die spez. Enthalpie h(T,p)=h(T,pé), a=mn,s
das spez. Gibbssche Potential ¢, (T.,p,) = p (T, p,&)
gilt, wobei
(1—8& s, +&s, =(1—8&)s, +&s,,
(1—8h,+&hy, W' =(1—8& h, +&R.,

I

I

8
h
)

I

L]

gesetzt wurde. Bezeichnet man mit A die chemische Affinitit 4 =
My, — My S0 erhalten wir die gesuchten Beziehungen zu

Ap= (18 dptes(1—8) (53 ), dp.~Edp—oE(1-8)(5%), . ©)

T,p

In (5) wurde die aus (0£/0p)p 4 = 0 folgende Aussage (0V/0&)p , =0
fiir das partielle Volumen V' = (1 — &) v}, + & v, herangezogen.
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Die hydrodynamischen Gleichungen des Helium II.

Bei der Ableitung der hydrodynamischen Grundgleichungen des
Helium II verfihrt man nun wie folgt: Nach den Methoden der
Thermodynamik der irreversiblen Prozesse werden die Bilanzen fiir
die Masse, den Impuls, die innere Energie und die Entropie jeder
Fluid aufgestellt und die phénomenologischen Beziehungen zwi-
schen den ,,Kriften* und ,,Stromen*’ formuliert (vgl. z. B. 4) und 8)).
Die Verwendung der (7', p,, p,)-Thermodynamik gestattet die
Einfiihrung der Voraussetzung (4). Als Ergebnis erhélt man hydro-
dynamische Gleichungen des Helium II, nach denen sich in einer
ersten Ndherung — d. h. bei Vernachléssigung sowohl des Ein-
flusses der Umwandlung als auch der einer schwachen Reibung
zwischen den Fluids, aber mit Beriicksichtigung von innerer Rei-
bung und Warmeleitung — die Normalfluid unabhéingig von der
Superfluid bewegt. Das bedeutet, dass nicht nur wie in normalen
bindren Mischungen die Schwerpunktgeschwindigkeit reversibel ist
(vgl. %)), sondern auch die Relativgeschwindigkeit zwischen den
Fluids. Dieser Unterschied zwischen bifluiden und normalen binéren
Mischungen ist die Ursache des Second Sound in Helium IT (vgl. 1)2)).

Mit den Beziehungen (5) lassen sich die so gewonnenen Gleichun-
gen in eine Form bringen, die der Messung leichter zuginglich ist.
Weitere Einzelheiten findet man in ) und 2), wobei besonders in 2)
eine konsequente Formulierung der ph&nomenologischen Ansitze
gegeben wird. Wir zitieren die hydrodynamischen Gleichungen des
Helium IT im Hinblick auf unsere Anwendungen in akustischer
Linearisierung
LN [(1—8&) v, +&p,] = — L orad Pt (~-4 v+ /:) arad div o
bY, n s 0 5 T3 1] s n

—vrotrot o,

;?;[nn—ng = —S*grad T—grad A+ i 3”2" grad div v,
]_5 — 1ot rot v,
2 E=E(1—8) div (va—n,) + 24,
oT g . ) )
(1—Bs*) 5 = —=%div(v,— )J-_-div[(l—f) 0,+& 0]
- B(%‘é)ﬁ oL + O divgrad T,

K (p—po) =
ferner gilt 5

: A=—s*(T—Ty) +(55), , E—&).

chi—t

(0—0o) + oy (T'— T),
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In diese Gleichungen wurde die aus (0 &/0p)y 4 = 0 folgende Bezie-
hung &, = «, eingefithrt, d. h., dass die thermische Ausdehnung 1im
Reaktionsgleichgewicht (konstante Affinitit) gleich der thermischen
Ausdehnung im gehemmten Gleichgewicht (konstante Konzentra-
tion) 1st. Ferner bedeuten

1 #*2

B=(34),, ~crG=1—8 " ma€2 ——£(1-8)(55),
die Geschwindigkeiten des Second Sound fiir niedrige (w-—0) bzw.
hohe (w —» oo) Frequenzen, ¢ = 1/K , o die isotherme Geschwin-
digkeit des normalen Schalls, s* =s, — s, ¢, die spezifische Wirme
des Helium II bei konstantem Volumen, y =e¢,/¢,, wobei ¢, und ¢,
stets bel wihrendem Reaktionsgleichgewicht (A = const) zu neh-
men sind, K, die isotherme Kompressibilitit im Reaktionsgleich-
gewicht, @ die Temperaturleitfihigkeit des Helium II, » = », die
kinematische Zahigkeit der Normalfluid (v, = 0) und schliesslich
u die kinematische Volumenviskositit der Normalfluid, in der wir
uns den Einfluss moglicher Anregungsprozesse zusammengefasst
denken. p1st reell, solange die Relaxationszeiten der in u enthaltenen
Prozesse klein gegen die Dauer einer Periode der Schallschwingun-
gen sind (vgl. #)2)). Der Koeffizient a* hingt mit der Relaxations-
zelt T der Umwandlung N <~ S zusammen 7 = — -5*— AT B70 /3 P

wiahrend sich die Bedeutung von 7 aus

ST E—8)

ergibt. Die letzte Beziehung folgt aus (6) fiir eine ruhende Bifluid
bei konstantem T und p.

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt A = Ay (Ty, pos &) = 0
und diese Bedingung liefert die Gleichgewichtskonzentration &, als
Funktion von T und p,.

Die Ausbreitung ebener Schallwellen ist mit den Gleichungen (6)
bereits friiher untersucht worden, vgl. ?) und die dort angegebene
Literatur.

Akustische Eigenschwingungen des Helium II in einem Kugelresonator.

Fiir die weitere Rechnung machen wir von zwei vereinfachenden
Annahmen Gebrauch:

1. Die thermische Ausdehnung des Helium IT ist gering, d. h.
y—1 = 0%%% = ¢ € 1, so dass Glieder mit &? vernachléssig-
bar sind. Die Messungen, vgl 10) liefern fiir & die Werte 2:10-4 <

e< 11072 fiar 1,40° K < T < 2,183 K.,
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2. Der Frequenzbereich wird durch die folgenden Ungleichungen

%é} (g'b’—i—//b)<1, %}QQ\{].
eingeschriinkt, wobel €,%/cp2 € 1 und € ¥E2Z ~ 1 gilt?). Diese
Ungleichungen bedeuten bei vorgeschriebener Frequenz eine Be-
schrankung des &-Bereiches und damit ebenfalls der Temperatur.
Die Grenzfalle T'= 1T, (&§ =0) und T-—>0 (£-—>1) scheiden fir
unsere Betrachtungen aus. Der Temperaturbereich 1" < 14°K
bleibt unseren Rechnungen auch noch aus anderen Griinden ver-
schlossen. In diesem Bereich wird der Einfluss der Phononen auf
die Schallausbreitung wesentlich, ihre mittlere freie Wegldnge
nimmt stark zu 11)2). Unter diesen Bedingungen ist die hier ver-
wendete makroskopische Theorie nicht mehr anwendbar.

Wir fragen nun nach den Randbedingungen. Wenn wir zunachst
von dissipativen Effekten absehen und damit auch keine zusétzliche
Umwandlung N<>S an der Oberfliche zulassen, so kann man fir
die Normal- und die Superfluid des Helium II unabhéngige Rand-
bedingungen vorgeben, die genau so wie in der Hydrodynamik nor-
maler Flissigkeiten lauten werden.

Isolierung Normalfluid Superfluid
schallhart (nn)normal =0 (Us)normal = ()
schallweich Amplitude von p,, = 0 Amplitude von p, = 0

Auch bei Beriicksichtigung der dissipativen Effekte erscheinen
diese Randbedingungen verniinftig, jedenfalls solange wir keine
zusitzliche Umwandlung an der Oberfliche annehmen. In jedem
Fall sind die Randbedingungen durch das Verschwinden der tangen-
tiellen Geschwindigkeitskomponente der Normalfluid an der Ober-
flaiche zu ergénzen (v,)in, = 0. Zu diesen Forderungen tritt eine
Bedingung fiir die Temperatur an der Oberfliche hinzu, fir die wir
die adiabatische Isolierung (0 T'/0r) = 0 ansetzen™).

Die Methode der weiteren Rechnungen ist die iibliche. Nach Ab-
spalten eines Zeitfaktors werden die Losungen der aus (6) ent-
stehenden Differentialgleichungen fiir die Variabeln v, v, T, p, 0, &
gesucht, welche die Randbedingungen erfiillen. Dabei gestatten die
am Anfang dieses Abschnittes angegebenen Beziehungen passende
Entwicklungen anzusetzen. Als Ergebnis erhalten wir sowohl fiir

*) Es ist erwéhnenswert, dass sich die Randbedingungen prinzipiell aus einem
V ariationsprinzip ablesen lassen sollten (vgl. z. B. A. SoMMERFELD, Vorlesungen
Band 2).
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den schallharten als auch den schallweichen Resonator je zwei
Schwingungsformen, eine, die dem Normalen Schall und eine, die
dem Second Sound entspricht.

Die Verhiltnisse lassen sich anschaulich leicht tiberblicken, wenn
wir im Moment von den dissipativen Effekten absehen, d. h. den
sogenannten ,,Rayleighschen Fall** betrachten: Der Normale Schall
ist durch die Schwingungen der Schwerpunktgeschwindigkeit sowie
durch die des Druckes gekennzeichnet, wihrend die Relativ-
geschwindigkeit und die Temperaturamplitude nur als Folge der
endlichen Wiarmeausdehnung auftreten und merklich kleinere Werte
annehmen. Beim Second Sound oszillieren im wesentlichen nur die
Relativgeschwindigkeit und die Temperatur. Schwerpunktgeschwin-
digkeit und Druckamplitude sind eine Folge der thermischen Aus-
dehnung und daher klein. Das Verhialtnis von Schwerpunkt- zu
Relativgeschwindigkeit beim Second Sound liegt in der Gréssen-
ordnung von einem Prozent2). Entsprechendes gilt fiir den Normalen
Schall.

Wir kehren nun wieder zum allgemeinen Fall unseres mit Helium I1
gefillten Kugelresonators zuriick. w,, sel eine Kigenschwingung

mit den Indizes 4, k, und «, ; ist der Absorptionsk(')effizient pro sec
n(n—1)
i —nn—1) ’

wahrend £, ; und %, 5, durch v (&) =0 bzw. v, (9,) = ‘0 bestimmt

sind. Weiter bedeutet y;(2) = g— ve(2) und v, (2) = |/—2—Z~Jk+%(z).*)

a ist der Radius des Kugelresonators und ¢ = y ¢, die adiabatische
Geschwindigkeit des Normalen Schalls.
a) Schallharter Resonator, Normaler Schall: Figenfrequenzen

o 7(T &) e, wril,
Wy = Czk a (] ]/2016!@}739 T rcep 0Tl

Absorptionskoeffizienten

dieser Kigenschwingung. £, ; ist eine Abkiirzung fiir

wTt <l
“i,k‘—;oc-;’c(—g—eru) (1+f§-d—‘4i€z) 222' ¢ yyl
+ Va8 ‘—{/"g_; Q0 (7)
ot 1

*) J 5 (z) = Besselfunktion mit dem Parameter A.
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b) Schallharter Resonator, Second Sound: Eigenfrequenzen

B, 3 = B B f e B 2 ey wrLl,
ik Shk g 1 .§ 2c2ai‘m Tl 0T L

Absorptionskoeffizienten

ot <1
i wi?k T G 0@2 + & V E I[U{z ‘ i,k’ (8)
ot>1

2
(UZ' I3

1 G- v Ve
di,kxm(V+/L) 1— 5""‘ s 2(‘:00_20_+§ Vil_f *V?;Qi,k,

, ¢z
T = 7(1—“'@00'—2) P

c¢) Schallweicher Resonator, Normaler Schall: Eigenfrequenzen

Absorptionskoeffizienten

ot <1
w4 1 ayg 1 ;%
o= e (gt )1+ 5 @)+ 0
ot > 1 (N

4 . 22 o, .
zk: T =00 T ™0 I,fC
ik T opr (3 v+“) Coly—CF T e (Cfooy 62) =)

d) Schallweicher Resonator, Second Sound: Eigenfrequenzen

€, / 1 E 1 4
w-i,k:m,kTo(l”—aGO i Sﬁ—-@(g-*lf+,u)), wr<l,

¢ :
Ok = g s OT > i [

]

Absorptionskoeffizienten

ot <1
g § 4 y—1 s* m?
St 2¢§T(§v+ﬂ)(]+(1A§) O;__.c_?) ,kagr

2 . 2_(@F2
TOuT “5eg
wr > 1 (10)
0 & 1 Gt -G
%k =55y T_F (g vr M) P ™ GO
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Alle angegebenen Beziehungen folgen aus Reithenentwicklungen, die
. .. o [4 w (4 W w :
nur die N F (3”4‘/«‘) rry (§v+,u) und (3 o, or O linearen

Terme enthalten. (7) und (8) gelten zudem nur fiir k < 10.

Die letzten Terme in (7) und (8) sind als Einfluss der Resonator-
oberflache auf die Dampfung zu deuten, wahrend die iibrigen Terme
den Anteil des Resonatorinneren an der Dampfung darstellen?). Das
Fehlen des Oberflicheneinflusses auf die Dampfung in (9) und (10)
lasst sich anschaulich verstehen, da beim schallweichen Resonator
bereits in Rayleighscher Naherung die Tangentialkomponenten von
v, am Rande null sind. Die bei » + 0 hinzutretende Bedingung
(04)tang = O wird daher, im Gegensatz zu den Verhéltnissen beim
schallharten Resonator, keinen wesentlichen KEinfluss auf die
Schwingungsverhéltnisse mehr haben.

Auf die raumliche Verteilung der Geschwindigkeiten im Resonator
wollen wir hier nicht niher eingehen. Aus den Rechnungen?) ent-
nehmen wir, dass die entsprechende Rayleighsche Verteilung den
Schwingungszustand im Resonator im wesentlichen, d. h. bis auf
eine kleine Randzone, beschreibt. Die Ausdehnung dieser Randzone
sowie der Verlauf der Geschwindigkeiten in Randn#he sind in 2)
angegeben.

Abgesehen von den bereits erwihnten Schwingungszusténden a,
b und ¢, d tritt sowohl beim schallharten als auch beim schall-
weichen Resonator je eine weitere Bewegungsform auf, die aber
nicht gleichzeitig mit den bereits erwihnten bestehen kann. Diese
Bewegungsform, an der nur die Normalfluid teil hat, ist das expo-
nentielle Abklingen eines kompressionsfreien Anfangszustandes mit
den Eigenlosungen

(0,); x ~ 10t (tf; ;) e~ Tik, ¥) 7, = (1—§) a®[vn’,

f bedeutet eine Losung der Wellengleichung. Dieser Bewegungs-
zustand weist keine Normalkomponente der Geschwindigkeit auf,
bleibt somit von den Eigenschaften der Resonatorwand unbeein-
flusst und tritt deshalb sowohl beim schallharten als auch beim
schallweichen Resonator auf.

Abschliessend sollen noch einige Bemerkungen angefiigt werden:
Der ,,Resonanz-Fall“ wr =1, d.h. der Grenzfall maximaler Ab-
sorption, ldsst sich ebenfalls behandeln. Allerdings bietet die Ab-
leitung geschlossener Ausdriicke Schwierigkeiten, weshalb auf die
Darstellung verzichtet wurde und auf die allgemeineren Ausdriicke
1n 2) verwiesen sel.

*) r = Radiusvektor.
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Die Rechnungen lassen erkennen, dass sich die Schallausbreitung
in Helium IT analog wie in normalen fluiden Medien verhilt. Dies
gilt besonders fiir die Unterschiede zwischen schallharter und schall-
weicher Isolation des Resonators, fiir den Einfluss der Oberflache
auf die Démpfung, die Verteilung der Geschwindigkeiten und die
Unterschiede zu den Rayleighschen Verhiltnissen.

Endlich weisen wir darauf hin, dass die in unseren Rechnungen
enthaltenen Parameter €, €, ¢4, &, s*, v, u, 7, » und @ messbare
Grossen sind. Viskositat » und Temperaturleitfahigkeit € kénnen
aus den in der Literatur beschriebenen Messmethoden ermittelt
werden (vgl. z. B. 7). €, Cu, ¢p, & s* und » kann man aus Experi-
menten iber das statische Verhalten des Helium II entnehmen,
wobel nach den bisherigen Erfahrungen (1 — &§)s* ~ s, d. h. s, &~ 0,
gesetzt werden kann (vgl. 7)). Zur Bestimmung von 7 und g lassen
sich Messungen der Schallabsorption heranziehen. Beim Vergleich
der Messwerte mit der Rechnung sind die v als verfiigbare Para-
meter zu betrachten und die Konsistenz der Theorie hétte dann
daraus zu folgen, dass sich die Werte von 7 fiir alle Absorptions-
koeffizienten als gleich erweisen.

Wie wir bereits erwahnten, wiirde die Kenntnis der Relaxations-
zelt Aussagen iiber die Umwandlung von Normal- in Superfluid
zulassen.

Herrn Professor Dr. J. MErx~ur bin ich fiir die Anregung zu dieser
Arbeit sowie fiir viele klirende Diskussionen sehr zu Dank ver-
pilichtet.

Herrn Professor Dr. E. BaAupinaer und der Direktion der Firma
Fr. Sauter AG. in Basel habe ich fiir ihr verstdndnisvolles Entgegen-
kommen wéhrend der Durchfithrung dieser Untersuchungen zu
danken.
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