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Kurze Mitteilungen — Communications bréves - Short Lectures

La solution générale des équations d’Einstein

guvie=0
+._

par Mme M. A. ToNNELAT (Paris)

1. Aumoyen d’un principe variationnel, la théorie d’EINSTEIN-SCHROE-
DINGER permet de déduire d’une densité

P="R, (I') &' =y —g-g9"

deux groupes d’équations. Le premier — le seul auquel nous nous inté-
ressons ici — découle des variations 0 /)%, de la connexion affine. Il peut
toujours se ramener aux 64 équations

&+, —0. (1)

Pour ne pas restreindre a prior: la généralité du probléme, nous allons
considérer ici ’ensemble des 64 équations (1) en supposant qu’elles se
\ . o o Ao
rapportent a une connexion tout a fait quelconque. Soit 42, cette con-

nexion.

Les équations (1) s’écrivent encore
%3;9 Eaggﬂv_A;ngv_Agvgﬂo':O' (2)

La solution de ces équations doit expliciter complétement la valeur
de la connexion affine en fonction des champs g,, et de leur derivées
premiéres.

Nous avons donné en 1949—51 la solution générale des équations (2).
Depuis, plusieurs auteurs se sont attaqués a ce probléme sans avoir eu
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connaissance de nos résultats et sans parvenir, semble-t-il, a une solution
tout a fait explicite en fonction du tenseur fondamental.

2. Kcrivons la décomposition du tenseur g,, en parties symétrique
et antisymétrique sous la forme suivante:

Gr = Vur T Pus : (3)

et appelons g,y et @ les déterminants formés par les g,,, V., Puri 99"
wy*" et p¢"” les mineurs relatifs a ces mémes éléments.
La connexion affine quelconque 42, peut s’écrire

ag={ 2}, +ur g ®

V

et comprend 3 parties.

a) La premiére {;fv} représente les symboles de CHRISTOFFEL formés
&

avec la partie symétrique y,, du tenseur fondamental. C’est donc une
quantité connue.

b) La seconde 7, désigne le reste de la partie symétrique de la con-
nexion affine. Elle s’exprime complétement de la maniére suivante en
fonction de la partie antisymétrique

ul, = —°° (@, A;g + @, Aé). . (5)
Tout revient donc finalement & déterminer les 24 coefficients anti-
symétriques 42, .

c) Les coefficients antisymétriques A = Yoo 4 é’/, ont I'expression

urre
suivante en fonction du tenseur fondamenta]:
Introduisons tout d’abord la divergence cyclique:

(pyvg - a,u(pvg + agq)ﬂv + av(pe,u (6)

et aussi la divergence
A ‘o 1 Ao
Pt e —9 -3,(V—g-g¥ (7)

cette derniére quantité étant nulle (f, =0) quand on part du tenseur de
Ricor |

13 HPA Sppl. IV
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- Définissons ensuite la quantité suivante:

1 Vo Ve
Rg,e“*y%w‘{”ve%ﬂ"ﬁ%; ¢Ezv]9+ 4\/ (Puv(p (pore

‘/fp o g o g

_—qg,uvaglog 2 ,uvgo(pi allog?—;\%—_;'g[iv]gl(p Aaalog?)
8

= \\//ﬂ %,,a ]ogm )

‘f“?az{\/a’ EJtuQa(fA_ji)+¢lg[q9uv(fc ﬁ) @au(f ﬁ)_i—
=+ oo (f,u_f;)]}

oli ne figurent que des quantités connues, ', désignant la dérivation

covariante écrite avec les symboles { /fv} . Les astérisques et barres re-
, )
présentent

«_ V-» 2
(p,u,r T~ T 9 Surveo ,})0 ygn Yin

9)

V*V )t o

(P[zv]g:—_Q _uv?o‘y ¥ Prno

=0 P ¥ Ly

Les mémes notations avec astérisques et barres sont introduites pour
la quantité B,, ,, c’est a dire

\/_ ‘o, TH
R}E},Q - ‘_) ,uv/ry Y R
(10)
Riyo=@os?” 9227 By
et I'on peut définir
_[o_9 . @ -‘\/‘P *
Suve=(2 L+ y)R@ = B o= Ry (11)

Dans ces conditions la partie antisymétrique 4,, ,=y,, 4, de la

connexion affine s’écrit simplement

mszﬂdﬂﬂf—aﬁgﬁ%—&xgg (12)
avec
_9_ 9 , b9 _2Ve (s 9 @)
a > + i e e T y) (13)
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La connexion affine totale s’écrit donc

a5, &) =7 @ty +padip)+ 45, (14)

A2, s’exprimant en fonction de RM,, 0>

explicitement et uniquement le tenseur fondamental.

c’est a dire de quantités ol figure

3. Les conditions d’existence de la solution 4 sont 1mmédiates.

K0
Si Pon suppose, comme il est naturel de le faire, y = 0, ces conditions
se réduisent a

g(a® + %) = g{(z_—g n 6—3}’—)?—4%(\3—?} + %)ﬂ +=0. (15)

4. Examinons rapidement I'application de cette solution générale a
3 cas particuliers:

a) Si @,, =0, les quantités RM , done SM ., donc 4 uv.0 sont identique-
ment nulles et la connexion se réduit & la valeur purement rieman-

nienne
()

Si, d’une fagon moins radicale, on a ¢ =0 la connexion est simplement

adyyy=a Ry o — By o
avec V
R =___l_ ' V €1 1 * Sarln
4v,e 2 (p,uvg_T_ 0 (P,ur i 8‘/:; (P,uv Pin (Po"rg
(18)

.1 ! g
— Pur aglog% Ty ((Pw'ae T (peuav + ‘pvoau) ]0g~_}—'

_J!_ .})ﬂl(ple [(p/uv (frr;.fé) + qoa,u (fvg-.f;_) + oo (fy'—ffz)] s

Les conditions d’existence (15) se raménent alors aux suivantes

“'a‘:z’_'gfiilﬁﬁyy 7" q),uv(p@g#ou (19)

Ceci est en particulier valable dans le cas ot I'on choisit un systeme
de référence dans lequel un seul des champs — ¢, ou ¢,, — disparait.



196 M. A. Tonnelat

b) Dans le cas particulier d’'une symétrie sphérique, et si 'on choisit
pour le tenseur g,, la forme indiquée par ParaPETROU

- 0 0 w
| 0 -B fsing 0 :
(guv) | 0 —fsing —Bsin2g9 0 (20)
—w 0 0 g

la substitution de cette forme particuliere dans la solution générale
conduit dans le cas statique aux valeurs de la connexion affine calculées
directement par BoNNOR dans ce cas particulier. Dans le cas non-sta-
tique on obtient une généralisation immédiate des valeurs trouvées
par BoNNoOR. ’

Enfin la substitution des valeurs particuliéres dans la condition géné-
rale d’existence conduit a

t(l . w? )2 n wf? == 0 (21)

xo

-5+ e 25

trouvée directement par BoNnNor dans ce cas particulier. La solution
particuliére déterminée par BoNNOR constitue donc un test convaincant
pour la validité de la solution générale.

¢) On peut trouver a partir de la solution générale les valeurs appro-
chées de la connexion affine et par conséquent des équations du champ
sans qu’il soit besoin de passer par une série d’approximations succes-
sives.

Si l'on se borne au 2-éme ordre d’approximation on retrouve les résul-
tats indiqués d’une part par EINsTEIN et Mme Kavurman, d’autre part
par SCHROEDINGER. On peut assez facilement écrire les équations au
3-éme et 4-éme ordre d’approximation.

Ceci est le travail de 1949. J’ajoute la remarque finale suivante: Les

équations résolues ici
Pur;o =0 (2)

font intervenir la décomposition du tenseur fondamental

g,uv = Yur + 99,“.- (3)

Pour des raisons pertinentes, LIcHNEROWICZ associe les grandeurs
physiques de la théorie — métrique et champ électromagnétique — au
tenseur contravariant ¢“” que nous écrirons

g = . )
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On peut en principe, passer de la solution de (2) en y,,, ¢,, & la solu-
uy
tion de g™, = 0 en A*’, f** en utilisant les relations fondamentales

entre les y,,, ¢,,, #*", f**. Mais ce procédé s’avere pratiquement inex-
tricable et il est plus simple de chercher directement la solution de (2).
Ce travail a été fait par un, de mes collaborateurs STAMATIA MAV-
RIDES et vient d’tre publié. La résolution de (2°) est plus pénible
encore que celle de (2) mais la solution — c’est & dire 'expression de
la connexion affine 42, en fonction des champs contravariants est aussi
simple. Elle permet de passer aisément, soit & des solutions particuliéres

— & symétrie sphérique ou cylindrique — exprimées en fonction des 2*”
et f*”, soit & des valeurs approchées & quelque ordre que ce soit sans
approximations successives.
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