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Le probleme de Cauchy dans la théorie relativiste de I’électro-
magnetisme et dans la théorie unitaire de Jordan-Thiry

par Mme Y. Fourks-BRUHAT (Aix-Marseille)

1. En relativité générale le champ électromagnétique, forme extérieure
(cf. [1]) F = F;;dx’~da’, et la métrique, forme quadratique g =g,; da* dz’
sont liés par les équations d’EINSTEIN
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et les équations de MAXWELL qu’on peut écrire (pour un vecteur cou-
rant nul):

dF = 0F =0 2)

ol dF et 0F désignent la différentiation et codifférentiation dans la mé-
trique g.

Je cherche d’abord une solution telle que ¥ = d¢. L’équation (2) prend
alors la forme

ddp =0. (2)

On se donne, & I'instant initial 2* =0, @ et g et les dérivées dg;/dx?,
d¢,;/ ox* satisfaisant aux conditions nécessaires

St=0, (6dp)t=0. \ (3)
Les coordonnées initiales étant isothermes (cf. [2]),

Fi=V, ¢ =¢g*Ii,=0 pourazt=0 (4)
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et le potentiel vecteur ¢ étant normalisé par
dp=—V,¢'=0 pourz*t=0. (5)
On déduit de (3), (4) et (5)
AF*[3xt = 3(V,;¢") | 32* =0 pour 24 =0.

Les 1dentités

1 2 g;; 1 1
Ry = E—ghk 3 a;k + Hy (9 91> 9u2) + 9 Yin ay'Fh T 9 Yin LE"  (6)

32 @; |
(8dp); = % - B+ Py O Guns Gun) + & (Vag" + Fhapy)  (7)

da dxk

montrent qu’en coordonnées isothermes, et pour un potentiel vecteur nor-
malisé par § p = 0 les équations de MAXWELL-EINSTEIN prennent la forme
d’un systéme d’équations du second ordre hyperboliques, non-linéaires ou
les dérivées du second ordre sont séparées et ont mémes coefficients pour
toutes les équations. J’ai construit [3] sans hypothése d’analyticité une
solution (unique) du probléme de CAUCHY pour un tel systéme: sa valeur
en un point ne dépend que des données initiales intérieures & un conoide
de sommet ce point (d’olt propagation par ondes et identité des propa-
gations de la gravitation et de 1’électromagnétisme) et dépend continue-
ment des données initiales.

Les identités de conservation et I'identité ddy = 0 permettent de mon-
trer que cette solution est isotherme et que ¢ vérifie bien la condition
dp = 0. On a donc effectivement construit une solution des équations de
MAxXWELL-EINSTEIN (1) et (2). On montre que cette solution est phy-
siquement unique.

On peut également déterminer F par O F = déF + 6dF =0 sans
utiliser le potentiel vecteur ¢ dont le raisonnement précédent suppose
'existence (@ pourrait n’exister que localement). Un théoréme d’unicité
assure alors I’existence de ¢ moyennant son existence & I'instant initial.

2. Théorie unmitasre de JORDAN-THIRY : les quinze inconnues y, , sont les
coefficients de la métrique d’un espace de RIEMANN & cing dimensions,
cylindrique par rapport a z°:

ds? =y, do’ da" = —& (dz° + B ¢; da') + d&°

d5® = g;; da* da’ est la métrique de espace-temps, g; le potentiel vecteur,
& un quinzieme potentiel dont on peut discuter 'interprétation (cf. la con-
férence de A. LicaNEROWICZ).



78 Y. Fourés-Bruhat

Les mconnues y, , satisfont en dehors des masses aux équations:

(R,p, tensevr de Ricor de l'espace & cing dimensions). On se donne a
1’in§tant initigl = O'les.ym, 9y, oxt (c’est a dire g;;, @;, & et leurs
dérivées premieres) satisfaisant aux conditions nécessaires:

g:=0 paur =10, 9)
" Les coordonnées initiales étant isothermes
Ft =P, "W =0 pour 2¢=0, (10)
on déduit de (9) et (10)
9, " =0 pour at=0.

Une décomposition analogue & (6) permet de résoudre les équations (8)
en coordonnées isothermes, les conditions de conservations V/, Sj =0
montrant encore qu’on a ainsi effectivement une solution, physiquement
unique, de ces équations. Cette solution dépend continuement des don-
nées initiales (en particulier & reste sensiblement constant s’il en est ainsi
a 'instant initial).

Silon fait £ = const. dans les quatorze premiéres équations de la théo-
rie unitaire de JORDAN-THIRY, on obtient les équations de la théorie de
Karuza-KLEIN, équivalentes aux équations de MAXWELL-EINSTEIN, ce
qui permet de retrouver les résultats du § 1.
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